
ÕÀÐÜÊIÂÑÜÊÀ ÄÅÐÆÀÂÍÀ ÀÊÀÄÅÌIß
ÇÀËIÇÍÈ×ÍÎÃÎ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÓ

ÄÎÍÅÖÜÊÈÉ IÍÑÒÈÒÓÒ ÇÀËIÇÍÈ×ÍÎÃÎ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÓ

Êàôåäðà âèùî¨ ìàòåìàòèêè i ôiçèêè

Þ.Ì. ÂÎË×ÅÍÊÎ

ÁÀÇÎÂI ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍI ÏÎÍßÒÒß

ÌÅÒÎÄÈ×ÍI ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÖI�
ç äèñöèïëiíè

¾ÂÈÙÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ¿

Äîíåöüê

2005



Âîë÷åíêî Þ.Ì. Áàçîâi ìàòåìàòè÷íi ïîíÿòòÿ. Ìåòîäè÷íi ðåêîìåíäàöi¨
ç äèñöèïëiíè ¾Âèùà ìàòåìàòèêà¿ � Äîíåöüê: ÄîíIÇÒ, 2005. � 84 ñ.

Ðîçãëÿíóòi îñíîâíi ìàòåìàòè÷íi ïîíÿòòÿ, ùî íå çàâæäè âõîäÿòü â ïiä-
ðó÷íèêè äëÿ òåõíi÷íèõ ÂÍÇ, àëå íåîáõiäíi äëÿ çàñâî¹ííÿ íàâ÷àëüíîãî ìà-
òåðiàëó íà ñó÷àñíîìó ðiâíi ñòóäåíòàìè ñïåöiàëüíîñòi ÀÒÇ. Äîäàíî òàêîæ
òi ïîíÿòòÿ âèùî¨ ìàòåìàòèêè, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ ìàéæå â êîæíîìó ¨¨ ðîç-
äiëi i, òàêèì ÷èíîì, äiéñíî ¹ áàçîâèìè. Ìàòåðiàë âêëþ÷à¹ åëåìåíòè ìà-
òåìàòè÷íî¨ ëîãiêè, òåîði¨ ìíîæèí, êîìáiíàòîðiêè, íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü i
ií. Íàéáiëüø âàæëèâi òâåðäæåííÿ äîâîäÿòüñÿ, ÿêùî äîâåäåííÿ íå ¹ äóæå
ñêëàäíèì, i ñóïðîâîäæóþòüñÿ ïðèêëàäàìè.

Ië.: 6, òàáë.: 5, áiáëiîãð.: 6 íàéì.

Ìåòîäè÷íi ìàòåðiàëè ðîçãëÿíóòi é ðåêîìåíäîâàíi äî äðóêó íà çàñiäàí-
íi êàôåäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè i ôiçèêè 27 ñåðïíÿ 2004 ð., ïðîòîêîë � 1.
Ðåêîìåíäîâàíî äî äðóêó íà çàñiäàííi ìåòîäè÷íî¨ êîìiñi¨ ôàêóëüòåòó ¾Ií-
ôðàñòðóêòóðà çàëiçíè÷íîãî òðàíñïîðòó¿ âiä 31.08.04, ïðîòîêîë � 1.

Ðåöåíçåíòè:

Ïðîô. Î.Î. Iãíàòü¹â,
äîö. À.Ì. Êðåìëiíà



Çìiñò

1 Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè 5

2 Ìíîæèíè 9
2.1 Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3 Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ 14

4 Ñèìâîë ïiäñóìîâóâàííÿ 16

5 Ôàêòîðiàë òà áiíîì Íüþòîíà 18

6 Åëåìåíòè êîìáiíàòîðiêè 22
6.1 Óïîðÿäêîâàíi âèáiðêè. Ðiçíi êóëüêè . . . . . . . . . . . . . . 23

6.1.1 Âèáiðêà ç âåðòàííÿì. Ðîçìiùåííÿ ç ïîâòîðåííÿìè . . 23
6.1.2 Âèáiðêà áåç âåðòàííÿ. Ðîçìiùåííÿ áåç ïîâòîðåíü . . . 24
6.1.3 Ïåðåñòàâëåííÿ áåç ïîâòîðåíü . . . . . . . . . . . . . . 26

6.2 Íåóïîðÿäêîâàíi âèáiðêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
6.2.1 Âèáiðêà áåç âåðòàííÿ. Ðîçìiùåííÿ áåç ïîâòîðåíü . . . 26
6.2.2 Âèáiðêè ç âåðòàííÿì. Ðîçìiùåííÿ ç ïîâòîðåííÿìè . . 28
6.2.3 Ïåðåñòàâëåííÿ ç ïîâòîðåííÿìè . . . . . . . . . . . . . 29

7 Äiéñíi ÷èñëà 31

8 Ñòàëi, çìiííi, ôóíêöi¨ 32
8.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
8.2 Êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
8.3 Îñíîâíi åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3



4

8.4 Ôóíêöi¨ äåêiëüêîõ çìiííèõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

9 Ïîíÿòòÿ ïðî àëãîðèòì 36

10 Ìàòðèöi, âèçíà÷íèêè, ÑËÀÐ 38
10.1 Îçíà÷åííÿ i êëàñèôiêàöiÿ ìàòðèöü . . . . . . . . . . . . . . . 38
10.2 Âèçíà÷íèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
10.3 Îïåðàöi¨ (äi¨) íàä ìàòðèöÿìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
10.4 Ðàíã ìàòðèöi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
10.5 ÑËÀÐ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

10.5.1 Îçíà÷åííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
10.5.2 Ïðàâèëî Êðàìåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
10.5.3 Ãåîìåòðè÷íi iíòåðïðåòàöi¨ ÑËÀÐ . . . . . . . . . . . . 66

11 Íàáëèæåíi îá÷èñëåííÿ 69
11.1 Àáñîëþòíà ïîõèáêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
11.2 Âiäíîñíà ïîõèáêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
11.3 Çàïèñ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ÷èñåë . . . . . . . . . . . . . . . . 70
11.4 Îêðóãëåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
11.5 Äi¨ íàä íàáëèæåíèìè âåëè÷èíàìè . . . . . . . . . . . . . . . . 71

11.5.1 Äîäàâàííÿ é âiäíiìàííÿ íàáëèæåíèõ âåëè÷èí . . . . 71
11.5.2 Ìíîæåííÿ é äiëåííÿ íàáëèæåíèõ âåëè÷èí . . . . . . 73
11.5.3 Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Ïðåäìåòíèé ïîêàæ÷èê 76

Ëiòåðàòóðà 79



1 Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè

Â êóðñi âèùî¨ ìàòåìàòèêè â áiëüøîñòi âèïàäêiâ êîðèñòóþòüñÿ òâåð-
äæåííÿìè, ùî íàçèâàþòü âèñëîâëåííÿìè , ïðî ÿêi ìîæíà òî÷íî ñêàçàòi
iñòèííi âîíè ÷è õèáíi. Ç âèñëîâëåíü ìîæíà ñêëàäàòè iíøi âèñëîâëåííÿ çà
äîïîìîãîþ îïåðàöié ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.

Íåõàé α, β, . . . � äåÿêi âèñëîâëåííÿ. Âèñëîâëåííÿ α îçíà÷à¹ çàïåðå÷åí-
íÿ âèñëîâëåííÿ α. Íàïðèêëàä, ÿêùî α = ¾×èñëî äiëèòüñÿ íà òðè¿, òî α =
=¾×èñëî íå äiëèòüñÿ íà òðè¿.

Âèñëîâëåííÿ α ∨ β îçíà÷à¹ ¾α àáî β¿ i íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêöi¹þ. Â
óêðà¨íñüêié ìîâi ñïîëó÷íèê ¾àáî¿ áóâà¹ âèêëþ÷àþ÷èì, ÿê â ðå÷åííi: ¾ß
ïiäó â êiíî, àáî â òåàòð¿, â ÿêîìó ìà¹òüñÿ íà óâàçi ëèøå îäíà ç äâîõ ìî-
æëèâîñòåé, à áóâà¹ íåâèêëþ÷àþ÷èì, ÿê â ðå÷åííi: ¾Âií � àáî ðîçóìíà, àáî
óäà÷ëèâà ëþäèíà¿ (ïåðøå íå âèêëþ÷à¹ äðóãå). Ó âèñëîâëåííi α∨β çàâæäè
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íåâèêëþ÷àþ÷èé ñïîëó÷íèê ¾àáî¿.

Âèñëîâëåííÿ α∧β îçíà÷à¹ ¾α i β¿ i íàçèâà¹òüñÿ êîí'þíêöi¹þ. Íàïðè-
êëàä, ÿêùî α = ¾Âií ñêëàäå iñïèò¿, à β = ¾Âií âèãðà¹ çìàãàííÿ ç øàõiâ¿,
òî α ∧ β = ¾Âií ñêëàäå iñïèò i âèãðà¹ çìàãàííÿ ç øàõiâ¿.

Âèñëîâëåííÿ α =⇒ β îçíà÷à¹: ¾Ç òâåðäæåííÿ α âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ
β¿, ¾ßêùî α, òî β¿ i íàçèâà¹òüñÿ âèñíîâêîì . Âèñëîâëåííÿ α íàçèâà¹òüñÿ
äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ β, àáî ïîñèëêîþ. Âèñëîâëåííÿ β íàçèâà¹-
òüñÿ íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ α, àáî âèñíîâêîì . Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíå-
ìî òâåðäæåííÿ α = ¾×èñëî äiëèòüñÿ íà 49¿, β = ¾×èñëî äiëèòüñÿ íà 7¿.
Òîäi α =⇒ β îçíà÷à¹ ¾ßêùî ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 49, òî âîíî äiëèòüñÿ i íà 7¿.

Âèñëîâëåííÿ α ⇐⇒ β îçíà÷à¹: ¾Òâåðäæåííÿ α ðiâíîñèëüíå òâåðäæåííþ
β¿ i íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòþ. Â òåîðåìàõ öÿ îïåðàöiÿ îïèñó¹òüñÿ
ñëîâàìè ¾òîäi é òiëüêè òîäi¿, ¾ÿêùî i òiëüêè ÿêùî¿, ¾íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî¿. Íàïðèêëàä, òåîðåìà Ïiôàãîðà ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê α ⇐⇒ β, äå
α = ¾Òðèêóòíèê � ïðÿìîêóòíèé¿, β = ¾Êâàäðàò áiëüøî¨ ñòîðîíè òðèêó-
òíèêà äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ ìåíøèõ ñòîðií¿.

Êîæíå ñêëàäåíå âèñëîâëåííÿ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ñâî¹ðiäíó ôîð-
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ìóëó, ÿêà ìîæåòå ìàòè îäíå ç äâîõ çíà÷åíü: 1, ÿêùî ôîðìóëà iñòèííà,
i 0, ÿêùî ôîðìóëà õèáíà, â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü ïðîñòèõ âèñëîâëåíü.
Iñòèííiñòü àáî õèáíiñòü âèñëîâëåííÿ ìîæíà äîâåñòè çà äîïîìîãîþ òàáëèöü
iñòèííîñòi. Äëÿ ðîçãëÿíóòèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié òàáëèöi iñòèííîñòi ìàþòü
àêñiîìàòè÷íèé õàðàêòåð:

α β α α ∨ β α ∧ β α =⇒ β α ⇐⇒ β

0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Òàáëèöÿ ïîêàçó¹, ùî, íàïðèêëàä, âèñëîâëåííÿ α ∧ β íàáèðà¹ çíà÷åííÿ 1,
êîëè âèñëîâëåííÿ α i β äîðiâíþþòü 1; òîáòî, âèñëîâëåííÿ α ∧ β iñòèííå,
êîëè iñòèííi îáèäâà âèñëîâëåííÿ α i β.

Íàéáiëüøó öiêàâiñòü âèêëèêàþòü âèñëîâëåííÿ, iñòèííi äëÿ áóäü-ÿêèõ
çíà÷åíü âèñëîâëåíü, ç ÿêèõ âîíè ñêëàäàþòüñÿ (¨õ íàçèâàþòü òîòîæíî
iñòèííèìè , àáî òàâòîëîãiÿìè). Íàïðèêëàä, âèñëîâëåííÿ

(α ⇐⇒ β) ⇐⇒ ((α =⇒ β) ∧ (β =⇒ α)) (1.1)

¹ iñòèííèì äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü α i β. Âèñëîâëåííÿ îçíà÷à¹, ùî α ðiâ-
íîñèëüíå β òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ç α âèïëèâà¹ β i ç β âèïëèâà¹ α. Öå
äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ òàáëèöi iñòèííîñòi:

α β α⇒ β β ⇒ α (α⇒ β)∧ α⇔ β (α⇔ β)⇔
∧ (β ⇒ α) ⇔ ((α⇒ β) ∧ (β ⇒ α))

0 0 1 1 1 1 1

0 1 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1

Îñòàííié ñòîâïåöü äåìîíñòðó¹, ùî äîâîäæóâàíå òâåðäæåííÿ iñòèííå äëÿ
áóäü-ÿêèõ α i β i òîìó òîòîæíî iñòèííå.

ßêùî α ⇐⇒ β ¹ òåîðåìîþ, òî ôîðìóëà (1.1) ïîêàçó¹, ùî äîâåäåííÿ òà-
êî¨ òåîðåìè ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíî òàêèì ÷èíîì: ñïî÷àòêó òðåáà äîâåñòè
íåîáõiäíiñòü (íåîáõiäíó óìîâó) (α =⇒ β), à ïîòiì � äîñòàòíiñòü (äîñòà-
òíþ óìîâó) (β =⇒ α). Íàïðèêëàä, äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíóòî¨ âèùå òåî-
ðåìè Ïiôàãîðà òðåáà ñïî÷àòêó äîâåñòè íåîáõiäíiñòü: ¾ßêùî òðèêóòíèê �
ïðÿìîêóòíèé, òî êâàäðàò éîãî áiëüøî¨ ñòîðîíè äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ
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ìåíøèõ ñòîðií¿, à ïîòiì äîñòàòíiñòü: ¾ßêùî êâàäðàò áiëüøî¨ ñòîðîíè òðè-
êóòíèêà äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ ìåíøèõ ñòîðií, òî òàêèé òðèêóòíèê �
ïðÿìîêóòíèé¿.

ßêùî òâåðäæåííÿ α =⇒ β ¹ òåîðåìîþ, òî ¨¨ íàçèâàþòü ïðÿìîþ òå-
îðåìîþ, òâåðäæåííÿ β =⇒ α � îáåðíåíîþ òåîðåìîþ, à òâåðäæåííÿ
α =⇒ β � ïðîòèëåæíîþ òåîðåìîþ.

Îáåðíåíà òåîðåìà íå îáîâ'ÿçêîâî ñïðàâåäëèâà, ÿêùî ñïðàâåäëèâà ïðÿìà
òåîðåìà, òîáòî (α =⇒ β) ⇐⇒ (β =⇒ α) íå ¹ òàâòîëîãi¹þ. Íàïðèêëàä öå òàê
äëÿ α = ¾×èñëî äiëèòüñÿ íà 49¿ i β = ¾×èñëî äiëèòüñÿ íà 7¿. Ç α âèïëèâà¹
β, àëå ç β íå âèïëèâà¹ α.

Òàê ñàìî ïðîòèëåæíà òåîðåìà íå îáîâ'ÿçêîâî ñïðàâåäëèâà, ÿêùî ñïðà-
âåäëèâà ïðÿìà òåîðåìà, òîáòî (α =⇒ β) ⇐⇒

(
α =⇒ β

)
òåæ íå ¹ òàâòîëîãi-

¹þ. Ïîïåðåäíié ïðèêëàä öå iëþñòðó¹.
ßê ïîêàçó¹ òàáëèöÿ iñòèííîñòi

α β β α α =⇒ β β =⇒ α (α =⇒ β) ⇐⇒
(
β =⇒ α

)
0 0 1 1 1 1 1

0 1 0 1 1 1 1

1 0 1 0 0 0 1

1 1 0 0 1 1 1

òîòîæíî iñòèííîþ ¹ ôîðìóëà

(α =⇒ β) ⇐⇒
(
β =⇒ α

)
,

òîáòî ïðÿìà òåîðåìà i òåîðåìà, ïðîòèëåæíà îáåðíåíié, ðiâíîñèëüíi. Öþ
ôîðìóëó íàçèâàþòü òàêîæ äîâåäåííÿì âiä ñóïðîòèâíîãî : çàìiñòü äî-
âåäåííÿ òåîðåìè ¾ßêùî ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 49, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 7¿ ìîæíà
äîâîäèòè òåîðåìó ¾ßêùî ÷èñëî íå äiëèòüñÿ íà 7, òî âîíî íå äiëèòüñÿ íà
49¿.

ÄÅßÊI ÒÎÒÎÆÍÎ IÑÒÈÍÍI ÔÎÐÌÓËÈ

1◦. α = α.

2◦. (a ∨ α) ⇐⇒ α ⇐⇒ (α ∧ α).

3◦. (a ∨ β) ⇐⇒ (β ∨ α), (a ∧ β) ⇐⇒ (β ∧ α).

4◦. ((α ∨ β) ∨ γ) ⇐⇒ (α ∨ (β ∨ γ)), ((α ∧ β) ∧ γ) ⇐⇒ (α ∧ (β ∧ γ)).
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5◦. α ∨ β ⇐⇒ α ∧ β, α ∧ β ⇐⇒ α ∨ β.

6◦. (α ∨ β) ∧ γ = (α ∧ γ) ∨ (β ∧ γ), (α ∧ β) ∨ γ = (α ∨ γ) ∧ (β ∨ γ).

7◦. (a =⇒ β) ⇐⇒ (α ∨ β).

Âèñëîâëåííÿ ìîæå ìiñòèòè çìiííi, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ïðåäìåòíèìè .
Òàêå âèñëîâëåííÿ íàçèâàþòü ïðåäèêàòîì i ïîçíà÷àþòü R (x), Q (x, y),
. . ., äå x, y � ïðåäìåòíi çìiííi. Âiäíîñíî ïðåäèêàòà ìîæíà ñêàçàòè, ÷è áóäå
âií iñòèííèì äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ïðåäìåòíèõ çìiííèõ, ÷è òiëüêè äëÿ
äåÿêèõ çíà÷åíü. Öå ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ ñèìâîëiâ,
ÿêi íàçèâàþòüñÿ êâàíòîðàìè :

∀ � ¾äëÿ âñiõ¿, ¾äëÿ áóäü-ÿêîãî¿,
∃ � ¾iñíó¹¿, ¾çíàéäåòüñÿ¿,
∃! � ¾iñíó¹ ¹äèíèé¿, ¾çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé¿.
Êâàíòîð ∀ íàçèâàþòü êâàíòîðîì çàãàëüíîñòi , à êâàíòîðè ∃ i ∃! �

êâàíòîðàìè iñíóâàííÿ .
Íàïðèêëàä, ïðåäèêàò

∀(x)∃! (y) y = x2

îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà x çíàéäåòüñÿ ¹äèíå ÷èñëî y, ÿêå áóäå
êâàäðàòîì ÷èñëà x. Öå � iñòèííèé ïðåäèêàò.

×àñòî âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü çíàéòè çàïåðå÷åííÿ äåÿêîãî ïðåäèêàòà. Äëÿ
öüîãî òðåáà ïîìiíÿòè êâàíòîðè çàãàëüíîñòi íà êâàíòîðè iñíóâàííÿ i íàâïà-
êè i âçÿòè çàïåðå÷åííÿ âiä òâåðäæåííÿ, ÿêå ñòî¨òü ïiñëÿ îñòàííüîãî êâàí-
òîðà. Íàïðèêëàä, äëÿ ïîïåðåäíüîãî ïðåäèêàòà çàïåðå÷åííÿì áóäå òàêèé
ïðåäèêàò

∀(x)∃! (y) y = x2 ⇐⇒ ∃ (x)∀ (y) y 6= x2.

Âií îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî x, êâàäðàò ÿêîãî íå âèðàæà¹òüñÿ áóäü-
ÿêèì ÷èñëîì y. Öåé ïðåäèêàò íå ¹ iñòèííèì.



2 Ìíîæèíè

Ìíîæèíà ¹ ïåðâèííèì ïîíÿòòÿì â ìàòåìàòèöi, ÿêå íå ïiäëÿãà¹ áóäü-
ÿêîìó îçíà÷åííþ, ÿê, íàïðèêëàä, ïîíÿòòÿ òî÷êè, àáî ïðÿìî¨ â ãåîìåòði¨.
Ùîá ÿêîñü îïèñàòè, ïðî ùî âñå-òàêè éäå ði÷, êàæóòü, ùî ìíîæèíà � öå
ñóêóïíiñòü äåÿêèõ îá'¹êòiâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàìè ìíîæèíè. Àëå öåé
îïèñ íå ìîæå áóòè îçíà÷åííÿì ìíîæèíè, áî ñóêóïíiñòü � öå ïðîñòî äðóãà
íàçâà ìíîæèíè.

Çàïèñ a ∈ A îçíà÷à¹, ùî åëåìåíò a íàëåæèòü ìíîæèíi A, â ñóïðîòèâ-
íîìó âèïàäêó ïèøóòü a 6∈ A. Íàïðèêëàä, ïî÷àòîê êîîðäèíàò íàëåæèòü êî-
îðäèíàòíié îñi, à òî÷êà (1; 1) ¨é íå íàëåæèòü. Ìíîæèíà, ÿêié íå íàëåæèòü
õî÷à á îäèí åëåìåíò, íàçèâà¹òüñÿ ïîðîæíüîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ∅.
Íàïðèêëàä, ïîðîæíüîþ ¹ ìíîæèíà òðèêóòíèêiâ íà ïëîùèíi ç ñóìîþ âíó-
òðiøíiõ êóòiâ, ùî äîðiâíþ¹ 190◦. Çâè÷àéíî â äàíié òåîði¨, àáî äàíié çàäà÷i
áóäü-ÿêèé åëåìåíò áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè çàâæäè íàëåæèòü ùå îäíié ìíîæèíi,
ÿêó íàçèâàþòü óíiâåðñàëüíîþ ìíîæèíîþ i ïîçíà÷àþòü U . Íàïðèêëàä,
â ïëàíiìåòði¨ óíiâåðñàëüíîþ ìíîæèíîþ ¹ ïëîùèíà, íà ÿêié ðîçãëÿäàþòü
âñi ãåîìåòðè÷íi ôiãóðè.

Ìíîæèíó çàäàþòü ïåðåëiêîì ¨¨ åëåìåíòiâ: A = {−1, π, e, j}; íåçàêií÷å-
íèì ïåðåëiêîì åëåìåíòiâ, ç ÿêîãî íåâàæêî çäîãàäàòèñü, ç ÿêèõ ñàìå åëåìåí-
òiâ ñêëàäà¹òüñÿ ìíîæèíà: B = {2, 4, 8, 16, . . .}; îïèñîì âëàñòèâîñòåé ìíî-
æèíè: D = {(x, y) : x2 + y2 = 1, y ≥ 0} (ïiâêîëî, ðîçòàøîâàíå ó âåðõíié
ïiâïëîùèíi êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè).

2.1 Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè

Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ
4
=, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ¾äîðiâíþ¹ çà

îçíà÷åííÿì¿ i ïîÿñíþ¹, ùî âåëè÷èíà çëiâà âiä öüîãî çíàêà îçíà÷à¹ âåëè÷è-

9
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íó, ÿêà ñòî¨òü ñïðàâà âiä íüîãî. Íàïðèêëàä, ìîæíà íàïèñàòè

an 4
= a · . . . · a︸ ︷︷ ︸

n

, n ≥ 2.

Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A, ÿêùî A ñêëàäà-

¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, ÿêi íå íàëåæàòü A: A
4
= {x : x 6∈ A}. Íàïðèêëàä, íà

ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîïîâíåííÿì ïàðíèõ ÷èñåë ¹ ìíîæèíà ÷èñåë
íåïàðíèõ. Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè çâè÷àéíî iëþñòðóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ
òàê çâàíèõ äiàãðàì Âåííà. Äîïîâíåííÿ ìíîæèíè çà äiàãðàìîþ Âåííà âè-
ãëÿäà¹ ÿê íà ðèñ 2.1. Ðåçóëüòàò îïåðàöi¨ ïîêàçàíèé çàìàëüîâàíîþ ÷àñòèíîþ
ðèñ. (ÿê i íà ïîäàëüøèõ ðèñ.).

A

U

A

Ðèñ. 2.1: Äîïîâíåííÿ ìíîæèíè A

Ìíîæèíà A ∪ B íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí A i B, ÿêùî âî-
íà ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü àáî ìíîæèíi A, àáî ìíîæèíi B

(îïåðàöiÿ ¾àáî¿): A ∪ B
4
= {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} (äèâ ðèñ. 2.2). Ïðèêëàäîì

A B

U

Ðèñ. 2.2: Îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A i B

îá'¹äíàííÿ äâîõ ìíîæèí ¹ âiäðiçîê [1; 4], â ÿêèé îá'¹äíóþòüñÿ âiäðiçêè [1; 3]
i [2; 4].

2.1. Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè
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Ìíîæèíà A ∩ B íàçèâà¹òüñÿ ïåðåðiçîì ìíîæèí A i B, ÿêùî âîíà
ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü i ìíîæèíi A, i ìíîæèíi B (îïåðàöiÿ

¾i¿): A ∩ B
4
= {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} (äèâ. ðèñ. 2.3). Íàïðèêëàä, ìíîæèíà

A B

U

Ðèñ. 2.3: Ïåðåðiç ìíîæèí A i B

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 6, ¹ ïåðåðiçîì ìíîæèí íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, ùî äiëÿòüñÿ íà 2 i íà 3.

Ìíîæèíà A−B = A \B
4
=A∩B íàçèâà¹òüñÿ ðiçíèöåþ ìíîæèí A i B,

âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi A, àëå íå íàëåæàòü
ìíîæèíi B (äèâ. ðèñ. 2.4). Ïîêàçíèê n êîðåíÿ n

√ íàëåæèòü ìíîæèíi N\{1},

A

U

B

Ðèñ. 2.4: Ðiçíèöÿ ìíîæèí A i B

äå N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÎÏÅÐÀÖIÉ ÍÀÄ ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ

1◦. ∅ = U , U = ∅, A = A.

2◦. A ∪B = A ∩B, A ∩B = A ∪B.

3◦. A ∪ ∅ = A, A ∩ ∅ = ∅.

2.1. Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè
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4◦. A ∪ U = U , A ∩ U = A.

5◦. A ∪A = U , A ∩A = ∅.

6◦. A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A.

7◦. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

8◦. (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C), (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

2.2 Âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè

Ìíîæèíà A ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B, àáî ìíîæèíà A âêëþ÷åíà â
ìíîæèíó B, i ïèøóòü A ⊂ B, ÿêùî åëåìåíò A ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè B:

A ⊂ B ⇐⇒ [∀ (x) x ∈ A =⇒ x ∈ B] . (2.1)

AA

B

U

Ðèñ. 2.5: A ⊂ B

Ïðèêëàä 2.1. Ùî îçíà÷à¹ A ⊂ B?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òðåáà âçÿòè çàïåðå÷åííÿ âiä ïðåäèêàòà â ïðàâié ÷àñòèíi åêâè-
âàëåíòíîñòi (2.1):

A ⊂ B ⇐⇒ ∃(x) x ∈ A ∧ x 6∈ B.

Òàêèì ÷èíîì, A ⊂ B îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò ìíîæèíè A, ùî íå íàëå-
æèòü ìíîæèíi B.

Êàæóòü, ùî ìíîæèíà A äîðiâíþ¹ ìíîæèíi B i ïèøóòü A = B, ÿêùî
A âêëþ÷åíà â B i B âêëþ÷åíà â A:

A = B ⇐⇒ (A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A) .

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÂIÄÍÎØÅÍÜ ÌIÆ ÌÍÎÆÈÍÀÌÈ

2.2. Âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè
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1◦. ∅ ⊂ A ⊂ U .

2◦. (A ⊂ B ∧B ⊂ C) =⇒ A ⊂ C.

3◦. (A = B ∧B = C) =⇒ A = C.

Òåîðåìè â òåîði¨ ìíîæèí, çîêðåìà, âëàñòèâîñòi ìíîæèí äîâîäÿòüñÿ äâî-
ìà ìåòîäàìè. Ðîçãëÿíåìî öi ìåòîäè íà äîâåäåííi òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.1. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü ÿêèõ ìíîæèí A i B âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü A \B = A ∪B.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøèé ñïîñiá ïîëÿãà¹ â âèêîðèñòàííi îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ ði-
çíèöi ìíîæèí i âëàñòèâîñòåé îïåðàöié íàä ìíîæèíàìè:

A\B = A ∩B = A ∪B = A ∪B.

Äðóãèé ñïîñiá âèêîðèñòîâó¹ òîé ôàêò, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè ¹ äîâåäåííÿì
ðiâíîñòi äâîõ ìíîæèí, à ðiâíiñòü ìíîæèí çà ¨¨ îçíà÷åííÿì ìîæíà äîâåñòè
ÿê âêëþ÷åííÿ ïåðøî¨ ìíîæèíó â äðóãó i íàâïàêè. Âiçüìåìî áóäü-ÿêèé åëå-
ìåíò a ç ëiâî¨ ÷àñòèíè äîâîäæóâàíî¨ ðiâíîñòi. Òîäi ñïðàâåäëèâ ëàíöþæîê
ôîðìóë(

a ∈ A\B
)

=⇒ (a 6∈ A\B) =⇒
(
a 6∈ A ∩B

)
=⇒

=⇒
(
a 6∈ A ∧ a 6∈ B

)
=⇒

(
a ∈ A ∨ a ∈ B

)
=⇒ a ∈ A ∪B,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî a íàëåæèòü i ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè. Òàê ñàìî âè-
êîíó¹òüñÿ i çâîðîòíèé ëàíöþæîê:

a ∈ A ∪B =⇒
(
a ∈ A ∨ a ∈ B

)
=⇒

(
a 6∈ A ∧ a 6∈ B

)
=⇒

=⇒
(
a 6∈ A ∩B

)
=⇒ (a 6∈ A\B) =⇒

(
a ∈ A\B

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi âêëþ÷åíà â ïðàâó, à ïðàâà � â ëiâó.
Çà îçíà÷åííÿì âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi äâîõ ìíîæèí ìíîæèíè A\B i A ∪ B
äîðiâíþþòü îäíà îäíié.

2.2. Âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè



3 Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

Â ìàòåìàòèöi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü òâåðäæåííÿ, ÿêi çàëåæàòü âiä íà-
òóðàëüíîãî n. Íàïðèêëàä, êàæóòü, ùî

n

2n
<

2
n− 1

. (3.1)

ßê ïåðåâiðèòè òàêå òâåðäæåííÿ? Ïåðåâiðèòè éîãî äëÿ êîæíîãî n íåìîæëè-
âî, áî ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íåñêií÷åííà.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïðàâèëüíîñòi òâåðäæåííÿ P (n), n ∈ N , çàñòîñîâóþòü
ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ . Âií ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïîñëiäîâíî
âèêîíóþòüñÿ åòàïè äîâåäåííÿ, ïîäàíi íèæ÷å.

1) Äîâîäÿòü, ùî P (n) ñïðàâåäëèâå äëÿ äåÿêèõ n = r, . . ., n =
s, r < . . . < s.

2) Ïðèïóñêàþòü, ùî P (n) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî n = k,
k ≥ s, i, âèêîðèñòîâóþ÷è öå ïðèïóùåííÿ òà äîâåäåíå â ï.1,
äîâîäÿòü ñïðàâåäëèâiñòü P (k + 1).

3) Ââàæàþòü äîâåäåíèì P (n) äëÿ áóäü-ÿêîãî n.

Ï. 2 çàìiíþ¹ äîâåäåííÿ P (n) äëÿ êîæíîãî n > s äîâåäåííÿì òîãî, ùî
êîæíå ¾äàëüøå¿ òâåðäæåííÿ P (k + 1) ñïðàâåäëèâå, ÿêùî ñïðàâåäëèâå ïî-
ïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ P (k). Îñêiëüêè ñïðàâåäëèâiñòü ¾ïåðøèõ¿ òâåðäæåíü
äîâåäåíà â ï. 1, òî, òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâi âñi òâåðäæåííÿ P (n), n = r,
. . ., n = s, n > s.

Ïðèêëàä 3.1. Äîâåñòè (3.1).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1) Î÷åâèäíî, ùî (3.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = 2: 1
2 < 2 òà äëÿ

n = 3: 3
8 < 1.

14
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2) Íåõàé (3.1) ñïðàâåäëèâå äëÿ äåÿêîãî n = k, k ≥ 3, òîáòî íåõàé âèêî-
íó¹òüñÿ

k

2k
<

2
k − 1

, k ≥ 3.

Äîâåäåìî, ùî (3.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k + 1. Äiéñíî, çà ïîïåðåäíiì ïðè-
ïóùåííÿì

k + 1
2k+1

=
k

2k2
· k + 1

k
<

2
(k − 1) 2

· k + 1
k

=
2
k
· k + 1
2 (k − 1)

≤ 2
k

,

îñêiëüêè
k + 1

2 (k − 1)
=

k − 1 + 2
2 (k − 1)

=
1
2

+
1

k − 1
≤ 1

äëÿ k ≥ 3.
3) Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (3.1) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ n ≥ 2.



4 Ñèìâîë ïiäñóìîâóâàííÿ

Ñèìâîë
∑

íàçèâàþòü ñèìâîëîì ïiäñóìîâóâàííÿ i âèêîðèñòîâóþòü
äëÿ çàïèñó ñóì áóäü-ÿêèõ âåëè÷èí:

n∑
k=1

αk
4
= α1 + α2 + · · ·+ αn.

Âèðàç â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ÷èòà¹òüñÿ ÿê ¾ñóìà ïî k âiä 1 äî n¿. Çìiííà
k íàçèâà¹òüñÿ çìiííîþ ïiäñóìîâóâàííÿ .

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÑÈÌÂÎËÀ ÏIÄÑÓÌÎÂÓÂÀÍÍß

1◦. Çìiííîþ ïiäñóìîâóâàííÿ ìîæå áóòè áóäü-ÿêà ëiòåðà:

n∑
k=1

αk =
n∑

i=1

αi =
n∑

j=1

αj = · · · .

2◦. Çàìiíà äîäàâàííÿ îäíàêîâèõ äîäàíêiâ ìíîæåííÿì:

n∑
k=1

α = αn.

3◦. Çàãàëüíèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê ñóìè:

n∑
k=1

(λαk) = λ
n∑

k=1

αk.

4◦. Âiä çìiíè ìiñöü äîäàíêiâ ñóìà íå çìiíþ¹òüñÿ:

n∑
k=1

(αk + βk) =
n∑

k=1

αk +
n∑

k=1

βk.
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5◦. Òàêå æ ïðàâèëî äëÿ ïîäâiéíîãî ïiäñóìîâóâàííÿ:

n∑
k=1

m∑
s=1

αks =
m∑

s=1

n∑
k=1

αks.

Íàïðèêëàä,

(α11 + α12 + α13) + (α21 + α22 + α23) =
= (α11 + α21) + (α12 + α22) + (α13 + α23) ,

àáî
2∑

k=1

3∑
s=1

αks =
3∑

s=1

2∑
k=1

αks.



5 Ôàêòîðiàë òà áiíîì Íüþòîíà

Ôàêòîðiàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

n!
4
= 1 · 2 · · · · · n.

Çà îçíà÷åííÿì ââàæàþòü, ùî 0!
4
= 1, 1!

4
= 1. Ôàêòîðiàëè øâèäêî çðîñòàþòü

çi çðîñòàííÿì n. Íàïðèêëàä, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720,
7! = 5 040, 8! = 40 320, 9! = 362 880, 10! = 3 628 800.

Äóæå âàæëèâå çíà÷åííÿ â ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóëàõ, ðîáëÿ÷è ¨õ êîìïà-
êòíèìè, ìàþòü ÷èñëà, ùî íàçèâàþòü áiíîìíèìè êîåôiöi¹íòàìè . Âîíè
îçíà÷àþòüñÿ ÿê

Ck
n
4
=

n!
k! (n− k)!

i ìàþòü ìàéæå î÷åâèäíi âëàñòèâîñòi:

C0
n = Cn

n = 1, C1
n = Cn−1

n = n, Ck
n = Cn−k

n .

Ëåìà 5.1. Ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1. (5.1)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì áiíîìíèõ êîåôiöi¹íòiâ

Ck−1
n + Ck

n =
n!

(k − 1)! (n− k + 1)!

\k

+
n!

k! (n− k)!

\n−k+1

=

= n!
k + n− k + 1
k! (n− k + 1)!

=
(n + 1)!

k! (n + 1− k)!
= Ck

n+1.

18
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Áiíîìíi êîåôiöi¹íòè äëÿ n = 2:

C0
2 = 1, C1

2 = 2, C2
2 = 1;

äëÿ n = 3:
C0

3 = 1, C1
3 = 3, C2

3 = 3, C3
3 = 1.

Âîíè çáiãàþòüñÿ ç êîåôiöi¹íòàìè ó ôîðìóëàõ êâàäðàòà i êóáà ñóìè äâîõ
÷èñåë, âiäïîâiäíî:

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 =
2∑

k=0

Ck
2 akb2−k, (5.2)

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 =
3∑

k=0

Ck
3 akb3−k. (5.3)

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è íå ìîæíà çà äîïîìîãîþ áiíîìíèõ êîåôiöi¹íòiâ çàïè-
ñàòè â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi âèðàç (a + b)n? Âèÿâë¹òüñÿ, ùî ìîæíà i äëÿ
öüîãî ¹

Òåîðåìà 5.1 (Áiíîì Íüþòîíà). Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹-
òüñÿ

(a + b)n =
n∑

k=0

Ck
nakbn−k.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öþ ôîðìóëó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
n = 1 ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà, áî a + b = a + b. Äëÿ n = 2 òà n = 3 ñïðà-
âåäëèâiñòü ôîðìóëè âèïëèâà¹ ç òîòîæíîñòåé (5.2) i (5.3). Ïðèïóñòèìî, ùî
ôîðìóëà áiíîìà Íüþòîíà ñïðàâåäëèâà äëÿ n = m ≥ 3:

(a + b)m =
m∑

k=0

Ck
makbm−k

i äîâåäåìî ¨¨ ñïðàâåäëèâiñòü äëÿ n = m+1. Äiéñíî, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó
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(5.1), äiñòà¹ìî

(a + b)m+1 = (a + b)m (a + b) =
m∑

k=0

Ck
makbm−k (a + b) =

=
m∑

k=0

Ck
mak+1bm−k +

m∑
k=0

Ck
makbm−k+1 =

= Cm
mam+1b0 +

m−1∑
k=0

Ck
mak+1bm−k + C0

ma0bm+1 +
m∑

k=1

Ck
makbm−k+1 =

= Cm
mam+1b0 +

m∑
s=1

Cs−1
m asbm−s+1 + C0

ma0bm+1 +
m∑

k=1

Ck
makbm−k+1 =

= C0
ma0bm+1 +

m∑
k=1

(
Ck−1

m + Ck
m

)
akbm−k+1 + Cm

mam+1b0 =

= C0
ma0bm+1 +

m∑
k=1

Ck
m+1a

kbm−k+1 + Cm
mam+1b0 =

=
m+1∑
k=0

Ck
m+1a

kbm−k+1.

Áiíîìíi êîåôiöi¹íòè çðó÷íî çíàõîäèòè çà äîïîìîãîþ òðèêóòíèêà Ïà-
ñêàëÿ

n

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1
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Â öüîìó òðèêóòíèêó êîæíèé áiíîìíèé êîåôiöi¹íò, êðiì îäèíèöü, äîðiâ-
íþ¹ ñóìi äâîõ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäíiõ âåðõíiõ åëåìåíòiâ òàáëèöi. Êîðèñòóþ-
÷èñü òðèêóòíèêîì Ïàñêàëÿ, çíàõîäèìî, íàïðèêëàä, ùî

(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5.



6 Åëåìåíòè êîìáiíàòîðiêè

Â êîìáiíàòîðèöi âèâ÷àþòü ìíîæèíè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äèñêðåòíèõ (âiä-
îêðåìëåíèõ åëåìåíòiâ). Äàëi ðîçãëÿíóòi òiëüêè äåÿêi çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç
ïiäðàõóâàííÿì êiëüêîñòi ìîæëèâèõ ïiäìíîæèí, ùî âèáèðàþòüñÿ ç çàäàíî¨
ìíîæèíè.

Ïîçíà÷èìî |A| êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A.

Òåîðåìà 6.1 (Ïðàâèëî ìíîæåííÿ). Íåõàé |A1| = n1, . . . , |Ak| =
= nk. Òîäi ìîæíà óòâîðèòè n1 · . . . ·nk ðiçíèõ âèáîðîê åëåìåíòiâ, âçÿòèõ
ïî îäíîìó ç êîæíî¨ ìíîæèíè.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ
k = 1 òåîðåìà ñïðàâåäëèâà, áî ç îäíi¹¨ ìíîæèíè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n1

åëåìåíòiâ, ìîæíà óòâîðèòè n1 âèáîðîê ç îäíîãî åëåìåíòà. Ïðèïóñòèìî, ùî
ëåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ k = m ≥ 1 i äîâåäåìî ¨¨ äëÿ k = m + 1.

Íåõàé Am+1 = {b1, . . . , bnm+1}. Äëÿ ïåðøèõ m ìíîæèí çà ïðèïóùåííÿì
ìîæíà óòâîðèòè s = n1·. . .·nm âèáîðîê, ÿêi ïîçíà÷èìî a1, . . ., as. Ïîáóäó¹ìî
òàáëèöþ ç s ðÿäêiâ i nm+1 ñòîâïöiâ, â êëiòèíi ÿêî¨, ùî ñòî¨òü íà ïåðåòèíi i-ãî
ðÿäêà i j-ãî ñòîâïöÿ, ìiñòèòüñÿ ïàðà (ai, bj). Êîæíà òàêà ïàðà çóñòðiíåòüñÿ
â òàáëèöi îäèí i òiëüêè îäèí ðàç. Òàêèì ÷èíîì, âñüîãî òàêèõ ïàð áóäå
s · nm+1 = n1 · . . . · nm · nm+1.

Ïðèêëàä 6.1. Âiääië êàäðiâ êëàñèôiêó¹ ñïiâðîáiòíèêiâ çà ñòàòòþ
(÷îë./æ.), ðîäèííèì ñòàíîì (îäðóæåíèé(íà)/íå îäðóæåíèé(íà)) òà ïðî-
ôåñi¹þ (ç 17 ïðîôåñié). Ñêiëüêè äëÿ âiääiëó êàäðiâ iñíó¹ ðiçíèõ êàòåãîðié
ñïiâðîáiòíèêiâ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ ìîæíà íàðàõóâàòè 2 · 2 · 17 = 68 êàòå-
ãîðié ñïiâðîáiòíèêiâ.

Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè äâi ìîäåëi âèáîðîê. Â ïåðøié ìîäåëi ìíîæèíà,
ç ÿêî¨ âèáèðàþòüñÿ åëåìåíòè, áóäå ìîäåëþâàòèñü óðíîþ, ç ÿêî¨ íàâìàííÿ

22
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äiñòàþòü êóëüêè. Â äðóãié êóëüêè áóäóòü ðîçìiùàòèñü ïî çàíóìåðîâàíèõ
ÿùèêàõ (òîáòî äëÿ êîæíî¨ êóëüêè òðåáà âèáðàòè ÿùèê, êóäè ¨¨ òðåáà ïî-
êëàñòè; âèáðàíi ÿùèêè é áóäóòü âèáiðêîþ).

6.1 Óïîðÿäêîâàíi âèáiðêè. Ðiçíi êóëüêè

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êóëüêè ìîæíà âiäðiçíèòè îäíó âiä îäíî¨, íàïðèêëàä,
çà íîìåðàìè. Â óðíîâié ìîäåëi âèáiðêè ç ðiçíèì óïîðÿäêóâàííÿì êóëüîê
áóäåìî ââàæàòè ðiçíèìè.

6.1.1 Âèáiðêà ç âåðòàííÿì. Ðîçìiùåííÿ ç ïîâòîðåííÿìè

Íåõàé ç óðíè, äå ìiñòèòüñÿ n êóëüîê, íàâìàííÿ äiñòàþòü êóëüêó, çàïèñóþòü
¨¨ íîìåð, ïîòiì êëàäóòü ¨¨ â óðíó; êóëüêè ïåðåìiøóþòü, çíîâ íàâìàííÿ
äiñòàþòü êóëüêó, çàïèñóþòü íîìåð, êëàäóòü â óðíó i òàê ðîáëÿòü m ðàçiâ.
Çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ òàêèõ âèáiðîê íîìåðiâ êóëüîê áóäå

A
m

n
4
= nm. (6.1)

Íåõàé òåïåð m êóëüîê ðîçêëàäóþòü ïî n ÿùèêàõ. Äëÿ êîæíî¨ êóëüêè
ìîæíà âèáðàòè áóäü-ÿêèé ç íîìåðiâ ÿùèêiâ (ìîæëèâi ïîâòîðåííÿ íîìåðiâ
ÿùèêiâ äëÿ ðiçíèõ êóëüîê). Öå âñå îäíî, ùî âèòÿãòè ç óðíè, ùî ìiñòèòü n
ÿùèêiâ,m ç íèõ ç âåðòàííÿì, ïðè÷îìó, ïîðÿäîê âèáîðó ÿùèêiâ ¹ âàæëèâèì.
Òîìó çàäà÷à åêâiâàëåíòíà ïîïåðåäíié i êiëüêiñòü ðîçìiùåíü m ïî n ÿùèêàõ
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (6.1).

Ïðèêëàä 6.2. Øèôð ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë, â ÿêèõ âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ òiëüêè äâi öèôðè: 0 i 1. Ñêiëüêè ðiçíèõ îá'¹êòiâ ìîæíà
çàøèôðóâàòè öèì øèôðîì?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êiëüêiñòü çíà÷åíü øèôðó äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âèáiðîê ç âåð-
òàííÿì ç óðíè, ùî ìiñòèòü äâi êóëüêè, çàíóìåðîâàíi íóëåì i îäèíèöåþ,

6.1. Óïîðÿäêîâàíi âèáiðêè. Ðiçíi êóëüêè
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òîáòî äîðiâíþ¹ A
5

2 = 25 = 32. Îñü öi çíà÷åííÿ øèôðó:

00000 01000 10000 11000

00001 01001 10001 11001

00010 01010 10010 11010

00011 01011 10011 11011

00100 01100 10100 11100

00101 01101 10101 11101

00110 01110 10110 11110

00111 01111 10111 11111

Ïðèêëàä 6.3. Äâà äèïëîìàòè A i B çíàþòü, ùî Ìiíiñòåðñòâî çàêîð-
äîííèõ ñïðàâ ìà¹ íàìið çàïðîïîíóâàòè ¨ì ðîáîòó â îäíié ç òðüîõ êðà¨í.
ßêi ìîæëèâi âàðiàíòè íà íèõ ÷åêàþòü?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Öÿ çàäà÷à ðiâíîñèëüíà ðîçìiùåííþ (ç ïîâòîðåííÿì) äâîõ êó-
ëüîê, ïîìi÷åíèõ ëiòåðàìè A i B, ïî òðüîõ ÿùèêàõ; òîìó âiäïîâiäü äà¹ ÷èñëî
A

2

3 = 32 = 9. Îñü âñi âàðiàíòè ðîçìiùåíü:

1 êðà¨íà AB � � A A � B B �

2 êðà¨íà � AB � B � A A � B

3 êðà¨íà � � AB � B B � A A

6.1.2 Âèáiðêà áåç âåðòàííÿ. Ðîçìiùåííÿ áåç ïîâòîðåíü

Òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ï., âèáiðêè ç ðiçíèì óïîðÿäêóâàííÿì åëåìåí-
òiâ ïðîäîâæó¹ìî ââàæàòè ðiçíèìè. Íåõàé òåïåð ó ìîäåëi ç óðíîþ, â ÿêié
çíàõîäèòüñÿ n êóëüîê, êóëüêè ç óðíè äiñòàþòü m ðàçiâ áåç âåðòàííÿ. Òîäi
ìîæíà ââàæàòè, ùî öÿ ïðîöåäóðà iäåíòè÷íà âèáîðó ïî îäíîìó åëåìåíòó ç
êîæíî¨ ç m ìíîæèí ç òàêèìè êiëüêîñòÿìè åëåìåíòiâ: |A1| = n, |A2| = n−1,
. . ., |Am| = n−m + 1. Çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ òàêèõ âèáîðîê áóäå

Am
n

4
= n (n− 1) . . . (n−m + 1) . (6.2)

6.1. Óïîðÿäêîâàíi âèáiðêè. Ðiçíi êóëüêè
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Â ìîäåëi ç ÿùèêàìè òàê ñàìî âèáèðàþòüñÿ ÿùèêè (áåç ïîâòîðåíü) i
òîìó êiëüêiñòü ðîçìiùåíü m êóëüîê ïî n ðiçíèõ ÿùèêàõ äîðiâíþ¹ ÷èñëó
Am

n ç ôîðìóëè (6.2). Âåëè÷èíà Am
n íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì ðîçìiùåíü m

åëåìåíòiâ, óçÿòèõ ç n åëåìåíòiâ.

Ïðèêëàä 6.4. Ñêiëüêè äâîìîâíèõ ñëîâíèêiâ òðåáà ìàòè, ùîá óìîæëè-
âèòè ïåðåêëàäè ç áóäü-ÿêî¨ ç òðüîõ ìîâ: óêðà¨íñüêî¨ (Ó), ðîñiéñüêî¨ (Ð),
àíãëiéñüêî¨ (À) íà áóäü-ÿêó ç öèõ òðüîõ ìîâ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîæåí ñëîâíèê ¹ âèáîðîì äâîõ ìîâ (¾êóëüîê¿) ç òðüîõ (¾áåç
âåðòàííÿ¿) i òîìó çàãàëüíà êiëüêiñòü ñëîâíèêiâ ¹ ÷èñëîì A2

3 =
= 3 · 2 = 6. Òàêèì ÷èíîì, òðåáà ìàòè ñëîâíèêè Ó-Ð, Ð-Ó, Ó-À, À-Ó, Ð-
À, À-Ð.

Ïðèêëàä 6.5. Ñòóäåíòó íåîáõiäíî ñêëàñòè íà ïðîòÿçi ÷îòèðüîõ äíiâ
äâà iñïèòè ç äèñöèïëií ÂÌ (âèùà ìàòåìàòèêà) i Ô (ôiçèêà). Â îäèí äåíü
äâà iñïèòè ñêëàäàòè íå äîçâîëÿ¹òüñÿ. ßêi ¹ âàðiàíòè ðîçêëàäó iñïèòiâ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîæåí ðîçêëàä ¹ ðîçìiùåííÿì äâîõ iñïèòiâ (¾êóëüîê¿) ïî
÷îòèðüîõ äíÿõ (¾ÿùèêàõ¿) áåç ïîâòîðåíü. Òàêèì ÷èíîì, óñüîãî ðiçíèõ ðîç-
êëàäiâ áóäå A2

4 = 4 · 3 = 12. Öå äîâîäèòü i òàêà òàáëèöÿ

1 äåíü 2 äåíü 3 äåíü 4 äåíü

ÂÌ Ô � �

ÂÌ � Ô �

ÂÌ � � Ô

� ÂÌ Ô �

� ÂÌ � Ô

� � ÂÌ Ô

Ô ÂÌ � �

Ô � ÂÌ �

Ô � � ÂÌ

� Ô ÂÌ �

� Ô � ÂÌ

� � Ô ÂÌ

6.1. Óïîðÿäêîâàíi âèáiðêè. Ðiçíi êóëüêè
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6.1.3 Ïåðåñòàâëåííÿ áåç ïîâòîðåíü

ßêùî â ïîïåðåäíié ìîäåëi ââàæàòè, ùî m = n, òî äiñòàíåìî âåëè÷èíó

Pn
4
= An

n = n (n− 1) · · · · · 1 = n!, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì ïåðåñòàâëåíü
n åëåìåíòiâ; âîíà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñïîñîáiâ óïîðÿäêóâàòè n ðiçíèõ åëå-
ìåíòiâ. Äiéñíî, êîæíå ðîçìiùåííÿ n êóëüîê ïî n ÿùèêàõ áåç ïîâòîðåíü
¹ äåÿêèì óïîðÿäêóâàííÿì, à êîæíîìó óïîðÿäêóâàííþ n ÷èñåë âiäïîâiäà¹
ÿêåñü ðîçìiùåííÿ ðîçãëÿíóòîãî òèïó.

Ïðèêëàä 6.6. Åíöèêëîïåäiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç 8 òîìiâ. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè
¨¨ ìîæíà ïîñòàâèòè íà ïîëèöi â áåçëàääi, òîáòî òàê, ùîá òîìè íå áóëè
óïîðÿäêîâàíi çà çðîñòàííÿì íîìåðiâ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 8 òîìiâ ìîæóòü áóòè óïîðÿäêîâàíi 8! ñïîñîáàìè, àëå îäíå
óïîðÿäêóâàííÿ � çà çðîñòàííÿì íîìåðiâ � ñëiä âèêëþ÷èòè. Çàëèøà¹òüñÿ
8!− 1 = 40 320− 1 = 40 319 ñïîñîáiâ.

Ïðèêëàä 6.7. Ñêiëüêè ñëiâ, ùî ìàþòü ñåíñ, ìîæíà ñêëàñòè ç áóêâ î,
ò, ð?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âñüîãî ñëiâ ìîæíà ñêëàñòè 3! = 6: îòð, îðò, òîð, òðî, ðòî, ðîò.
Ç íèõ òiëüêè òðè ìàþòü ñåíñ.

6.2 Íåóïîðÿäêîâàíi âèáiðêè

Â óðíîâié ìîäåëi òåïåð áóäåìî ââàæàòè, ùî âèáiðêè îäíàêîâi, ÿêùî âîíè
ñêëàäåíi ç îäíàêîâèõ åëåìåíòiâ. Óïîðÿäêóâàííÿ åëåìåíòiâ âèáiðêè çíà÷å-
ííÿ íå ìà¹. Òàêèì ÷èíîì, âèáiðêè ââàæàþòüñÿ ðiçíèìè òiëüêè òîäi, êîëè
âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ õî÷à á îäíèì åëåìåíòîì.

Â ÿùè÷íié ìîäåëi ââàæà¹ìî, ùî êóëüêè íåìîæëèâî ðîçðiçíèòè ìiæ ñî-
áîþ.

6.2.1 Âèáiðêà áåç âåðòàííÿ. Ðîçìiùåííÿ áåç ïîâòîðåíü

Ñêiëüêè ¹ ðiçíèõ âàðiàíòiâ äiñòàòè áåç âåðòàííÿ m ðiçíèõ êóëüîê ç óðíè,
äå ìiñòèòüñÿ n êóëüîê, ÿêùî íå çâàæàòè íà óïîðÿäêîâàíiñòü êóëüîê ó âè-
áiðöi? ßê i äîñi, êóëüêè ç ðiçíèìè íîìåðàìè ââàæàþòüñÿ ðiçíèìè. Íåõàé
òàêèõ âèáîðîê ¹ x. Àëå â êîæíié òàêié âèáiðöi êóëüêè ìîæíà óïîðÿäêóâàòè
m! ñïîñîáàìè. Îòæå, ç îäíîãî áîêó, óïîðÿäêîâàíèõ âèáîðîê áóäå m!x, à, ç

6.2. Íåóïîðÿäêîâàíi âèáiðêè
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iíøîãî áîêó, ÿê áóëî âæå ïîêàçàíî, òàêèõ âèáîðîê áóäå An
m. Äiñòà¹ìî ðiâ-

íÿííÿ m!x = An
m, ç ÿêîãî âèõîäèòü, ùî x = An

m/m!. Òàêèì ÷èíîì, ðiçíèõ
íåóïîðÿäêîâàíèõ âèáîðîê ç m êóëüîê ïî n êóëüîê áóäå

n (n− 1) · · · (n−m + 1)
m!

=
n!

m! (n−m)!
= Cm

n .

Öÿ âåëè÷èíà íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì êîìáiíàöié ç n åëåìåíòiâ ïî m åëåìåí-
òiâ.

Íåõàé òåïåð òðåáà ðîçêëàñòè m îäíàêîâèõ êóëüîê ïî n ÿùèêàõ. Öå âñå
îäíî, ùî âèáðàòè ç n ÿùèêiâ m ÿùèêiâ, â ÿêèõ áóäå çíàõîäèòèñü ïî îäíié
êóëüöi, ïðè÷îìó ïîðÿäîê âèáîðó ÿùèêiâ íå âàæëèâèé. Òîìó öÿ çàäà÷à åêâi-
âàëåíòíà ïîïåðåäíié (ç óðíè, ùî ìiñòèòü n ÿùèêiâ, òðåáà âèáðàòè m ÿùè-
êiâ áåç âåðòàííÿ). Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ðîçêëàñòè m îäíàêîâèõ
êóëüîê ïî n ÿùèêàõ äîðiâíþ¹ Cm

n .

Ïðèêëàä 6.8. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ç ï'ÿòè ñïiâðîáiòíèêiâ îáðà-
òè êîìiñiþ ç äâîõ ÷ëåíiâ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Øóêàíà êiëüêiñòü ñïîñîáiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó êîìáiíàöié ç 5
åëåìåíòiâ ïî 2:

C2
5 =

5!
2!3!

=
4 · 5
2

= 10.

ßêùî ïîäàòè ñïiâðîáiòíèêiâ öèôðàìè 1, 2, 3, 4, 5, òî âèéäóòü òàêi ìîæëèâi
êîìiñi¨:

12 13 14 15

23 24 25

34 35

45

Ïðèêëàä 6.9. Íà äâà ç ÷îòèðüîõ ëîòåðåéíèõ áiëåòiâ ïðèïàëè âèãðàøi.
ßêèìè ìîæóòü áóòè âèãðàøíi êîìáiíàöi¨ íîìåðiâ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàíóìåðó¹ìî ëîòåðåéíi áiëåòè íîìåðàìè 1, 2, 3, 4. Êiëüêiñòü
âèãðàøíèõ êîìáiíàöié ¹ êiëüêiñòþ ñïîñîáiâ ðîçêëàñòè 2 íåðîçðiçíÿëüíi
êóëüêè (âèãðàøi) ïî ÷îòèðüîõ ÿùèêàõ (áiëåòàõ) i òîìó äîðiâíþ¹

C2
4 =

4!
2!2!

=
3 · 4
2

= 6.

6.2. Íåóïîðÿäêîâàíi âèáiðêè
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Îñü âñi âèãðàøíi êîìáiíàöi¨:

12 13 14

23 24

34

6.2.2 Âèáiðêè ç âåðòàííÿì. Ðîçìiùåííÿ ç ïîâòîðåííÿìè

Âèáiðêó m êóëüîê iç óðíè ç n êóëüêàìè ç âåðòàííÿì ïîçíà÷èìî òàê:

x · · ·x︸ ︷︷ ︸
k1

|x · · ·x︸ ︷︷ ︸
k2

| . . . |x · · ·x︸ ︷︷ ︸
kn

, (6.3)

äå x � êóëüêà, ki � êiëüêiñòü ðàçiâ, ùî êóëüêà ç íîìåðîì i çóñòði÷à¹òüñÿ â
âèáiðöi. ßêùî ki = 0, òî âiäïîâiäíà ãðóïà x · · ·x íå çàïèñó¹òüñÿ. Çðîçóìiëî,
ùî k1 + · · ·+ kn = m. Íàïðèêëàä, âèáiðêà ç 7 êóëüîê ç óðíè ç 5 êóëüêàìè:
1, 2, 3, 1, 5, 5, 5 çàïèñó¹òüñÿ ÿê xx|x|x||xxx. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàïèñó áóäü-
ÿêî¨ âèáiðêè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ m (êiëüêiñòü êóëüîê ó âèáiðöi) ïëþñ n − 1
(êiëüêiñòü ñèìâîëiâ |) ïîçèöié. Òîäi êiëüêiñòü ðîçãëÿäóâàíèõ âèáiðîê äîðiâ-
íþ¹ êiëüêîñòi ðiçíèõ ìîæëèâîñòåé âèáðàòè m ïîçèöié äëÿ çàïèñó ñèìâîëiâ
x ç n + m− 1 ïîçèöi¨:

C
m

n
4
= Cm

n+m−1. (6.4)

Êîíêðåòíå ðîçêëàäàííÿ m îäíàêîâèõ êóëüîê ïî n ÿùèêàõ òåæ ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi (6.3), â ÿêîìó ñèìâîëîì x ïîçíà÷åíà êóëüêà, à ñèìâî-
ëîì | � ïåðåãîðîäêà ìiæ ÿùèêàìè (ÿùèêè ðîçòàøîâàíi âïðèòóë îäèí äî
îäíîãî), ïðè÷îìó êðàéíi ïåðåãîðîäêè íå ïîêàçàíi, áî íå âïëèâàþòü íà õiä
ìiðêóâàíü. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçìiùåíü m îäíàêîâèõ
êóëüîê ïî n ÿùèêàõ òåæ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6.4).

Ïðèêëàä 6.10. Â öóêåðíi ïðîäàþòü òðè âèäè òiñòå÷îê: íàïîëåîíè (í),
åêëåðè (å) òà ñëîéîíi (ñ). Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà êóïèòè 4 òiñòå-
÷êà?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êiëüêiñòü ñïîñîáiâ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñïîñîáiâ âèòÿãíóòè 4
êóëüêè (òiñòå÷êà) ç óðíè ç òðüîìà êóëüêàìè (òiñòå÷êàìè) ç âåðòàííÿì:

C
4

3 = C4
3+4−1 = C4

6 =
6!

4!2!
=

5 · 6
2

= 15.

6.2. Íåóïîðÿäêîâàíi âèáiðêè
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Îñü âñi ìîæëèâi ñïîñîáè ïîêóïîê: åååå, åååñ, åååí, ååññ, ååñí, ååíí, åñññ,
åññí, åñíí, åííí, ññññ, ñññí, ññíí, ñííí, íííí.

Ïðèêëàä 6.11. Ëiôò øåñòèïîâåðõîâîãî áóäèíêó ïiäíiìà¹ ç ïåðøîãî ïî-
âåðõó 10 ïàñàæèðiâ. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæóòü ðîçïîäiëèòèñü ïî ïî-
âåðõàõ ïàñàæèðè, ÿêi íà íèõ âèéäóòü?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàäà÷à çáiãà¹òüñÿ ç çàäà÷åþ ðîçìiùåííÿ 10 êóëüîê (ïàñàæè-
ðiâ) ïî 5 ÿùèêàõ (ïîâåðõàõ) ç ïîâòîðåííÿìè:

C
10

5 = C10
5+10−1 = C10

14 =
14!

10!4!
=

11 · 12 · 13 · 14
2 · 3 · 4

= 11 · 13 · 7 = 1001.

6.2.3 Ïåðåñòàâëåííÿ ç ïîâòîðåííÿìè

Íåõàé ¹ n åëåìåíòiâ, ñåðåä ÿêèõ k1 åëåìåíòiâ 1-¨ ãðóïè, k2 åëåìåíòiâ 2-¨
ãðóïè, . . ., km åëåìåíòiâ m-¨ ãðóïè, k1 + k2 + · · · + km = n. Ñêiëüêè iñíó¹
ïåðåñòàâëåíü ç òàêèõ n åëåìåíòiâ, ÿêùî ïîðÿäîê ãðóï iñòîòíèé, à ïîðÿäîê
åëåìåíòiâ ó ãðóïàõ � íi? Òîáòî ãðóïè óïîðÿäêîâàíi, à åëåìåíòè â ãðóïàõ
íåóïîðÿäêîâàíi.

Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïè åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíî ðîçìiùóþòüñÿ ïî ïîçèöiÿõ
ïîñëiäîâíîñòi ç n åëåìåíòiâ. Äëÿ 1-¨ ãðóïè ïîçèöi¨ ìîæóòü áóòè âèáðàíi Ck1

n

ñïîñîáàìè, äëÿ äðóãî¨ (âèáið ç òèõ ïîçèöié, ùî çàëèøèëèñü ïiñëÿ ðîçòàøó-
âàííÿ 1-¨ ãðóïè) � Ck2

n−k1
ñïîñîáàìè, . . ., äëÿ

m-¨ � Ckm

n−k1−···−km−1
= Ckm

km
ñïîñîáàìè. Çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ êiëüêiñòü

øóêàíèõ ðîçòàøóâàíü äîðiâíþ¹

P (k1, . . . , km)
4
= Ck1

n Ck2
n−k1

· · ·Ckm−1
n−k1−···−km−2

Ckm

km
=

=
n! (n− k1)! (n− k1 − k2)! · · · (n− k1 − · · · km−2)!

k1! (n− k1)!k2! (n− k1 − k2)! · · · km−1!(n− k1 − · · · km−1)︸ ︷︷ ︸
km!

!
=

=
n!

k1!k2! · · · km!
,

àáî

P (k1, . . . , km) =
(k1 + k2 + · · ·+ km)!

k1!k2! · · · km!
.

6.2. Íåóïîðÿäêîâàíi âèáiðêè
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Ïðèêëàä 6.12. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà íàíèçàòè íà íèòêó 4 çåëå-
íèõ, 5 áëàêèòíèõ òà 6 ÷åðâîíèõ íàìèñòèíîê?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàìèñòèíêè îäíîãî êîëüîðó óòâîðþþòü ãðóïè, â ÿêèõ ïî-
ðÿäîê åëåìåíòiâ íå ¹ iñòîòíèì, à ïîðÿäîê ðiçíîêîëüîðîâèõ ãðóï iñòîòíèé.
Òîìó â äàíîìó âèïàäêó k1 = 4, k2 = 5, k3 = 6, m = 3, n = 15 i

P (4, 5, 6) =
(4 + 5 + 6)!

4!5!6!
=

15!
4!5!6!

= 630630.

Ïðèêëàä 6.13. Äèòèíà ïåðåìiøó¹ ëiòåðè ñëîâà ¾êîòîê¿ i çíîâ ñêëàäà¹
ç íèõ ñëîâà. Ñêiëüêè ðiçíèõ ñëiâ ìîæå âèéòè?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî ï'ÿòü åëåìåíòiâ (êiëüêiñòü áóêâ, n = 5) i òðè ãðóïè
îäíàêîâèõ áóêâ (m = 3). Â ïåðøó ãðóïó ïîïàäàþòü äâi ëiòåðè ¾ê¿ (k1 = 2),
â äðóãó � äâi ëiòåðè ¾î¿ (k2 = 2), à â òðåòþ � îäíà ëiòåðà ¾ò¿ (k3 = 1).
Òàêèì ÷èíîì, ðiçíèõ ñëiâ ìîæå áóòè

P (2, 2, 1) =
(2 + 2 + 1)!

2!2!1!
=

120
4

= 30.

Âñi ðîçãëÿíóòi êîìáiíàòîðíi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi òàáëè-
öi:

Ïåðåñòàâëåííÿ

Îäíà ãðóïà m ãðóï

Pn = n! P (k1, . . . km) = (k1+···+km)!
k1!···km!

Âèáiðêà

áåç âåðòàííÿ ç âåðòàííÿì

ðiçíèõ Am
n = n!

(n−m)! A
m

n = nm óïîð.

îäíàêîâèõ Cm
n = n!

m!(n−m)! C
m

n = Cm
n+m−1 íåóïîð.

Ðîçìiùåííÿ êóëüîê

áåç ïîâòîðåíü ç ïîâòîðåííÿìè

Ïðèìiòêà: óïîð. � óïîðÿäêîâàíà, íåóïîð. � íåóïîðÿäêîâàíà.
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7 Äiéñíi ÷èñëà

Áóäü-ÿêèé äåñÿòêîâèé äðiá, ÿêèé íå ìà¹ öèôðè ¾9¿ â ïåðiîäi, ¹ äiéñíèì
÷èñëîì:

1; 2, 35; −4, 3756565656 . . . = −4, 37 (56) ;
√

2 = 1, 414 . . . .

Ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ R.
Íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü äâi âëàñòèâîñòi äiéñíèõ ÷èñåë:

∀ (a, b ∈ R) a = b ∨ a < b ∨ a > b

(äâà äiéñíèõ ÷èñëà àáî äîðiâíþþòü îäíå îäíîìó, àáî îäíå ç íèõ áiëüø, íiæ
äðóãå),

∀ (a, b ∈ R)∃ (c ∈ R) a 6= b =⇒ (a < c < b ∨ b < c < a)

(ìiæ äâîìà ðiçíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè çàâæäè çíàéäåòüñÿ ùå îäíå äiéñíå
÷èñëî).

Ìîäóëåì |a| äiéñíîãî ÷èñëà a íàçèâà¹òüñÿ äiéñíå ÷èñëî

|a| 4=

{
a, a ≥ 0,

−a, a < 0.

Ìîäóëü äiéñíîãî ÷èñëà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1◦. |a| < ε ⇐⇒ −ε < a < ε, ÿêùî ε > 0.

2◦. |a| > ε ⇐⇒ a < −ε ∨ a > ε, ÿêùî ε > 0.

3◦. ||a| − |b|| ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b|.

4◦. |ab| = |a| |b|.

5◦.
∣∣∣a
b

∣∣∣ =
|a|
|b|
.

31



8 Ñòàëi, çìiííi, ôóíêöi¨

8.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ

Ïðè äîñëiäæåííi ðiçíîìàíiòíèõ ïðîáëåì â ìàòåìàòèöi é òåõíiöi äåÿêi âåëè-
÷èíè, ùî ðîçãëÿäàþòü â öèõ ïðîáëåìàõ, íå çìiíþþòüñÿ, òîáòî ìàþòü îäíå
é òå ñàìå çíà÷åííÿ. Òàêi âåëè÷èíè íàçèâàþòü ñòàëèìè , àáî êîíñòàí-
òàìè . Ñåðåä íèõ ¹ òàêi, ùî íå çìiíþþòüñÿ â áóäü-ÿêèõ çàäà÷àõ: π, e, . . . .
Âîíè íàçèâàþòüñÿ àáñîëþòíèìè ñòàëèìè . Iíøi âåëè÷èíè çìiíþþòüñÿ
i òîìó ¨õ íàçèâàþòü çìiííèìè .

Íåõàé X i Y � äâi ìíîæèíè. Ôóíêöi¹þ íà X íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëî,
çà ÿêèì êîæíîìó çíà÷åííþ åëåìåíòà x ∈ X âiäïîâiäà¹ ¹äèíå çíà÷åííÿ
åëåìåíòà y ∈ Y . Ôóíêöiÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ y = f (x), àáî y = y (x), àáî f :
X −→ Y .

Ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ , à ìíîæèíà Y =
= {y : y = f (x)} � ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¨.

Íàïðèêëàä, äëÿ ìíîæèí X = {1, 2, 3} i Y = {îäèíèöÿ, äâiéêà, òðiéêà}
ìîæíà çàäàòè ôóíêöiþ, ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëó éîãî ñëîâåñíó
íàçâó: 1 −→ îäèíèöÿ, 2 −→ äâiéêà, 3 −→ òðiéêà.

Ôóíêöiÿ f (n) = 2n ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷è-
ñëó ïàðíå ÷èñëî i òîìó f : N −→ N , äå N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ôóíêöiþ íàçèâàþòü òàêîæ âiäîáðàæåííÿì i òîäi äëÿ y = f (x) åëå-
ìåíò x ∈ X íàçèâàþòü ïðîîáðàçîì åëåìåíòà y ∈ Y , à y � îáðàçîì åëå-
ìåíòà x.

Îáðàçîì ìíîæèíè A ⊂ X äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X −→ Y íàçèâàþòü
ìíîæèíó

f (A) = {y ∈ Y : ∃ (x) x ∈ A ∧ y = f (x)}

òèõ åëåìåíòiâ Y , ÿêi ¹ îáðàçàìè åëåìåíòiâ ìíîæèíè A.
Ìíîæèíó

f−1 (B) = {x ∈ X : f (x) ∈ B}
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òèõ åëåìåíòiâ X, îáðàçè ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ â B, íàçèâàþòü ïðîîáðàçîì ìíî-
æèíè B ⊂ Y .

Âiäîáðàæåííÿ f : X −→ Y íàçèâà¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì , ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè: Y = f (X) (ìíîæèíà çíà÷åíü ¹ îáðàçîì îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ) i ∀ (x1, x2 ∈ X) f (x1) = f (x2) =⇒ x1 = x2 (ðiçíi åëåìåíòè ìà-
þòü ðiçíi îáðàçè). Âiäîáðàæåííÿ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì, ÿêùî êîæíîìó
x ∈ X çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé âiäïîâiäíèé y ∈ Y , à êîæíîìó y ∈ Y çíàéäå-
òüñÿ ¹äèíèé âiäïîâiäíèé x ∈ X. Äiéñíî, íåõàé x ∈ X. Òîäi çà îçíà÷åííÿì
ôóíêöi¨ çíàéäåòüñÿ y ∈ Y , òàêèé, ùî y = f (x) i òàêèé åëåìåíò ¹äèíèé.
Íåõàé òåïåð y ∈ Y . Çà ïåðøîþ óìîâîþ çíàéäåòüñÿ åëåìåíò x ∈ X, òàêèé,
ùî y = f (x), à çà äðóãîþ óìîâîþ òàêèé x áóäå ¹äèíèì.

ßêùî âiäîáðàæåííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå, êàæóòü, ùî ìiæ ìíîæèíàìè
X i Y âñòàíîâëåíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü. Íàïðèêëàä,
ìiæ äiéñíèì ÷èñëîì x i éîãî êóáîì x3 âñòàíîâëåíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà
âiäïîâiäíiñòü, áî êîæíîìó ÷èñëó âiäïîâiäà¹ ¹äèíå çíà÷åííÿ éîãî êóáà i
¹äèíå çíà÷åííÿ êîðåíÿ êóái÷íîãî ç öüîãî ÷èñëà.

ßêùî X ⊂ R, Y ⊂ R, òî x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ íåçàëåæíîþ çìiííîþ,
àáî àðãóìåíòîì , à y ∈ Y � çàëåæíîþ çìiííîþ, àáî ôóíêöi¹þ. Ôóí-
êöiþ â òàêîìó âèïàäêó íàçèâàþòü äiéñíîþ ôóíêöi¹þ îäíîãî àðãóìåí-
òó . Ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ, ïîâ'ÿçàíi ç òàêèìè ôóíêöiÿìè.

Îñêiëüêè ôóíêöiþ ÷àñòî çàäàþòü òiëüêè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè, òî â
öüîìó âèïàäêó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ îáëàñòi äîïóñòèìèõ çíà÷åíü
àðãóìåíòó, òîáòî òàêèõ éîãî çíà÷åíü, äëÿ ÿêèõ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóí-
êöi¨ ìîæå áóòè çàâåðøåíî ÷èñëîì.

Ãðàôiêîì ôóíêöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

Γ = {(x, y) : y = f (x) , x ∈ X}.

Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ y = |x| ìà¹ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ âñþ ÷èñëîâó âiñü:
X = (−∞,∞), à ìíîæèíîþ çíà÷åíü � äîäàòíó ïiââiñü:
Y = [0;∞). �¨ ãðàôiê äèâ. íà ðèñ. 8.1:

8.2 Êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié

Êàæóòü, ùî íà ìíîæèíi D ⊂ X äëÿ ôóíêöi¨ y = f (x) iñíó¹ îáåðíåíà äëÿ
íå¨ ôóíêöiÿ x = f−1 (y), ÿêùî

∀ (x ∈ D) f−1 (f (x)) = x.

Îáåðíåíó ôóíêöiþ çàïèñóþòü òàêîæ ÿê f−1 : Y −→ X.

8.2. Êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié
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O x

y

y = xy = −x

Ðèñ. 8.1: Ãðàôiê ôóíêöi¨ y = |x|

Ôóíêöiÿ f (x) íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çâåðõó íà ìíîæèíi
D ⊂ X, ÿêùî

∃ (M ∈ R)∀ (x ∈ D) f (x) < M.

Ôóíêöiÿ f (x) íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çíèçó íà ìíîæèíi
D ⊂ X, ÿêùî

∃ (m ∈ R)∀ (x ∈ D) f (x) > m.

Ôóíêöiÿ f (x) íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi D ⊂ X, ÿêùî âîíà
îáìåæåíà íà öié ìíîæèíi i çâåðõó, i çíèçó.

Ôóíêöiÿ f (x) çðîñòà¹ íà ìíîæèíi D ⊂ X, êîëè

∀ (x1, x2 ∈ D) x1 < x2 =⇒ f (x1) ≤ f (x2) .

ßêùî çàìiíèòè çíàê íåñòðîãî¨ íåðiâíîñòi íà çíàê ñòðîãî¨, âèéäå îçíà÷åííÿ
ñòðîãîãî çðîñòàííÿ ôóíêöi¨.

Ôóíêöiÿ f (x) ñïàäà¹ íà ìíîæèíi D ⊂ X, êîëè

∀ (x1, x2 ∈ D) x1 < x2 =⇒ f (x1) ≥ f (x2) .

ßêùî çàìiíèòè çíàê íåñòðîãî¨ íåðiâíîñòi íà çíàê ñòðîãî¨, âèéäå îçíà÷åííÿ
ñòðîãîãî ñïàäàííÿ ôóíêöi¨.

Çðîñòàþ÷à, àáî ñïàäàþ÷à ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííîþ.
Ìíîæèíà D ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî

∀ (x ∈ D) − x ∈ D.

Ôóíêöiÿ f (x) íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ íà ñèìåòðè÷íié ìíîæèíi
D ⊂ X, ÿêùî

∀ (x ∈ D) f (−x) = f (x) .

8.2. Êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié
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Ôóíêöiÿ f (x) íàçèâà¹òüñÿ íåïàðíîþ íà ñèìåòðè÷íié ìíîæèíi D ⊂ X,
ÿêùî

∀ (x ∈ D) f (−x) = −f (x) .

Ôóíêöiÿ f (x) íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì ω > 0 íà ñèìåòðè-
÷íié ìíîæèíi D ⊂ X, ÿêùî

∀ (x ∈ D) (x + ω ∈ D ∧ x− ω ∈ D) =⇒ f (x) = f (x + ω) = f (x− ω) .

Äëÿ ôóíêöié f : X −→ Q, g : Q −→ Y ìîæíà îçíà÷èòè ñêëàäåíó
ôóíêöiþ h : X −→ Y : h (x) = g (f (x)), x ∈ X.

8.3 Îñíîâíi åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨

1◦. Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ: y = xα, α ∈ R.

2◦. Ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ: y = ax, a ∈ R, a > 0, a 6= 1.

3◦. Ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ: y = loga x, a ∈ R, a > 0, a 6= 1.

4◦. Òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨: y = sinx, y = cos x, y = tg x, y = ctg x.

5 ◦. Îáåðíåíi òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨: y = arcsinx, y = arccos x, y =
arctg x, y = arcctg x.

8.4 Ôóíêöi¨ äåêiëüêîõ çìiííèõ

Ïàðà ÷èñåë x i y íàçèâà¹òüñÿ óïîðÿäêîâàíîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ (x, y), àáî
< x, y >, ÿêùî ðiâíiñòü (x, y) = (x′, y′) åêâiâàëåíòíà îäíî÷àñíîìó âèêî-
íàííþ äâîõ ðiâíîñòåé: x = x′ i y = y′. Äåêàðòîâèì äîáóòêîì X × Y
äâîõ ìíîæèí X i Y íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ óïîðÿäêîâàíèõ ïàð (x, y),
äå x ∈ X, y ∈ Y . Çà ìàòåìàòè÷íîþ iíäóêöi¹þ äåêàðòîâèì äîáóòêîì
X1 × . . . × Xn n ìíîæèí X1, . . ., Xn íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
(X1 × . . .×Xn−1) × Xn. Ó âèïàäêó X1 = . . . = Xn = X âèêîðèñòîâóþòü

ïîçíà÷åííÿ Xn 4
= X × . . .×X.

ßêùî â îçíà÷åííi ôóíêöi¨ ìíîæèíà X ⊂ Rn, à Y ⊂ R, òî òàêà ôóíêöiÿ
íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ äåêiëüêîõ (áàãàòüîõ) çìiííèõ i ïîçíà÷à¹òüñÿ
y = f (x1, . . . xn), äå (x1, . . . xn) ∈ X, y ∈ Y . Ïðèêëàäîì òàêî¨ ôóíêöi¨ ìîæå
áóòè y = x2

1 + x2
2 + 1.

8.3. Îñíîâíi åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨
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Àëãîðèòìîì íàçèâà¹òüñÿ iíñòðóêöiÿ ïî âèêîíàííþ äåÿêèõ äié.
Çâè÷àéíî âiä àëãîðèòìà âèìàãà¹òüñÿ áóòè ñêií÷åííèì, òîáòî âèêîíàííÿ

äié â àëãîðèòìi êîëèñü ïîâèííî çàêií÷èòèñü, i îäíîçíà÷íèì, ùî îçíà÷à¹
òî÷íiñòü i íåäâîçíà÷íiñòü âèêîíàííÿ äié.

Ïðèêëàä 9.1. Êîðiíü êâàäðàòíèé ç äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 ìîæíà çäîáóòè
çà äîïîìîãîþ òàêîãî àëãîðèòìó

1) Çàäàòè ÷èñëî a > 0; çàäàòè ÷èñëî x0 > 0 � ïî÷àòêîâå íà-
áëèæåííÿ äî

√
a; çàäàòè ÷èñëî ε > 0� òî÷íiñòü îá÷èñëåííÿ.

2) Ïîêëàñòè n = 0.

3) Îá÷èñëèòè

xn+1 =
1
2

(
xn +

a

xn

)
.

4) ßêùî |xn+1 − xn| < ε, òî ïðèïèíèòè âèêîíàííÿ àëãîðèòìó:
xn+1 � øóêàíå íàáëèæåííÿ äî

√
a; â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó

çáiëüøèòè n íà 1 i ïåðåéòè äî ï. 3.

Äëÿ çäîáóòòÿ êîðåíÿ êâàäðàòíîãî ç ÷èñëà a = 2 ç òî÷íiñòþ ε =
= 0, 01 âiçüìåìî íà÷àëüíèì íàáëèæåííÿì äîñèòü ¾äàëåêå¿ âiä íüîãî ÷èñëî
x0 = 3 i çàñòîñó¹ìî äî íüîãî íàâåäåíèé àëãîðèòì. Éîãî ðîáîòó ïîêàçàíî â
òàáëèöi.
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n x0

0 3, 000

1 1, 833

2 1, 462

3 1, 415

4 1, 414

Òàêèì ÷èíîì, iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ
√

2 ≈ 1, 41.
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10.1 Îçíà÷åííÿ i êëàñèôiêàöiÿ ìàòðèöü

Ìàòðèöåþ A íàçèâà¹òüñÿ òàáëèöÿ, ùî ìà¹ m ðÿäêiâ i n ñòîâïöiâ, íà ïå-
ðåòèíi ÿêèõ ðîçòàøîâàíi åëåìåíòè ìàòðèöi aij : ÷èñëà, àáî iíøi ìàòåìàòè÷íi
îá'¹êòè:

A
4
=



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn


.

Åëåìåíò aij ðîçòàøîâó¹òüñÿ íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà i j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi.
×èñëî m × n íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðîì ìàòðèöi. Âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ
ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ ìàòðèöi: A = {aij}, A = {aij}n

m.
ßêùî m 6= n, òî ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíîþ.
ßêùî êiëüêiñòü ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñòîâïöiâ, m = n, ìàòðèöÿ

íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ n- ãî ïîðÿäêó i ìà¹ âèãëÿä

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann


.

Åëåìåíòè êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi a11, a22, . . ., ann óòîâîðþþòü ãîëîâíó äiàãî-
íàëü ìàòðèöi, à åëåìåíòè an1, an−12, . . ., a1n � ¨¨ ñòîðîííþ äiàãîíàëü.
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Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ âåðõíüîþ òðèêóòíîþ, ÿêùî âñi
åëåìåíòè, ðîçòàøîâàíi ïiä ¨¨ ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ, äîðiâíþþòü íóëåâi:

a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann


.

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ, ÿêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè,
ùî íå çíàõîäÿòüñÿ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, äîðiâíþþòü íóëåâi:

a11 0 . . . 0

0 a22 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann


.

Äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ, ÿêùî âñi åëåìåíòè ¨¨
ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi äîðiâíþþòü îäèíèöi, i ïîçíà÷à¹òüñÿ I:

I
4
=



1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1


.

Iíîäi â ïîçíà÷åííÿ íèæíiì iíäåêñîì äîäà¹òüñÿ ïîðÿäîê ìàòðèöi, íàïðè-
êëàä,

I2 =

 1 0

0 1

 , I3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
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Ìàòðèöÿ, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íóëÿìè, íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ O. Iíêîëè äî öüîãî îçíà÷åííÿ iíäåêñàìè äîäà¹òüñÿ ðîçìið ìàòðèöi:

O3
2 =

 0 0 0

0 0 0

 , O3 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 .

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî¨, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ãîëîâíî¨ äiàãî-
íàëi, äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó, íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ. Òàêèì ÷èíîì,
äëÿ ¨¨ åëåìåíòiâ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi aij = aji. Íàïðèêëàä, ñèìåòðè÷íîþ
¹ ìàòðèöÿ 

2 −1 7

−1 0 5

7 5 3

 .

Äâi ìàòðèöi A = {aij}n
m i B = {bij}n

m íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè , ÿêùî ¨õíi
âiäïîâiäíi åëåìåíòè äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó: aij = bij .

10.2 Âèçíà÷íèêè

Íåõàé A = (a11) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. �¨ âèçíà÷íèêîì
(òåæ ïåðøîãî ïîðÿäêó) íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà |A| = a11. Âèçíà÷íèêîì
äðóãîãî ïîðÿäêó êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ âå-
ëè÷èíà

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
 a11 a12

a21 a22


∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà äðóãîãî ïîðÿäêó òðåáà ïîìíî-
æèòè åëåìåíòè ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi ìàòðèöi i âiäíÿòè âiä ðåçóëüòàòó äîáóòîê
åëåìåíòiâ ñòîðîííüî¨ äiàãîíàëi. Öå ìîæíà çàïàì'ÿòàòè òàêîæ çà äîïîìîãîþ
ñõåìè

|A| = −

10.2. Âèçíà÷íèêè
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Íàïðèêëàä, ∣∣∣∣∣∣∣
−1 2

4 3

∣∣∣∣∣∣∣ = −1 · 3− 2 · 4 = −11.

Âèçíà÷íèêîì òðåòüîãî ïîðÿäêó êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A òðåòüîãî
ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13−
− a31a22a13 − a21a12a33 − a32a23a11.

Ç îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè

|A| = −

ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî ñïî÷àòêó áåðóòüñÿ äîáóòêè åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãî-
íàëi ìàòðèöi i òðèêóòíèêiâ ç ïàðàëåëüíèìè ¨é ñòîðîíàìè, âiä ÿêèõ ïîòiì
âiäíiìàþòüñÿ äîáóòêè åëåìåíòiâ ñòîðîííüî¨ äiàãîíàëi i òðèêóòíèêiâ ç ïà-
ðàëåëüíèìè ¨é ñòîðîíàìè.

Íàïðèêëàä,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1

−1 2 4

1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 · 2 · (−1) + (−3) · 4 · 1 + (−1) · 3 · 1−

− 1 · 2 · 1− (−1) · (−3) · (−1)− 3 · 4 · 2 =
= −4− 12− 3− 2 + 3− 24 = −42.
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Âèçíà÷íèêè íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâ'ÿçóþòü ç ìàòðèöÿìè. Ìîæíà ïðîñòî ãî-
âîðèòè ïðî âèçíà÷íèê, íàïðèêëàä, äðóãîãî ïîðÿäêó∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣ .

Äëÿ âèçíà÷íèêiâ òàê ñàìî, ÿê i äëÿ ìàòðèöü, îçíà÷àþòü åëåìåíòè, ãîëîâíó
i ñòîðîííþ äiàãîíàëi i ò.i.

Ìiíîðîì Mij ìàòðèöi (âèçíà÷íèêà) íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê, ÿêèé âè-
õîäèòü ç ìàòðèöi (âèçíà÷íèêà) âèêðåñëåííÿì i-ãî ðÿäêà é j-ãî ñòîâïöÿ
ìàòðèöi. Àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì Aij ìàòðèöi (âèçíà÷íèêà) íàçè-
âà¹òüñÿ âåëè÷èíà (−1)i+j

Mij .
Íàïðèêëàä, äëÿ ìàòðèöi ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 2 1

2 6 4

9 −5 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ìà¹ìî

M12 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 4

9 7

∣∣∣∣∣∣∣ = −22, A12 = −

∣∣∣∣∣∣∣
2 4

9 7

∣∣∣∣∣∣∣ = 22.

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî âèçíà÷íèê äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ñóìîþ äîáóòêiâ
åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà íà ¨õíi àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ:∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12, (10.1)
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áî A11 = a22, A12 = −a21. Òå æ ñàìå ìîæíà ñêàçàòè ïðî âèçíà÷íèê òðåòüîãî
ïîðÿäêó:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= a11 (a22a33 − a32a23)− a12 (a21a33 − a23a31) + a13 (a21a32 − a31a22) =

= a11

∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣ =

= a11A11 + a12A12 + a13A13. (10.2)

Ôîðìóëè (10.1) i (10.2) íàçèâàþòüñÿ ðîçêëàäîì âèçíà÷íèêà çà åëå-
ìåíòàìè éîãî ïåðøîãî ðÿäêà . Öi ôîðìóëè äàþòü ïiäñòàâó îçíà÷èòè
âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó ÿê ñóìó äîáóòêiâ åëåìåíòiâ éîãî ïåðøîãî ðÿäêà
íà ¨õíi àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4
= a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ðîçêëàä âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè áóäü-ÿêîãî
ðÿäêà, à òàêîæ çà åëåìåíòàìè áóäü-ÿêîãî ñòîâïöÿ äà¹ òàêå ñàìå ÷èñëî,
ùî é éîãî ðîçêëàä çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà:

∆ = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin, (10.3)

∆ = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ amjAmj . (10.4)

Ôîðìóëà (10.3) íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè
i-ãî ðÿäêà , à ôîðìóëà (10.4) íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì âèçíà÷íèêà çà
åëåìåíòàìè j-ãî ñòîâïöÿ .
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Ïðèêëàä 10.1. Ðîçêëàñòè âèçíà÷íèê∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1

−1 2 4

1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
çà åëåìåíòàìè äðóãîãî ñòîâïöÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1

−1 2 4

1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣∣
−1 4

1 −1

∣∣∣∣∣∣∣ + 2

∣∣∣∣∣∣∣
2 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣∣∣∣
2 1

−1 4

∣∣∣∣∣∣∣ =

= 3(−3) + 2(−3) + (−3) · 9 = −42.

Îñêiëüêè âèçíà÷íèêè òðåòüîãî ïîðÿäêó îá÷èñëþþòüñÿ äîñèòü ÷àñòî,
çàïèøåìî çíàêè (−1)i+j ç îçíà÷åííÿ àëãåáðà¨÷íîãî äîïîâíåííÿ ó âèãëÿ-
äi (äëÿ êðàùîãî çàïàì'ÿòîâóâàííÿ)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ − +

− + −

+ − +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Äóæå ïðîñòî îá÷èñëþ¹òüñÿ âèçíà÷íèê âåðõíüî¨ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi (ðîç-
êëàäîì çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ñòîâïöÿ):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

0 0 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 a23 . . . a2n

0 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= a11a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . .

0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = a11a22a33 · · · ann,

òîáòî òàêèé âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi. Òàê
ñàìî îá÷èñëþ¹òüñÿ é âèçíà÷íèê äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi.

ßêùî |A| 6= 0, òî ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, â ñóïðî-
òèâíîìó âèïàäêó âîíà íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíîþ.

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÂÈÇÍÀ×ÍÈÊIÂ

1 ◦. Âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî éîãî ðÿäêè çðîáèòè ñòîâïöÿìè àáî
íàâïàêè: ∣∣∣∣∣∣∣

a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a c

b d

∣∣∣∣∣∣∣ .

2◦. Çàãàëüíèé ìíîæíèê ðÿäêà, àáî ñòîâïöÿ ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê âè-
çíà÷íèêà: ∣∣∣∣∣∣∣

ka b

kc d

∣∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣ .

3 ◦. Âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî ÿêiñü éîãî äâà ðÿäêè, àáî äâà éîãî
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ñòîâïöi ïðîïîðöiéíi: ∣∣∣∣∣∣∣
ka a

kc c

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

4◦. Âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî âií ìà¹ íóëüîâèé ðÿäîê, àáî íóëüîâèé
ñòîâïåöü: ∣∣∣∣∣∣∣

0 a

0 c

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

5 ◦. ßêùî ó âèçíà÷íèêó ïîìiíÿòè ìiñöÿìè äâà éîãî ðÿäêè àáî äâà éîãî
ñòîâïöi, âèçíà÷íèê çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé:∣∣∣∣∣∣∣

a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
c d

a b

∣∣∣∣∣∣∣ .

6◦. Âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî äî ÿêîãîñü éîãî ðÿäêà äîäàòè iíøèé ðÿ-
äîê, ïîìíîæåíèé íà äåÿêèé ìíîæíèê (òàêå ñàìå ïðàâèëî äi¹ i äëÿ ñòîâ-
ïöiâ): ∣∣∣∣∣∣∣

a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a b

λa + c λb + d

∣∣∣∣∣∣∣ .

7◦. ßêùî åëåìåíòè áóäü-ÿêîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà ¹ ñóìîþ äâîõ äîäàíêiâ, òî
âèçíà÷íèê ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè âiäïîâiäíèõ âèçíà÷íèêiâ (òàêå
ñàìå ïðàâèëî äi¹ i äëÿ ñòîâïöiâ):∣∣∣∣∣∣∣

a b + β

c d + γ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣
a β

c γ

∣∣∣∣∣∣∣ .

8◦. Ñóìà äîáóòêiâ ÿêîãîñü ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷ííêà íà âiäïîâiäíi àëãå-
áðà¨÷íi äîïîâíåííÿ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) äîðiâíþ¹ íóëþ:

ai1Ak1 + ai2Ak2 + · · ·+ ainAkn = 0, (10.5)

a1jA1s + a2jA2s + · · ·+ amjAms = 0, (10.6)

i 6= k, j 6= s.
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10.3 Îïåðàöi¨ (äi¨) íàä ìàòðèöÿìè

Ìàòðèöÿ AT íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíîâàíîþ ïî âiäíîøåííþ äî ìàòðèöi
A = {aij}, ÿêùî AT = {aji}, òîáòî ñòîâïöi òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi ¹ âiä-
ïîâiäíèìè ðÿäêàìè ìàòðèöi A. Îòðèìàííÿ ç çàäàíî¨ ìàòðèöi ¨¨ òðàíñïî-
íîâàíî¨ ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíóâàííÿì çàäàíî¨ ìàòðèöi.

Íàïðèêëàä, 
2 3

4 1

−3 −1


T

=

 2 4 −3

3 1 −1

 .

Ñóìîþ A + B ìàòðèöü A = {aij} i B = {bij} íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ,
åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ñóìè âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöü A i B:

A + B = {aij + bij}.

Îòðèìàííÿ ñóìè ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ ¨õ äîäàâàííÿì . Î÷åâèäíî, ùî äî-
äàâàòè ìîæíà òiëüêè ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó.

Äîáóòêîì λA ìàòðèöi A = {aij} íà ÷èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ,
åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ äîáóòêè âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi A íà ÷èñëî λ:

λA = {λaij}.

Îòðèìàííÿ ìàòðèöi λA íàçèâà¹òüñÿ ìíîæåííÿì ìàòðèöi íà ÷èñëî.
Ðiçíèöåþ ìàòðèöü A i B íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

A−B
4
= A + (−1)B.

�¨ îòðèìàííÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäíiìàííÿì ìàòðèöü. Âiäíiìàòè ìîæíà òiëüêè
ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó.

Íàïðèêëàä, 1 3

−4 2

 +

 2 5

1 3

− 2

 4 −1

2 3

 =

 −5 10

−7 −1

 .

Äîáóòêîì AB = {cij} ìàòðèöü A = {aik}n
m i B = {bkj}p

n íàçèâà¹òüñÿ
ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî¨ äiñòàþòü çà ôîðìóëîþ:

AB =

{
n∑

k=1

aikbkj

}p

m

.
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Îòðèìàííÿ äîáóòêó ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ ¨õ ìíîæåííÿì . Ìíîæèòè ìà-
òðèöi ìîæíà òiëüêè òîäi, êîëè êiëüêiñòü ñòîâïöiâ ïåðøî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹
êiëüêîñòi ðÿäêiâ äðóãî¨ ìàòðèöi. Ç ôîðìóëè ìíîæåííÿ âèïëèâà¹, ùî åëå-
ìåíò cij ìàòðèöi AB ¹ ðåçóëüòàòîì ìíîæåííÿ i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà j-é
ñòîâïåöü ìàòðèöi B çà ïðàâèëîì ñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ âåêòîðiâ: âiäïîâiäíi
åëåìåíòè ðÿäêà i ñòîâïöÿ ìíîæàòüñÿ, à îòðèìàíi äîáóòêè äîäàþòüñÿ îäèí
äî îäíîãî.

Íàïðèêëàä,

 2 −1 5

4 3 −2




5 2

−3 1

4 3

 =

=

 2 · 5− 1 · (−3) + 5 · 4 2 · 2− 1 · 1 + 5 · 3

4 · 5 + 3 · (−3)− 2 · 4 4 · 2 + 3 · 1− 2 · 3

 =

 33 18

3 5

 .

ÌàòðèöÿA−1 íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöiA, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

AA−1 = A−1A = E.

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ A ïîâèííà áóòè êâàäðàòíîþ.

Òåîðåìà 10.1. Íåõàé |A| 6= 0. Òîäi äëÿ ìàòðèöi A = {aij}n
n iñíó¹ îáåðíåíà

ìàòðèöÿ

A−1 =
1
|A|

ÃT , (10.7)

äå Ã � ìàòðèöÿ, ïîáóäîâàíà ç àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi
A: Ã = {Aij}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |A| 6= 0. Çíàéäåìî äîáóòîê ìàòðèöü A i ÃT :

AÃT =

{
n∑

k=1

aikAjk

}
.

ßêùî i 6= j, òî çà ôîðìóëîþ (10.5) ñóìà äîðiâíþ¹ íóëþ, à äëÿ i = j âîíà
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çà ôîðìóëîþ (10.3) ¹ âèçíà÷íèêîì ìàòðèöi A. Òîìó

AÃT =



|A| 0 . . . 0

0 |A| . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . |A|


= |A|E.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ÃT A = |A|E. Òàêèì ÷èíîì,

A
(

1
|A|

ÃT

)
=

(
1
|A|

ÃT

)
A = E.

Çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi âèõîäèòü, ùî
ÃT / |A| ¹ îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ.

Ç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ iñíóâàííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òðåáà, ùîá
ìàòðèöÿ A áóëà íå òiëüêè êâàäðàòíîþ, àëå é íåâèðîäæåíîþ.

Òåîðåìà 10.2. Äëÿ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A îáåðíåíà ìàòðèöÿ ¹äèíà.

Äîâåäåííÿ. Âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé iñíóþòü äâi îáåðíåíi ìàòðèöi äî ìà-
òðèöi A, ÿêi ïîçíà÷èìî A−1 i B. Òîäi AB = E. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè
öi¹¨ ðiâíîñòi íà ìàòðèöþ A−1 çëiâà: A−1A︸ ︷︷ ︸

E

B = A−1E, àáî B = A−1.

Ïðèêëàä 10.2. Äëÿ ìàòðèöi
2 −1 2

4 3 −1

1 2 0


âiäøóêàòè îáåðíåíó ìàòðèöþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 2

4 3 −1

1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 + 16− 6 + 4 = 15.
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Äàëi îá÷èñëèìî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ çàäàíî¨ ìàòðèöi:

A11 =

�
�
�
�
�
�
�

3 −1

2 0

�
�
�
�
�
�
�

= 2, A12 = −

�
�
�
�
�
�
�

4 −1

1 0

�
�
�
�
�
�
�

= −1, A13 =

�
�
�
�
�
�
�

4 3

1 2

�
�
�
�
�
�
�

= 5,

A21 = −

�
�
�
�
�
�
�

−1 2

2 0

�
�
�
�
�
�
�

= 4, A22 =

�
�
�
�
�
�
�

2 2

1 0

�
�
�
�
�
�
�

= −2, A23 = −

�
�
�
�
�
�
�

2 −1

1 2

�
�
�
�
�
�
�

= −5,

A31 =

�
�
�
�
�
�
�

−1 2

3 −1

�
�
�
�
�
�
�

= −5, A32 = −

�
�
�
�
�
�
�

2 2

4 −1

�
�
�
�
�
�
�

= 10, A33 =

�
�
�
�
�
�
�

2 −1

4 3

�
�
�
�
�
�
�

= 10.

Òåïåð ç öèõ àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ Ã i òðàíñïîíó¹ìî
¨¨:

Ã =


2 −1 5

4 −2 −5

−5 10 10

 , ÃT =


2 4 −5

−1 −2 10

5 −5 10

 .

Çà ôîðìóëîþ (10.7) äiñòà¹ìî ìàòðèöþ, îáåðíåíó äî çàäàíî¨ ìàòðèöi:

A−1 =
1
15


2 4 −5

−1 −2 10

5 −5 10

 =


2/15 4/15 -1/3

-1/15 -2/15 2/3

1/3 -1/3 2/3

 .

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÎÏÅÐÀÖIÉ ÍÀÄ ÌÀÒÐÈÖßÌÈ

1◦.
(
AT

)T = A.

2◦. Äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi AT = A.

3◦. A + O = A.

4◦. A + B = B + A.

5◦. (A + B) + C = A + (B + C).
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6◦. (αβ)A = α (βA).

7◦. AE = A, EA = A.

8◦. AB 6= BA.

9◦. A (BC) = (AB)C.

10◦. (A + B)T = AT + BT .

11◦. (αA)T = aAT .

12◦. (AB)T = BT AT .

13◦.
(
A−1

)−1 = A.

14◦.
(
A−1

)T =
(
AT

)−1
.

15◦. (α + β)A = αA + βA.

16◦. α (A + B) = αA + αB.

17◦. A (B + C) = AB + AC, (B + C)A = BA + CA.

18◦. (AB)−1 = B−1A−1.

19◦. ßêùî O � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, òî |O| = 0.

20◦. |E| = 1.

21◦.
∣∣AT

∣∣ = |A|.

22◦. |αA| = αn |A|.

23◦. |AB| = |A| |B|.

24◦.
∣∣A−1

∣∣ = |A|−1
.

Âëàñòèâiñòü AB 6= BA íàçèâà¹òüñÿ íåêîìóòàòèâíiñòþ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü. ßêùî äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü âñå-òàêè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü AB =
= BA, òî ìàòðèöi A i B íàçèâàþòüñÿ êîìóòàòèâíèìè , àáî ïåðåñòàâ-
íèìè .
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10.4 Ðàíã ìàòðèöi

Åëåìåíòè ìàòðèöi, ùî ñòîÿòü íà ïåðåòèíi äåÿêèõ ¨¨ r ðÿäêiâ i r ñòîâïöiâ
óòâîðþþòü êâàäðàòíó ìàòðèöþ ïîðÿäêó r. Âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi íàçè-
âà¹òüñÿ ìiíîðîì r-ãî ïîðÿäêó .

Áàçèñíèì ìiíîðîì r-ãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó,
ÿêùî âií íå äîðiâíþ¹ íóëþ, à âñi ìiíîðè (r + 1)-ãî ïîðÿäêó àáî äîðiâíþþòü
íóëþ, àáî íå iñíóþòü.

Ðàíãîì ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäîê ¨¨ áàçèñíîãî ìiíîðà. Ðàíã ìàòðè-
öi A ïîçíà÷à¹òüñÿ rg A.

Ïðèêëàä 10.3. Âèçíà÷èòè ðàíã ìàòðèöi

A =


1 −2 3 1

−2 4 1 2

−1 2 4 3

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ äâîì, áî ìiíîð, ïîçíà÷åíèé êâà-
äðàòèêîì, äîðiâíþ¹ 5 6= 0; âñi ìiíîðè òðåòüîãî ïîðÿäêó äîðiâíþþòü íóëþ:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 3

−2 4 1

−1 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 1

−2 4 2

−1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 1

−2 1 2

−1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 3 1

4 1 2

2 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

à ìiíîðè ÷åòâåðòîãî é âèùèõ ïîðÿäêiâ íå iñíóþòü. Òîìó âêàçàíèé ìiíîð ¹
áàçèñíèì i ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ éîãî ïîðÿäêó, òîáòî äâîì.

Íåõàé 1, c2, . . ., ck � äåÿêi ðÿäêè (ñòîâïöi) ìàòðèöi ðîçìiðó m × n. �õ
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ âèðàç λ1c1 +λ2c2 + · · ·+λkck, äå λ1,
λ2, . . ., λk � ÷èñëà, ÿêi íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòàìè ëiíiéíî¨ êîìáiíiöi¨
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. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ, ÿêùî âñi ¨¨ êîåôiöi¹í-
òè äîðiâíþþòü íóëþ. Â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó âîíà íàçèâà¹òüñÿ íåòðè-
âiàëüíîþ. Ðÿäêè (ñòîâïöi) 1, c2, . . ., ck íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî íåçàëå-
æíèìè , ÿêùî òiëüêè ¨õ òðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ìîæå äîðiâíþâà-
òè (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

), äå s = n äëÿ ðÿäêiâ i s = m äëÿ ñòîâïöiâ. Â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Òåîðåìà 10.3. Â áóäü-ÿêié ìàòðèöi êîæíèé ðÿäîê ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíà-
öi¹þ ðÿäêiâ, ùî ìiñòÿòü ðÿäêè áàçèñíîãî ìiíîðà ìàòðèöi. Òå æ ñàìå
ñïðàâåäëèâå é äëÿ ñòîâïöiâ.

Òåîðåìà 10.4. Ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ ìà-
òðèöi äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíié êiëüêîñòi ¨¨ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ
i äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi.

Òàê, â ìàòðèöi ç ïðèêëàäó 10.3 ðÿäêè çàëåæíi, áî òðåòié ðÿäîê ¹ ñóìîþ
ïåðøèõ äâîõ. Ñòîâïöi òåæ çàëåæíi; ÿêùî ïîçíà÷èòè i-é ñòîâïåöü ci, òî
çàëåæíîñòi âèðàçÿòüñÿ ôîðìóëàìè

c1 =
4
5
c3 −

7
5
c4, c2 = −8

5
c3 +

14
5

c4.

Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìàòðèöi íàçèâàþòüñÿ
1) ïåðåñòàâëåííÿ äâîõ ðÿäêiâ ìàòðèöi;
2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðÿäêà ìàòðèöi íà äåÿêå ÷èñëî;
3) äîäàâàííÿ äî ðÿäêà ìàòðèöi iíøîãî ðÿäêà, ïîìíîæåíîãî íà äåÿêå

÷èñëî;
4) òàêi æ îïåðàöi¨ äëÿ ñòîâïöiâ.

Òåîðåìà 10.5. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íå çìiíþþòü ðàíãó ìàòðèöi.

Òåîðåìà 10.6. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü áóäü-ÿêà ìà-
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òðèöÿ ìîæå áóòè çâåäåíà äî âèãëÿäó

Â =



α11 ∗ ∗ ∗ ∗ . . . ∗

0 α22 ∗ ∗ ∗ . . . ∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . αrr ∗ . . . ∗

0 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 0



, (10.8)

äå α11 6= 0, α22 6= 0, . . ., αrr 6= 0, ∗ � ÿêiñü ÷èñëà.

Âèñíîâîê 10.1. Îñêiëüêè ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó, ðîçòàøîâàíèé â ëiâîìó
âåðõíüîìó êóòi ìàòðèöi, íå äîðiâíþ¹ 0, à âñi ìiíîðè (r + 1)-ãî ïîðÿäêó

äîðiâíþþòü 0, òî rg Â = rg A = r.

Ïðèêëàä 10.4. Âiäøóêàòè ðàíã ìàòðèöi ç ïðèêëàäó 10.3 çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â ìàòðèöi A äîäàìî äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíîæåíèé
íà 2, à òàêîæ äîäàìî ïåðøèé ðÿäîê äî òðåòüîãî:

1 −2 3 1

0 0 7 4

0 0 7 4

 .

Â îòðèìàíié ìàòðèöi ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê íà −1 i äîäàìî äî òðåòüîãî
ðÿäêà: 

1 −2 3 1

0 0 7 4

0 0 0 0

 .
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Ïåðåñòàâèìî ìiñöÿìè ñòîâïöi, ùîá ïåðøèé ç íèõ ñòàâ òðåòiì:
−2 3 1 1

0 7 0 4

0 0 0 0

 .

Áà÷èìî, ùî ìàòðèöÿ íàáðàëà âèãëÿäó (10.8), ç ÿêîãî äiñòà¹ìî, ùî r = 2 =
= rg A.

10.5 ÑËÀÐ

10.5.1 Îçíà÷åííÿ

Çàãàëüíîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ) íà-
çèâà¹òüñÿ ñòèñòåìà ðiâíÿíü òàêîãî âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(10.9)

äå çìiííi x1, . . ., xn íàçèâàþòüñÿ íåâiäîìèìè (ÿêi òðåáà çíàéòè), ÷èñëà
aij � êîåôiöi¹íòàìè ñèñòåìè, bi � âiëüíèìè ÷ëåíàìè . Ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè (10.9) íàçèâà¹òüñÿ íàáið çíà÷åíü çìiííèõ x1, . . ., xn, ÿêi êîæíå
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ïåðåòâîðþþòü íà ïðàâèëüíó ÷èñëîâó ðiâíiñòü.

Ââåäåìî ìàòðèöþ

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn


,

10.5. ÑËÀÐ



10. Ìàòðèöi, âèçíà÷íèêè, ÑËÀÐ 56

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ñèñòåìè , òà ìàòðèöi-ñòîâïöi íåâiäîìèõ i
âiëüíèõ ÷ëåíiâ, âiäïîâiäíî:

x =



x1

x2

. . .

xn


, b =



b1

b2

. . .

bm


.

Òîäi ñèñòåìó (10.9) ìîæíà çàïèñàòè â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

Ax = b. (10.10)

10.5.2 Ïðàâèëî Êðàìåðà

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (10.10) ç êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ:
m = n. Òàêà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ÑËÀÐ n-ãî ïîðÿäêó .

Òåîðåìà 10.7. ßêùî ìàòðèöÿ ñèñòåìè (10.10) êâàäðàòíà é íåâèðîäæå-
íà, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Ñèñòåìó ç êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

n∑
j=1

aijxj = bi. (10.11)

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (10.11) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè i x1, . . ., xn � îäèí ç òà-
êèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè êîæíîãî ¨¨ k-ãî ðiâíÿííÿ íà
àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ Aik i äîäàìî ðiâíÿííÿ îäíå äî îäíîãî:

n∑
i=1

Aik

n∑
j=1

aijxj =
n∑

j=1

xj

n∑
i=1

aijAik =
n∑

i=1

biAik.

Â öié ðiâíîñòi ñóìà
∑n

i=1 aijAik äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî j 6= k çàâäÿêè (10.6)
i ¹ âèçíà÷íèêîì ∆ = |A| ìàòðèöi ñèñòåìè, ÿêùî j = k. Òîìó âèõîäèòü, ùî

xk∆ =
n∑

i=1

biAik. (10.12)
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Àëå
∑n

i=1 biAik = ∆k, äå

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . b1 . . . a1n

a21 . . . b2 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . b3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� âèçíà÷íèê, ïîáóäîâàíèé çàìiíîþ k-ãî ñòîâïöÿ âèçíà÷íèêà ∆ ñòîâïöåì
âiëüíèõ ÷ëåíiâ. Òîìó ðiâíÿííÿ (10.12) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

xk∆ = ∆k, (10.13)

çâiäêè, âðàõîâóþ÷è, ùî ∆ 6= 0, áî ìàòðèöÿ ñèñòåìè íåâèðîäæåíà, äiñòà¹ìî

xk =
∆k

∆
, k = 1, n. (10.14)

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (10.11) çàïèñó¹òüñÿ ôîðìóëà-
ìè (10.14). Îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè öèõ ôîðìóë îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ
êîåôiöi¹íòàìè i ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ñèñòåìè (10.11), òî òàêèé ðîçâ'ÿçîê
¹äèíèé. Òåïåð äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê. Ïîêàæå-
ìî, ùî òàêèì ðîçâ'ÿçêîì ¹ (10.14). Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî â ñèñòåìó (10.11)
çàìiñòü íåâiäîìèõ ¨õíi âèðàçè ç (10.14), à äàëi ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèêè ∆j

çà j-ì ñòîâïöåì:

n∑
j=1

aij
∆j

∆
=

1
∆

n∑
j=1

aij

n∑
s=1

bsAsj =
1
∆

n∑
s=1

bs

n∑
j=1

aijAsj =

=
1
∆

bi

n∑
j=1

aijAij =
1
∆

bi∆ = bi,

áî âñi äîäàíêè â ñóìi ïî s äîðiâíþþòü íóëþ, êîëè s 6= i i ëèøå äëÿ s = i
âiäïîâiäíèé äîäàíîê ¹ âèçíà÷íèêîì ìàòðèöi ñèñòåìè.

Âèçíà÷íèê ∆ íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì âèçíà÷íèêîì ñèñòåìè, à âèçíà-
÷íèêè ∆j , j = 1, n � äîïîìiæíèìè . Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (10.11) çà ôîð-
ìóëàìè (10.14) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëîì Êðàìåðà .
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Ïðèêëàä 10.5. Ðîçâ'ÿçàòè (ÿêùî öå ìîæëèâî) ñèñòåìó 2x1 + 3x2 = 1,

5x1 − 4x2 = 14,

çà ïðàâèëîì Êðàìåðà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
2 3

5 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = −8− 15 = −23.

Îñêiëüêè ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ñèñòåìó ìîæíà
ðîçâ'ÿçàòè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà. Îá÷èñëèìî äîïîìiæíi âèçíà÷íèêè:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3

14 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = −4− 42 = −46, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 1

5 14

∣∣∣∣∣∣∣ = 28− 5 = 23.

Çà ôîðìóëàìè (10.14) çíàõîäèìî

x1 =
−46
−23

= 2,

x2 =
23
−23

= −1.

Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàê çâàíó ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè,
ÿêà äîïîâíþ¹ ìàòðèöþ A ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ:

A =



a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn bm

.


Ñèñòåìà (10.9) íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ õî÷à á îäèí

ðîçâ'ÿçîê. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó âîíà íàçèâà¹òüñÿ íåñóìiñíîþ.
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Òåîðåìà 10.8 (Êðîíåêåðà-Êàïåëëi). Çàãàëüíà ÑËÀÐ ¹ ñóìiñíîþ òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi: rg A = rg A.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè (10.9) iñíó¹ àëãîðèòì, ÿêèé íå òiëüêè äîçâî-
ëÿ¹ çíàéòè ¨¨ ðîçâ'ÿçêè (íàâiòü, êîëè ¨õ íåñêií÷åííà ìíîæèíà), àëå é âè-
ÿâèòè íåñóìiñíiñòü ñèñòåìè òà îá÷èñëèòè ðàíã ¨¨ ìàòðèöi. Öåé àëãîðèòì
íàçèâà¹òüñÿ àëãîðèòìîì Ãàóññà , àáî àëãîðèòìîì ïîñëiäîâíîãî âè-
êëþ÷åííÿ íåâiäîìèõ . Ïåðåä éîãî çàñòîñóâàííÿì âñi ðÿäêè é ñòîâïöi
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi, äî ÿêî¨ çàñòîñîâó¹òüñÿ àëãîðèòì Ãàóññà, ââàæàþòüñÿ
íåâèáðàíèìè.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÃÀÓÑÑÀ (ÏÐßÌÈÉ ÕIÄ)

1) ßêùî ∀(i, j) aij = 0, òî àëãîðèòì çàêií÷åíî. Â ñóïðîòèâíî-
ìó âèïàäêó ïåðåéòè äî ï. 2.

2) ßêùî â ïîòî÷íié ìàòðèöi çàëèøèâñÿ òiëüêè îäèí íåâèáðà-
íèé ðÿäîê, òî ïåðåéòè äî ï. 5; â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó ïå-
ðåéòè äî ï. 3.

3) Â íåâèáðàíîìó ðÿäêó âèáðàòè aij 6= 0 i äî êîæíîãî k-ãî ç
íåâèáðàíèõ ðÿäêiâ, êðiì i-ãî, äîäàòè i-é ðÿäîê, ïîìíîæå-
íèé íà −akj/aij . Â ðåçóëüòàòi â êîæíîìó (êðiì i-ãî) k-ìó ç
íåâèáðàíèõ ðÿäêiâ íà j-ìó ìiñöi áóäå ñòîÿòè íóëü:

aij (−akj/aij) + akj = 0.

Ïiñëÿ öèõ îá÷èñëåíü i-é ðÿäîê i j-é ñòîâïåöü ââàæàþòüñÿ
âèáðàíèìè.

4) Ïåðåéòè äî ï. 2.

5) Ïåðåñòàâèòè âèáðàíi ðÿäêè é ñòîâïöi ìàòðèöi òàê, ùîá âè-
áðàíi ðÿäêè éøëè çâåðõó âíèç, à âèáðàíi ñòîâïöi � çëiâà
íàïðàâî â òîìó ïîðÿäêó, â ÿêîìó âîíè âèáèðàëèñü.

Â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìà Ãàóññà ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòå-
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ìè ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ñòóïií÷àñòó ìàòðèöþ

c11 c12 . . . c1r c1r+1 . . . c1n d1

0 c22 . . . c2r c2r+1 . . . c2n d2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 crr crr+1 . . . crn dr

0 0 0 0 0 . . . 0 dr+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 0 . . . 0 dm



, (10.15)

ïðè÷îìó, c11 6= 0, . . ., crr 6= 0. Îñêiëüêè âèêîðèñòîâóþòüñÿ òiëüêè åëåìåí-
òàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi, ÿêi íå çìiíþòü ðàíãó ìàòðèöi, òî ðàíã ñòóïií-
÷àñòî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Ç âèãëÿäó ñòóïií÷àñòî¨ ìàòðèöi (10.15) âèïëèâà¹, ùî ðàíã ìàòðèöi A
ñèñòåìè äîðiâíþ¹ r, áî áàçèñíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ñòî¨òü â ¨¨ âåðõíüîìó
ëiâîìó êóòi. ßêùî dr+1 = . . . = dm = 0, òî i ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi
äîðiâíþ¹ r i òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ñèñòåìà ñóìiñíà.

ßêùî æ, õî÷à á îäèí ç åëåìåíòiâ ìàòðèöi dr+1, . . ., dm íå äîðiâíþ¹ 0,
òî ñèñòåìà íå ñóìiñíà. Â öüîìó âèïàäêó àëãîðèòì Ãàóññà äàëi íå çàñòîñî-
âó¹òüñÿ.

Íåõàé ñèñòåìà ñóìiñíà, òîáòî dr+1 = . . . = dm = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî
îñòàííi ðÿäêè ìàòðèöi (10.15) ç (r + 1)-ãî ïî m-é íóëüîâi. Âiäêèíåìî ¨õ, áî
¨ì âiäïîâiäàþòü ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ç íóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íóëüîâèìè
âiëüíèìè ÷ëåíàìè. Ïåðøèì ðÿäêàì ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü,
åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (10.9):

c11x
′
1 + c12x

′
2 + . . . + c1rx

′
r = d1 − c1r+1x

′
r+1 − . . .− c1nx′n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cr−1r−1x
′
r−1 + cr−1rx

′
r = d2 − cr−1r+1x

′
r+1 − . . .− cr−1nx′n,

crrx
′
r = dr − crr+1x

′
r+1 − . . .− crnx′n.

(10.16)
Íåâiäîìi ñòàëè øòðèõîâàíèìè, áî â ðåçóëüòàòi ïåðåñòàâëÿííÿ ñòîâïöiâ, íå-
âiäîìà x1, íàïðèêëàä, ìîæå çàéíÿòè òðåòþ ïîçèöiþ, à íå ïåðøó i ò.ï. Íå-
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âiäîìi x′1, . . ., x′r íàçèâàþòü áàçèñíèìè , à íåâiäîìi x′r+1, . . ., x′n � âiëü-
íèìè . Âiäøóêàííÿ íåâiäîìèõ âèêîíó¹ äðóãà ÷àñòèíà àëãîðèòìó Ãàóññà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÃÀÓÑÑÀ (ÇÂÎÐÎÒÍÈÉ ÕIÄ)

• Ç îñòàííüîãî ðÿäêà ñèñòåìè (10.16) âèðàçèòè x′r ÷åðåç âiëüíi
íåâiäîìi x′r+1, . . ., x′n.

• Ïiäñòàâèòè îòðèìàíèé â ïîïåðåäíüîìó ï. âèðàç â ïåðåä-
îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10.16) çàìiñòü íåâiäîìî¨ x′r i âè-
ðàçèòè íåâiäîìó x′r−1 ÷åðåç âiëüíi íåâiäîìi.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• Ïiäñòàâèòè îòðèìàíi â ïîïåðåäíiõ ï. âèðàçè â ïåðøå ðiâíÿ-
ííÿ ñèñòåìè (10.16) çàìiñòü íåâiäîìèõ x′r, . . ., x′2 i âèðàçèòè
íåâiäîìó x′1 ÷åðåç âiëüíi íåâiäîìi.

Îòðèìàíi âèðàçè áàçèñíèõ íåâiäîìèõ ÷åðåç âiëüíi íåâiäîìi ââàæàþòüñÿ
çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (10.9). Íàäàþ÷è çíà÷åíü âiëüíèì çìiííèì i
îá÷èñëþþ÷è ç îòðèìàíèõ âèðàçiâ áàçèñíi çìiííi, ìîæíà äiñòàòè áóäü-ÿêèé
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè. Î÷åâèäíî, òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ áóäå íåñêií÷åííà ìíîæè-
íà (îñêiëüêè âiëüíi çìiííi ìîæíà áðàòè áóäü- ÿêèìè, à âîíè ¹ ÷àñòèíîþ
ðîçâ'ÿçêó), ÿêùî r < n.

ßêùî r = n, âèðàçè áàçèñíèõ íåâiäîìèõ ÷åðåç âiëüíi íåâiäîìi ¹ ïðîñòî
÷èñëàìè i òîìó çäîáóòèé òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê � ¹äèíèé.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðèöi

C =


c11 . . . c1r

. . . . . . . . . . . . .

0 . . . crr

 , C1 =


c1r+1 . . . c1n

. . . . . . . . . . . . . . .

crr+1 . . . crn

 ,

y =


x′1

· · ·

x′r

 , z =


x′r+1

· · ·

x′n

 , d =


d1

· · ·

dr

 ,

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (10.16), ÿêùî âií iñíó¹, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

y = C−1 (d−C1z) . (10.17)
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Ïðèêëàä 10.6. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì Ãàóññà ÑËÀÐ
x1 + 3x2 − 2x3 = 5,

2x1 − 2x2 + 5x3 = −7,

4x1 + 4x2 + x3 = 3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêëàäåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè
1 3 −2 5

2 −2 5 −7

4 4 1 3


i, âèêîðèñòîâóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, çâåäåìî ¨¨ äî ñòóïií÷àñòîãî
âèãëÿäó. Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi íà −2 i äîäàìî äî
äðóãîãî, à òàêîæ ïîìíîæèìî ïåðøèé ðÿäîê íà −4 i äîäàìî äî òðåòüîãî:

1 3 −2 5

0 −8 9 −17

0 −8 9 −17

 .

Äàëi ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê îòðèìàíî¨ ìàòðèöi íà −1 i äîäàìî äî òðå-
òüîãî: 

1 3 −2 5

0 −8 9 −17

0 0 0 0

 .

Îòðèìàëè ìàòðèöþ âèãëÿäó (10.15), ç ÿêîãî âèäíî, ùî ðàíã ìàòðèöi
ñèñòåìè i ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 2. Òàêèì ÷èíîì, çàäàíà ñèñòåìà
ñóìiñíà. Áàçèñíèé ìiíîð îáîõ ìàòðèöü çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìö
êóòi îòðèìàíî¨ ìàòðèöi è òîìó íåâiäîìi x1 i x2 ¹ áàçèñíèìè, à íåâiäîìà
x3 � âiëüíîþ. Îòðèìàíié ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ ÑËÀÐ, åêâiâàëåíòíà çàäàíié
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ñèñòåìi (äèâ. ÑËÀÐ (10.16)): x1 + 3x2 − 2x3 = 5,

−8x2 + 9x3 = −17,

àáî  x1 + 3x2 = 5 + 2x3,

−8x2 = −17− 9x3,

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî âèðàç äëÿ x2 ó âèãëÿäi

x2 = (17 + 9x3)/8.

Ïiäñòàâëÿþ÷è éîãî â ïåðøå ðiâíÿííÿ çàìiñòü x2 äiñòà¹ìî

x1 +
3(17 + 9x3)

8
= 5 + 2x3,

8x1 + 51 + 27x3 = 40 + 16x3,

8x1 = −11− 11x3,

x1 = −11
8

(1 + x3).

Çàïèøåìî îòðèìàíi âèðàçè áàçèñíèõ íåâiäîìèõ ÷åðåç âiëüíi:

x1 = −11
8

(1 + x3),

x2 =
1
8
(17 + 9x3).

Öi âèðàçè i ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè.
Ìîæíà çàïèñàòè öåé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi (10.17): x1

x2

 =

 1 3/8

0 -1/8




 5

−17

−

 −2

9

 x3

 ,
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äå

C−1 =

 1 3/8

0 -1/8

 =

 1 3

0 −8


−1

, C1 =

 −2

9

 ,

d =

 5

−17

 , z = x3.

Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè êâàäðàòíà i íåâèðîäæåíà. Òîäi ðiâíÿííÿ (10.10)
ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, ïîìíîæèâøè îáèäâi éîãî ÷àñòèíè íà ìàòðèöþ, îáåðíåíó
äî ìàòðèöi A:

A−1Ax = A−1b.

Îñêiëüêè A−1A = E, òî
x = A−1b.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÑËÀÐ òðåáà ïîìíîæèòè ñòîâïåöü âiëüíèõ
÷ëåíiâ çëiâà íà ìàòðèöþ A−1. Òàêèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè íàçèâà¹-
òüñÿ ìàòðè÷íèì .

Ïðèêëàä 10.7. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü
2x1 − x2 + 2x3 = 45,

4x1 + 3x2 − x3 = −30,

x1 + 2x2 = 15.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä
2 −1 2

4 3 −1

1 2 0

 .
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�¨ îáåðíåíà ìàòðèöÿ áóëà çíàéäåíà â ïðèêëàäi 10.2, à ñòîâïåöü âiëüíèõ
÷ëåíiâ ¹ 

45

−30

15

 .

Òîìó ìàòðè÷íèé ìåòîä äà¹
x1

x2

x3

 =


2/15 4/15 -1/3

-1/15 -2/15 2/3

1/3 -1/3 2/3




45

−30

15

 =

=


6− 8− 5

−3 + 4 + 10

15 + 10 + 10

 =


−7

11

35

 .

ßêùî â ñèñòåìi (10.10) b 6= 0, òî ÑËÀÐ íàçèâà¹òüñÿ íåîäíîðiäíîþ. Â
ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó âîíà íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç îäíîðiäíèìè ÑËÀÐ. Òàêà ñèñòåìà çà-
ïèñó¹òüñÿ ÿê

Ax = 0 (10.18)

i çàâæäè ìà¹ îäèí ðîçâ'ÿçîê: x = 0, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿòðèâiàëüíèì . Íå-
òðèâiàëüíèì íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê x 6= 0. ßê áóëî ïîêàçàíî, ÿêùî ðàíã
ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ, îäíîðiäíà ÑËÀÐ ìà¹ ¹äèíèé i
òîìó òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Òåîðåìà 10.9. Íåõàé ìàòðèöÿ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ ìà¹ ðàíã r < n. Òîäi
ñèñòåìà ìà¹ áåçëi÷ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç ìiðêóâàíü, ïîäàíèõ ïiñëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè
(10.16) ìåòîäîì Ãàóññà. Âîíè ñïðàâåäëèâi íå îãëÿäàþ÷èñü íà îäíîðiäíiñòü
÷è íåîäíîðiäíiñòü ñèñòåìè.
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Òåîðåìà 10.10. Íåõàé â îäíîðiäíié ÑËÀÐ êiëüêiñòü ðiâíÿíü ìåíø, íiæ
êiëüêiñòü íåâiäîìèõ (m < n). Òîäi ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Â òàêîìó ðàçi, î÷åâèäíî, ùî rg A < n, i ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè
âèïëèâà¹ øóêàíå.

Òåîðåìà 10.11. Îäíîðiäíà ÑËÀÐ ç êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ A ìà¹ ¹äèíèé
òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè |A| 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî |A| = 0, òîáòî ¹äèíèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó
ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 0, òî rg A < n i ç ïîïåðåäíiõ òåîðåì âèõîäèòü, ùî
ñèñòåìà (10.18) ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîñòàòíiñòü. Äëÿ |A| 6= 0 ç òåîðåìè (10.7) âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé, òîäi îáîâ'ÿçêîâî òðèâiàëüíèé, áî îñòàííié çàâæäè
¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.

10.5.3 Ãåîìåòðè÷íi iíòåðïðåòàöi¨ ÑËÀÐ

Ðîçãëÿíåìî ÑËÀÐ 2-ãî ïîðÿäêó a11x1 + a12x2 = b1,

a21x2 + a22x2 = b2,
(10.19)

ïðè÷îìó, a2
11+a2

12 6= 0, a2
21+a2

22 6= 0. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ax+by = c, a2+b2 6=
6= 0, ¹ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi xOy, òî ðiâíÿííÿ, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ
ñèñòåìà (10.19), ¹ ðiâíÿííÿìè ïðÿìèõ íà ïëîùèíi x1Ox2. ßêùî ãîëîâíèé
âèçíà÷íèê ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ çà ïðàâèëîì Êðàìåðà

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
,

äå

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣ , ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣ .

Òî÷êà (∆1/∆,∆2/∆) ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó ïðÿìèõ, ðiâíÿííÿ ÿêèõ ñêëàäàþòü
ñèñòåìó (10.19). ßêùî æ ∆ = 0, òî ìîæëèâi äâà âèïàäêè: àáî ∆1 = ∆2 = 0,
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àáî ∆1 6= 0 ∨∆2 6= 0. Â ïåðøîìó âèïàäêó

∆ = 0 ⇐⇒ a11a22 = a21a12,

∆1 = 0 ⇐⇒ b1a22 = b2a12,

∆2 = 0 ⇐⇒ b1a21 = b2a11.

Íåõàé, íàïðèêëàä, a11 6= 0. Òîäi

a22 =
a21

a11
a12, b2 =

a21

a11
b1,

àáî
a22 = ka12, b2 = kb1, (10.20)

äå
k =

a21

a11
. (10.21)

Ç (10.21) âèïëèâà¹, ùî a21 = ka11. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi i ðiâíîñòåé (10.20) âèõî-
äèòü, ùî äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ¹ ðåçóëüòàòîì ìíîæåííÿ ïåðøîãî ðiâíÿ-
ííÿ íà ÷èñëî k. Òàêèì ÷èíîì, öi ðiâíÿííÿ åêâiâàëåíòíi i âèçíà÷àþòü îäíó
é òó ñàìó ïðÿìó, àáî ùå êàæóòü, ùî ïðÿìi, âiäïîâiäíi ñèñòåìi (10.19), çái-
ãàþòüñÿ. Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ¹ íåñêií÷åííà ìíîæèíà òî÷îê, ðîçòàøîâàíèõ
íà ïðÿìié.

Â äðóãîìó âèïàäêó, êîëè, íàïðèêëàä, ∆1 6= 0, ç ðiâíÿííÿ (10.13) äëÿ
k = 1 îòðèìó¹ìî íåìîæëèâó ðiâíiñòü x10 = ∆1 6= 0. Òîìó â äàíîìó âèïàäêó
ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹. Ãåîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî ïðÿìi, âiäïîâiäíi
ðiâíÿííÿì ñèñòåìè, ïàðàëåëüíi îäíà îäíié.

Ñôîðìóëþ¹ìî âñå ñêàçàíå â êîìïàêòíié ôîðìi.

1) ßêùî ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (10.19) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê; ïðÿ-
ìi, âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿì ñèñòåìè, ïåðåòèíàþòüñÿ.

2) ßêùî ∆ = ∆1 = ∆2 = 0, òî ñèñòåìà (10.19) ìà¹ áåçëi÷
ðîçâ'ÿçêiâ; ïðÿìi, âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿì ñèñòåìè, çáiãàþòüñÿ.

3) ßêùî ∆ = 0, ∆1 6= 0∨∆2 6= 0, òî ñèñòåìà (10.19) ðîçâ'ÿçêiâ
íå ìà¹; ïðÿìi, âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿì ñèñòåìè, ïàðàëåëüíi.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ ñèñòåìè òðåòüîãî ïîðÿäêó
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3,
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a2
i1 + a2

i2 + a2
i3 6= 0, i = 1, 2, 3, êîæíå ç ðiâíÿíü ÿêî¨ ¹ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè ó

òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêi âèñíîâêè.

1) ßêùî ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (10.19) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê; ïëî-
ùèíè, âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿì ñèñòåìè, ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè-
÷îìó, ¹ ¹äèíà òî÷êà, ñïiëüíà âñiì ïëîùèíàì âîäíî÷àñ.

2) ßêùî ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0, òî ñèñòåìà (10.19) àáî ìà¹
áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ (ïëîùèíè, âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿì ñèñòåìè,
àáî çáiãàþòüñÿ, àáî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié), àáî çîâñiì
íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ (ïëîùèíè, âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿì ñèñòåìè,
ïàðàëåëüíi, ïðè÷îìó, ìîæóòü ïàðàìè çáiãàòèñü).

3) ßêùî ∆ = 0, ∆1 6= 0 ∨∆2 6= 0 ∨∆3 6= 0, òî ñèñòåìà (10.19)
ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹; ïëîùèíè, âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿì ñèñòåìè,
íå ìàþòü òî÷êè, ùî íàëåæèòü âñiì ïëîùèíàì âîäíî÷àñ.
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Çâè÷àéíî òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí íåâiäîìi, îñêiëüêè ¨õ âèìiðþâàííÿ
íåòî÷íi. Íàâiòü òî÷íå ÷èñëî π â ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêàõ áåðåòüñÿ ç äåÿêèì
íàáëèæåííÿì. Áiëüø òîãî ñêií÷åííèì äåñÿòêîâèì äðîáîì ìîæíà çàïèñàòè
ëèøå òàêi çâè÷àéíi äðîáè, â ÿêèõ çíàìåííèê ìiñòèòü òiëüêè ïðîñòi ìíî-
æíèêè 2 i 5. Òîìó â iíøèõ âèïàäêàõ äîâîäèòüñÿ çàñòîñîâóâàòè íàáëèæåíå
çíà÷åííÿ ÷èñëà ó âèãëÿäi ñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî äðîáó, ùî ìiñòèòü îáìå-
æåíó êiëüêiñòü öèôð, íàâiòü ÿêùî âîíî ïîäà¹òüñÿ íåñií÷åííèì äåñÿòêîâèì
äðîáîì. Çíà÷åííÿ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí, îòðèìàíèõ ç åêñïåðèìåíòiâ , òåæ íà-
çèâàþòü íàáëèæåíèìè âåëè÷èíàìè.

11.1 Àáñîëþòíà ïîõèáêà

Ïîçíà÷èìî a òî÷íå, i a � íàáëèæåíå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè. Àáñîëþòíîþ
ïîõèáêîþ ∆ íàáëèæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëü ðiçíèöi òî÷íîãî i íàáëèæå-
íîãî çíà÷åíü âåëè÷èíè:

∆
4
= |a− a| .

Îñêiëüêè òî÷íå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè a çâè÷àéíî íåâiäîìî, òî âåëè÷èíó ∆
îöiíþþòü, âèõîäÿ÷è ç ìîæëèâîñòåé âèìiðþâàëüíèõ ïðèëàäiâ:

∆ ≤ ∆,

äå ∆ � àáñîëþòíà ïîõèáêà ïðèëàäà. ×èñëî ∆ òåæ íàçèâàþòü àáñîëþòíîþ
ïîõèáêîþ íàáëèæåííÿ âåëè÷èíè a i öåé ôàêò çàïèñóþòü òàê:

a = a±∆.

Ç óìîâè |a− a| ≤ ∆ âèïëèâà¹, ùî a−∆ ≤ a ≤ a + ∆.

Ïðèêëàä 11.1. Âiäîìî, ùî äèíàìîìåòð âèìiðþ¹ ñèëó ç òî÷íiñòþ äî
0,01 Í. Ñòðiëêà ïîêàçàëà 10 Í. Òîäi øóêàíà ñèëà çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
f = 10± 0, 01H.

69
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Àáñîëþòíà ïîõèáêà íåäîñòàòíüî õàðàêòåðèçó¹ ÿêiñòü íàáëèæåííÿ. ßêùî
âîíà äîðiâíþ¹ 1 ì äëÿ âèìiðþâàííÿ âiäñòàíi ìiæ äâîìà ìiñòàìè i äîðiâíþ¹
1ì äëÿ âèìiðþâàííÿ âiäñòàíi ìiæ äâîìà äîìàìè, òî íàòóðàëüíî ââàæàòè,
ùî â ïåðøîìó âèïàäêó âèìiðþâàííÿ òî÷íiøå.

11.2 Âiäíîñíà ïîõèáêà

Âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ δ íàáëèæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿ àáñîëþòíî¨
ïîõèáêè äî ìîäóëÿ òî÷íîãî çíà÷åííÿ âåëè÷èíè:

δ
4
=

∆
|a|

.

Îñêiëüêè ∆ i a çâè÷àéíî íåâiäîìi, âèêîðèñòîâóþòü âåëè÷èíó

δ
4
=

∆
|a|

,

ÿêó òåæ íàçèâàþòü âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ.
Iíîäi â õàðàêòåðèñòèöi ïðèëàäà, çàçíà÷àþòü íå àáñîëþòíó, à âiäíîñíó

ïîõèáêó, ÿêó âií äîïóñêà¹. Âiäíîñíó ïîõèáêó çâè÷àéíî âèìiðþþòü ó %.

Ïðèêëàä 11.2. Âiäñòàíü ìiæ ïðîòèëåæíèìè ìåæàìè ìiñòà äîðiâíþ¹
s = 30± 0, 001 êì. Òîäi âiäíîñíà ïîõèáêà öi¹¨ âåëè÷èíè ¹

δ =
0, 001

30
=

1
30000

≈ 0, 000033; δ ≈ 0, 0033 %.

Ïðèêëàä 11.3. Âiäñòàíü ìiæ äîìàìè äîðiâíþ¹ l = 10 ± 1 ì. Âiäíîñíà
ïîõèáêà ¹

δ =
1
10

; δ = 10 %.

11.3 Çàïèñ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ÷èñåë

Çíà÷óùèìè öèôðàìè öiëîãî ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ âñi éîãî öèôðè, êðiì
íóëiâ, ðîçòàøîâàíèõ â êiíöi ÷èñëà, ÿêùî âîíè ñòîÿòü çàìiñòü íåâiäîìèõ
àáî âiäêèíóòèõ öèôð. Çíà÷óùi öèôðè áóäåìî ïîçíà÷àòè ïiäêðåñëþâàííÿì:
1234, 1200 (ÿêùî ÷èñëî òî÷íå), 1200 (ÿêùî ÷èñëî îêðóãëåíå).

Çíà÷óùèìè öèôðàìè äåñÿòêîâîãî äðîáó íàçèâàþòüñÿ âñi éîãî öè-
ôðè, êðiì íóëiâ, ðîçòàøîâàíèõ ëiâiøå ïåðøî¨ öèôðè, ùî íå äîðiâíþ¹ íó-
ëåâi: 4, 321, 0, 0170.

11.2. Âiäíîñíà ïîõèáêà
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Öèôðà äåÿêîãî äåñÿòêîâîãî ðîçðÿäó â çàïèñó íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ
÷èñëà íàçèâà¹òüñÿ âiðíîþ, ÿêùî àáñîëþòíà ïîõèáêà íàáëèæåííÿ íå ïåðå-
âèùó¹ îäèíèöi öüîãî ðîçðÿäó.

Ñóìíiâíèìè íàçèâàþòüñÿ âñi öèôðè íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ ÷èñëà,
ðîçòàøîâàíi ïðàâiøå îñòàííüî¨ âiðíî¨ öèôðè.

Ïðèêëàä 11.4. Íåõàé a = 4, 63 ± 0, 05. Çíàéòè âiðíi é ñóìíiâíi öèôðè
íàáëèæåííÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç çàïèñó âåëè÷èíè âiõîäèòü, ùî 4, 58 ≤ a ≤ 4, 68. Öèôðà 6
âiðíà, îñêiëüêè ∆ = 0, 05 < 0, 1. Öèôðà 4 òåæ âiðíà. Öèôðà 3 ñóìíiâíà, áî
∆ = 0, 05 > 0, 01. Òîáòî, çà íàáëèæåííÿ ìîæíà âçÿòè 4, 6.

11.4 Îêðóãëåííÿ

Íåõàé ïîäàíå ÷èñëî
a1a2 . . . anbc1 . . . cm,

ÿêå òðåáà îêðóãëèòè äî n çíà÷óùèõ öèôð. Íàçâè: an � îñòàííÿ öèôðà, ùî
çáåðiãà¹òüñÿ; b � ïåðøà öèôðà, ùî âiäêèäà¹òüñÿ.

Îêðóãëåííÿ âèêîíóþòü çà òàêèì ïðàâèëîì. Öèôðè b, c1, ... , cm çàìi-
íþþòü íóëÿìè, à äàëi, ÿêøî

1) b < 5, òî an íå çìiíþ¹òüñÿ: 13246 ≈ 13000; 0, 24786 ≈ 0, 2;
2) b > 5, òî an çáiëüøó¹òüñÿ íà îäèíèöþ: 14751 ≈ 15000; 0, 0248 ≈

≈ 0, 025;
3) b = 5 i ∃ (i) ci 6= 0, òî an çáiëüøó¹òüñÿ íà îäèíèöþ: 13501 ≈

≈ 14000; 0, 02753 ≈ 0, 028;
4) b = 5 i c1 = · · · = cm = 0, òî an íå çìiíþ¹òüñÿ, ÿêùî âîíà ïàðíà

i çáiëüøó¹òüñÿ íà 1, ÿêùî âîíà íåïàðíà: 13500 ≈ 14000; 12500 ≈ 12000;
0, 025 ≈ 0, 02; 0, 075 ≈ 0, 08.

11.5 Äi¨ íàä íàáëèæåíèìè âåëè÷èíàìè

11.5.1 Äîäàâàííÿ é âiäíiìàííÿ íàáëèæåíèõ âåëè÷èí

ßêùî íàáëèæåíi âåëè÷èíè a i b äîäàþòüñÿ àáî âiäíiìàþòüñÿ, ¨õíi àáñîëþòíi
ïîõèáêè äîäàþòüñÿ:

∆a+b = ∆a−b = ∆a + ∆b, (11.1)

11.4. Îêðóãëåííÿ
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à âiäíîñíi ïîõèáêè îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

δa+b =
∆a + ∆b∣∣a + b

∣∣ ,

δa−b =
∆a + ∆b∣∣a− b

∣∣ . (11.2)

Ç ðiâíîñòi (11.1) âèïëèâà¹, ùî òî÷íiñòü äîäàâàííÿ é âiäíiìàííÿ âèçíà-
÷à¹òüñÿ òî÷íiñòþ íàéìåíø òî÷íèõ äîäàíêiâ.

Ç ôîðìóëè (11.2) âèõîäèòü, ùî âiäíiìàííÿ áëèçüêèõ çà âåëè÷èíîþ ÷èñåë
ìîæå ïðèçâåñòè äî iñòîòíî¨ âòðàòè òî÷íîñòi.

Ïðàâèëî äëÿ ïiäðàõóâàííÿ âiðíèõ öèôð äëÿ äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ
íàáëèæåíèõ ÷èñåë, â çàïèñó ÿêèõ âñi öèôðè âiðíi:

1) âèëó÷èòè äîäàíîê ç íàéìåíøîþ êiëüêiñòþ âiðíèõ öèôð;
2) îêðóãëèòè ðåøòó äîäàíêiâ, çàëèøàþ÷è â êîæíîìó íà îäèí äåñÿòêî-

âèé çíàê áiëüøå, íiæ ó âèëó÷åíîìó äîäàíêó;
3) âèêîíàòè äîäàâàííÿ àáî âiäíiìàííÿ, âðàõîâóþ÷è âñi çíàêè, ùî çáå-

ðiãëèñÿ;
4) îêðóãëèòè ðåçóëüòàò äî ïåðåäîñòàííüîãî çíàêà.

Ïðèêëàä 11.5. Äîäàòè é âiäíÿòè íàáëèæåíi âåëè÷èíè

a = 2, 386± 0, 002, b = 8, 42± 0, 03.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî äîäàâàííÿ: a+b = 2, 386+8, 42 = 10, 806. Çíàéäå-
ìî àáñîëþòíó i âiäíîñíó ïîõèáêè ñóìè: ∆a+b = ∆a + ∆b = 0, 032; δa+b =
= 0, 032/10, 806 = 0, 003. Òàêèì ÷èíîì, a + b = 10, 81 ± 0, 03. Òåïåð âè-
êîíà¹ìî âiäíiìàííÿ: a − b = 2, 386 − 8, 42 = −6, 034 i çíàéäåìî àáñîëþ-
òíó i âiäíîñíó ïîõèáêè ðiçíèöi: δa−b = 0, 032/6, 034 = 0, 0053. Âèõîäèòü
a− b = −6, 03± 0, 03.

Ïðèêëàä 11.6. Íåõàé a = 2, 386; b = 8, 4. Âèçíà÷èòè âiðíi öèôðè äëÿ
ñóìè öèõ âåëè÷èí.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèëó÷à¹ìî íàéìåíø òî÷íèé äîäàíîê b i îêðóãëÿ¹ìî
a = 2, 39. Âèêîíó¹ìî äîäàâàííÿ: a + b = 10, 79. Îêðóãëÿ¹ìî ðåçóëüòàò:
a + b = 10, 8.

11.5. Äi¨ íàä íàáëèæåíèìè âåëè÷èíàìè
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11.5.2 Ìíîæåííÿ é äiëåííÿ íàáëèæåíèõ âåëè÷èí

ßêùî íàáëèæåíi âåëè÷èíè a i b ìíîæàòüñÿ àáî äiëÿòüñÿ, ¨õíi âiäíîñíi ïî-
õèáêè äîäàþòüñÿ:

δab = δa/b = δa + δb. (11.3)

Íàçâåìî âåëè÷èíè, íàä ÿêèìè âèêîíóþòüñÿ àðèìåòè÷íi äi¨, îïåðàíäà-
ìè .

Ïðàâèëî äëÿ ïiäðàõóâàííÿ âiðíèõ öèôð äëÿ ìíîæåííÿ é äiëåííÿ íà-
áëèæåíèõ ÷èñåë, â çàïèñó ÿêèõ âñi öèôðè âiðíi:

1) âèëó÷èòè îïåðàíä ç íàéìåíøîþ êiëüêiñòþ âiðíèõ öèôð;
2) îêðóãëèòè ðåøòó îïåðàíäiâ, çàëèøàþ÷è â êîæíîìó íà îäèí äåñÿòêî-

âèé çíàê áiëüøå, íiæ ó âèëó÷åíîìó îïåðàíäi;
3) âèêîíàòè ìíîæåííÿ àáî äiëåííÿ, âðàõîâóþ÷è âñi çíàêè, ùî çáåðiãëè-

ñÿ;
4) çáåðiãòè â îòðèìàíîìó ðåçóëüòàòi ñòiëüêè çíà÷óùèõ öèôð, ñêiëüêè ¨õ

ìà¹ âèëó÷åíèé îïåðàíä.

Ïðèêëàä 11.7. Ïîìíîæèòè íàáëèæåíi âåëè÷èíè a = 3, 746± 0, 002; b =
= 4, 87± 0, 01.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. âiäíîñíi ïîõèáêè çàäàíèõ âåëè÷èí δa = 0, 002/3, 746 = 0, 0005;
δb = 0, 01/4, 87 = 0, 002. Çà ôîðìóëîþ (11.3) äiñòà¹ìî âiäíîñíó ïîõèá-
êó äîáóòêó δab = 0, 0005 + 0, 002 = 0, 0025. Òîäi àáñîëþòíà ïîõèáêà ñòà-
íîâèòü ∆ab =

∣∣ab
∣∣ δab = 18, 24302 · 0, 0025 = 0, 05. Òàêèì ÷èíîì, ab =

= 18, 24± 0, 05.

Ïðèêëàä 11.8. Íåõàé a = 3, 75; b = 4, 9. Âèçíà÷èòè âiðíi öèôðè äëÿ
äîáóòêó öèõ âåëè÷èí.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèëó÷à¹ìî íàéìåíø òî÷íèé äîäàíîê b i îêðóãëÿ¹ìî
a = 3, 75. Âèêîíó¹ìî ìíîæåííÿ: ab = 18, 375. Îêðóãëÿ¹ìî ðåçóëüòàò: ab =
= 18, 4.

11.5.3 Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ

Âiäíîñíà ïîõèáêà ñòåïåíÿ:
δan = nδa.

Âiäíîñíà ïîõèáêà êîðåíÿ:

δ n
√

a =
1
n

δa.

11.5. Äi¨ íàä íàáëèæåíèìè âåëè÷èíàìè
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Â ðåçóëüòàòi ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ i äîáóâàííÿ êîðåíÿ òðåáà çáåðiãàòè
ñòiëüêè çíà÷óùèõ öèôð, ñiëüêè ¨õ ìà¹ âiäïîâiäíî îñíîâà ñòåïåíÿ i ïiäêîðå-
íåâå ÷èñëî.

Ïðè îá÷èñëåííi ïðîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ òðåáà çáåðiãàòè íà îäíó öèôðó
áiëüøå, íiæ â ðîçãëÿíóòèõ âèùå ïðàâèëàõ, ïðè÷îìó, â îñòàòî÷íîìó ðåçóëü-
òàòi çàïàñíó öèôðó íå âðàõîâóâàòè.

Ïðèêëàä 11.9. Çíàéòè

d =
ab + c

b2 − 4c
,

äå a = 0, 25± 0, 01; b = 0, 375± 0, 003; c = 0, 218± 0, 002.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî ìíîæåííÿ â ÷èñåëüíèêó:

δa =
0, 01
0, 25

= 0, 04; δb =
0, 003
0, 375

= 0, 008; δab = δa + δb = 0, 048;

ab = 0, 09375; ∆ab =
∣∣ab

∣∣ δab = 0, 09375 · 0, 048 = 0, 0045;
ab = 0, 0938± 0, 0045.

Âèêîíà¹ìî äîäàâàííÿ â ÷èñåëüíèêó:

∆ab+c = ∆ab + ∆c = 0, 0045 + 0, 002 = 0, 0065;

ab + c = 0, 0938 + 0, 218 = 0, 3118; δab+c =
0, 0065
0, 3118

= 0, 021;

ab + c = 0, 3118± 0, 0021.

Âèêîíà¹ìî ïiäíåñåííÿ äî êâàäðàòà:

δb2 = 2δb = 2 · 0, 008 = 0, 016; b
2

= 0, 140625;

∆b2 = 0, 140625 · 0.016 = 0, 023; b2 = 0, 1406± 0, 0023.

Âèêîíà¹ìî âiäíiìàííÿ â çíàìåííèêó:

∆b2−4c = ∆b2 + 4∆c = 0, 0023 + 0, 008 = 0, 0103;

b
2 − 4c = 0, 1406− 4 · 0, 218 = −0, 7314; δb2−4c =

0, 01
0, 731

= 0, 014;

b2 − 4c = −0, 731± 0, 010.

11.5. Äi¨ íàä íàáëèæåíèìè âåëè÷èíàìè
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Íàðåøòi îá÷èñëþ¹ìî âåëè÷èíó d äiëåííÿì:

δd = δab+c + δb2−4c = 0, 021 + 0, 014 = 0, 035;

d =
ab + c

b
2 − 4c

=
0, 3118
−0, 7314

= −0, 42630571; ∆d =
∣∣d∣∣ δd = 0, 015;

d = −0, 43± 0, 02.

11.5. Äi¨ íàä íàáëèæåíèìè âåëè÷èíàìè
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