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Ðîçäië 1 Âåêòîðíà àëãåáðà òà àíàëiòè÷íà

ãåîìåòðiÿ â ïðîãðàìi ç âèùî¨ ìàòåìàòèêè

1. Âåêòîðè. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè.
2. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ.
3. Òåîðåìè ðîçêëàäó âåêòîðiâ íà ïëîùèíi i â ïðîñòîði.
4. Ëiíiéíî íåçàëåæíi ñèñòåìè âåêòîðiâ. Áàçèñ. Îðòîíîðìîâà-

íèé áàçèñ.
5. Êóò ìiæ âåêòîðàìè. Ñèñòåìè êîîðäèíàò.
6. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â R3 i éîãî âëàñòèâîñòi.
7. Äîâæèíà âåêòîðà. Âiäñòàíü.
8. Âåêòîðíèé äîáóòîê. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi.
9. Ìiøàíèé äîáóòîê i éîãî âëàñòèâîñòi.
10. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ðiâíÿíü ç äâîìà i òðüîìà çìiííèìè. Àë-

ãåáðà¨÷íi ëiíi¨ é ïîâåðõíi.
11. Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi.
12. Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè é ïðÿìî¨ â ïðîñòîði (âåêòîðíà é êîîðäè-

íàòíà ôîðìè).
13. Ëiíi¨ é ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó, ¨õ êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ é

âëàñòèâîñòi.
14. Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè.
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2 Âåêòîðíà àëãåáðà

2.1 Âåêòîðè é âiäíîøåííÿ ìiæ íèìè

Âåêòîðîì íàçèâà¹òüñÿ âiäðiçîê, êiíöi ÿêîãî âçÿòi â ïåâíîìó ïîðÿäêó:
îäèí êiíåöü ââàæà¹òüñÿ ïåðøèì i íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîì âåêòîðà, à äðó-
ãèé êiíåöü � êiíöåì âåêòîðà. Âåêòîðè ïîçíà÷àþòüñÿ àáî îäíi¹þ áóêâîþ:
a, àáî äâîìà: AB, äå A � ïî÷àòîê, à B � êiíåöü âåêòîðà (ðèñ. 2.1). Âåêòîð
íàïðÿìëåí âiä ïî÷àòêó äî ñâîãî êiíöÿ.

Âåêòîð íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì , ÿêùî éîãî ïî÷àòîê i êiíåöü çáiãàþòüñÿ.
Íóëüîâèé âåêòîð íå ìà¹ âèçíà÷åíîãî íàïðÿìó i ïîçíà÷à¹òüñÿ 0.

Äîâæèíîþ |a| âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ âiäñòàíü ìiæ éîãî ïî÷àòêîì i
êiíöåì. Äîâæèíà íóëüîâîãî âåêòîðà äîðiâíþ¹ íóëåâi: |0| = 0.

Âåêòîðè a i b äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó i çàïèñóþòü a = b, ÿêùî îäèí
ç íèõ ìîæíà äiñòàòè ç äðóãîãî ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì (ðèñ. 2.1). ßêùî
âåêòîðè äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó, òî âîíè îäíàêîâî íàïðÿìëåíi i ìàþòü
îäíàêîâó äîâæèíó.

Âåêòîðè a i b íàçèâàþòü êîëiíåàðíèìè i ïè-

a

A B

Ðèñ. 2.1: a = AB

øóòü a‖b , ÿêùî âîíè ðîçòàøîâàíi íà ïàðàëåëüíèõ
ïðÿìèõ, çîêðåìà íà îäíié i òié ñàìié ïðÿìié. Íó-
ëüîâèé âåêòîð ìîæíà ââàæàòè êîëiíåàðíèì áóäü-
ÿêîìó âåêòîðó.

Êîëiíåàðíi âåêòîðè a i b íàçèâàþòü ñïiâíà-
ïðÿìëåíèìè i ïèøóòü a ↑↑ b, ÿêùî ïiñëÿ ñóìi-
ùåííÿ ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì ïî÷àòêiâ âåêòîðiâ
¨õíi êiíöi ðîçòàøóþòüñÿ ç îäíîãî áîêó âiä ¨õ ñïiëü-

íîãî ïî÷àòêó (ðèñ. 2.2).
ßêùî êiíöi âåêòîðiâ ðîçòàøóþòüñÿ ïî ðiçíi áîêè âiä ¨õ ñïiëüíîãî ïî-

÷àòêó (ðèñ. 2.2), òî âåêòîðè íàçèâàþòü ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèìè i
ïèøóòü a ↑↓ b. Íóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ââàæàòè ÿê ñïiâíàïðÿìëåíèì, òàê
i ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèì áóäü-ÿêîìó âåêòîðó.
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b

b

ca

Ðèñ. 2.2: b ↑↑ c, a ↑↓ b

Âåêòîðè a, b i c íàçèâàþòü êîìïëàíàðíèìè , ÿêùî âîíè ìiñòÿòüñÿ
â ïàðàëåëüíèõ ïëîùèíàõ, çîêðåìà â îäíié i òié ñàìié ïëîùèíi (ðèñ. 2.3).
Íóëüîâèé âåêòîð ìîæíà ââàæàòè êîìïëàíàðíèì áóäü-ÿêèì äâîì âåêòîðàì.

2.2 Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè

Ëiíiéíèìè îïåðàöiÿìè íàä âåêòîðàìè íàçèâàþòüñÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
âåêòîðiâ i ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

Äîäàâàííÿ âåêòîðà a äî âåêòîðà b çà ïðà- a

b

c

Ðèñ. 2.3:

âèëîì òðèêóòíèêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òðå-
áà ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì ñóìiñòèòè êiíåöü âå-
êòîðà a ç ïî÷àòêîì âåêòîðà b i ïðîâåñòè âåêòîð
ç ïî÷àòêó âåêòîðà a â êiíåöü âåêòîðà b (ðèñ.
2.4, à)). Ïîáóäîâàíèé òàêèì ÷èíîì âåêòîð íà-
çèâà¹òüñÿ ñóìîþ âåêòîðiâ a i b i ïîçíà÷à¹òüñÿ
a + b. Òàêèì ÷èíîì ìîæíà äîäàâàòè áóäü-ÿêi
âåêòîðè.

Äîäàâàííÿ âåêòîðà a äî âåêòîðà b çà ïðà-
âèëîì ïàðàëåëîãðàìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òðå-
áà ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì ñóìiñòèòè ïî÷àòêè âåêòîðiâ a i b i ïðîâåñòè
âåêòîð-äiàãîíàëü ç ¨õ ñïiëüíîãî ïî÷àòêó. Öåé âåêòîð áóäå ñóìîþ âåêòîðiâ
a i b (ðèñ. 2.4, á)). Çà ïðàâèëîì ïàðàëåëîãðàìà ìîæíà äîäàâàòè òiëüêè
íåêîëiíåàðíi âåêòîðè.

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÎÏÅÐÀÖI� ÄÎÄÀÂÀÍÍß ÂÅÊÒÎÐIÂ

1◦. a + 0 = a.

2◦. a + b = b + a.

2.2. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè
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a b

a + b
a + b

a

b

à) á)

Ðèñ. 2.4: Ïðàâèëà: à) òðèêóòíèêà, á) ïàðàëåëîãðàìà

3◦. a + (b + c) = (a + b) + c.

Äîâåäåííÿ âèõîäèòü ç ðèñ. 2.5.

a + b c

a

b

(a + b) + c = a + (b + c)

b + c

Ðèñ. 2.5:

4 ◦. a‖b =⇒ (a + b) ‖a,b, ïðè÷îìó, ÿêùî a ↑↑ b, òî (a + b) ↑↑ a,b i
|a + b| = |a| + |b|, à, ÿêùî a ↑↓ b, òî a + b ¹ ñïiâíàïðÿìëåíèì ç ìàêñè-
ìàëüíèì çà äîâæèíîþ âåêòîðîì a àáî b i |a + b| = ||a| − |b||.

Âåêòîðîì −a, ïðîòèëåæíèì âåêòîðó a, íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð, äëÿ ÿêî-
ãî 1) (−a)↑↓ a, 2) |−a| = |a| (ðèñ. 2.6).

2.2. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè



2. Âåêòîðíà àëãåáðà 9

a

−a

Ðèñ. 2.6: Âåêòîð −a

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÂÅÊÒÎÐÀ −a

1 ◦. Äëÿ îòðèìàííÿ âåêòîðà −a òðåáà ó âåêòîði a ïîìiíÿòè ìiñöÿìè
ïî÷àòîê i êiíåöü.

2◦. − (−a) = a.

3◦. a + (−a) = 0.

4◦. a = −a ⇐⇒ a = 0.

Ðiçíèöåþ a − b âåêòîðiâ a i b íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð, äëÿ ÿêîãî a =
= b + (a− b).

Òåîðåìà 2.1. ßêùî ñóìiñòèòè ïî÷àòêè âåêòîðiâ a i b i ïðîâåñòè âå-
êòîð c ç êiíöÿ âåêòîðà b â êiíåöü âåêòîðà a, òî òàêèé âåêòîð áóäå ði-
çíèöåþ âåêòîðiâ a i b (ïðàâà ÷àñòèíà ðèñ. 2.7).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, b + c = a i òîìó c = a− b.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ îòðèìàííÿ âåêòîðà a− b òðåáà äî âåêòîðà a äîäàòè
âåêòîð −b (ðèñ. 2.7).

Äîâåäåííÿ. b + [a + (−b)] = b + [(−b) + a] = [b + (−b)] + a = 0 + a =
= a.

Òåîðåìà 2.3. Ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

||a| − |b|| ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b| .

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi ñòîðií òðèêóòíèêà: äîâæèíà ñòîðîíè
òðèêóòíèêà ìåíø, íiæ ñóìà äîâæèí äâîõ iíøèõ ñòîðií, àëå áiëüø, íiæ
ìîäóëü ¨õíüî¨ ðiçíèöi.

2.2. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè
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−b
b

a + (−b) c = a− b
a

Ðèñ. 2.7: a− b = a + (−b)

a
3
2a

− 1
2a

Ðèñ. 2.8: Äîáóòîê âåêòîðà íà ÷èñëî

Äîáóòêîì âåêòîðà a íà ÷èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð λa òàêèé, ùî
1) |λa| = |λ| |a|, 2) (λa) ‖a, ïðè÷îìó, ÿêùî λ > 0, òî (λa) ↑↑ a, à ÿêùî λ < 0,
òî (λa) ↑↓ a.

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÄÎÁÓÒÊÓ ÂÅÊÒÎÐÀ ÍÀ ×ÈÑËÎ

1◦. λa = 0 ⇐⇒ λ= 0 ∨ a = 0.

Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: λa = 0 ∧ λ 6= 0 ∧ a 6= 0. Òîäi
|λa| = |λ| |a| 6= 0. Öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî λa � íóëüîâèé âåêòîð.
Äîñòàòíiñòü î÷åâèäíà.

2◦. (−1)a = −a.

Âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ âåêòîðà −a.

3◦. λ (µa) = (λµ)a.

Äëÿ λ = 0 ∨ µ = 0 ∨ a = 0 ðiâíiñòü î÷åâèäíà. Ðîçãëÿíåìî iíøi äâi
ìîæëèâîñòi. Íåõàé ñïî÷àòêó 1) λµ > 0. Òîäi λ (µa) ↑↑ a∧ (λµ)a ↑↑ a. Òåïåð
íåõàé 2) λµ < 0. Òîäi λ (µa) ↑↓ a ∧ (λµ)a ↑↓ a. Â îáîõ âèïàäêàõ |λ (µa)| =
= |λ| |µa| = |λ| |µ| |a| = |λµ| |a| = |(λµ)a|.

4◦. (λ+ µ)a = λa + µa.

2.2. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè
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Äëÿ λ = −µ ∨ λµ = 0 ∨ a = 0 ðiâíiñòü î÷åâèäíà. Ðîçãëÿíåìî äâi
ìîæëèâîñòi. Íåõàé ñïî÷àòêó 1) λµ > 0. Òîäi |(λ+ µ)a| = |λ+ µ| |a| =
= (|λ|+ |µ|) |a| = |λ| |a| + |µ| |a| = |λa| + |µa| = |λa + µa|, ïðè÷îìó, äëÿ
λ > 0 ∧ µ > 0 ìà¹ìî (λ+ µ)a ↑↑ a ∧ (λa + µa) ↑↑ a, à äëÿ λ < 0 ∧ µ < 0
ìà¹ìî (λ+ µ)a ↑↓ a ∧ (λa + µa) ↑↓ a. Òåïåð íåõàé 2) λµ < 0 ∧ |λ| >
> |µ| (äëÿ âèçíà÷åíîñòi). Òîäi |(λ+ µ)a| = |λ+ µ| |a| = (|λ| − |µ|) |a| =
= |λ| |a| − |µ| |a| = |λa| − |µa| = |λa + µa|, ïðè÷îìó, (λ+ µ)a ↑↑
↑↑ λa ∧ (λa + µa) ↑↑ λa.

5◦. λ (a + b) = λa + λb.

Ðîçãëÿíåìî (ðèñ. 2.9) äâà ãîìîòåòè÷íèõ òðèêóòíèêà: 4OAB i
4OA′B′ ç êîåôiöi¹íòîì ãîìîòåòi¨ λ < 0.

O

A

B

A′

a + b λ(a + b) = λa + λb

a

λa

b

λb

B′

Ðèñ. 2.9: λ(a + b) = λa + λb

Çà çàêîíàìè ãîìîòåòi¨ OA′ = −λOA, OB′ = −λOB, A′B′ = −λAB.
Àëå OA + AB = a + b = OB, OA′ + A′B′ = λa + λb = OB′ = λOB =
= λ(a + b). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ äëÿ λ > 0 i a ‖ b.

6◦. ßêùî a‖b i a 6= 0, òî iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî λ òàêå, ùî b = λa, ïðè÷îìó,

λ =
{

|b| / |a| , b ↑↑ a,
− |b| / |a| , b ↑↓ a.

Î÷åâèäíî. Íàïðèêëàä, äëÿ b ↑↑ a ìà¹ìî∣∣∣∣ |b||a|a
∣∣∣∣ = |b|

|a|
|a|= |b| , |b|

|a|
a ↑↑ a =⇒|b|

|a|
a ↑↑ b.

2.2. Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè
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�äèíiñòü ÷èñëà λ äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé iñíó¹ ÷èñëî µ 6= λ
òàêå, ùî b = µa. Âiäíiìåìî îñòàííþ ðiâíiñòü âiä ðiâíîñòi b = λa, âèéäå
0 = (λ− µ)a. Îñêiëüêè µ 6= λ, òî âèõîäèòü, ùî a = 0. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi
âëàñòèâîñòi.

Âïðàâà 2.1. Ðîçøèðèòè ïðàâèëî òðèêóòíèêà äî ïðàâèëà ìíîãîêóòíèêà
äëÿ äîäàâàííÿ áiëüø, íiæ äâîõ âåêòîðiâ.

Âïðàâà 2.2. Íåõàé a i b íåêîëiíåàðíi i BC = 4(βa − b), AB = αa/2,
CD = −4βb, DA = a + αb. Çíàéòè α òà β i äîâåñòè, ùî BC‖DA.

Âïðàâà 2.3. Òðè âåêòîðè a, b i c ¹ ñòîðîíàìè òðèêóòíèêà. Âèðàçèòè
ìåäiàíè òðèêóòíèêà çà äîïîìîãîþ öèõ âåêòîðiâ.

Âïðàâà 2.4. Äëÿ óìîâè ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i âèðàçèòè ìåäiàíè òðèêóòíè-
êà òiëüêè ÷åðåç äâà âåêòîðè: a é b.

2.3 Òåîðåìè ðîçêëàäó

Ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, . . . ,ak íàçèâà¹òüñÿ âèðàç

λ1a1 + · · ·+ λkak,

äå λ1, . . . , λk � äiéñíi ÷èñëà, ÿêi íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨ . Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ, ÿêùî âñi ¨¨
êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëåâi; â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó âîíà íàçèâà¹òüñÿ
íåòðèâiàëüíîþ.

ßêùî âåêòîð a ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, . . . ,ak, òî êàæóòü,
ùî âií ðîçêëàäà¹òüñÿ çà öèìè âåêòîðàìè. Âèðàç

a = λ1a1 + · · ·+ λkak

íàçèâàþòü ðîçêëàäîì âåêòîðà a çà âåêòîðàìè a1, . . . ,ak, ÷èñëà λ1, . . . , λk �
êîåôiöi¹íòàìè ðîçêëàäó .

Òåîðåìà 2.4 (ðîçêëàäó íà ïðÿìié). Áóäü-ÿêèé âåêòîð, êîëiíåàðíèé íåíó-
ëüîâîìó âåêòîðó, ðîçêëàäà¹òüñÿ çà îñòàííiì i òàêèé ðîçêëàä ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âåêòîð a1 6= 0, à âåêòîð a‖a1. Ç âëàñòèâîñòi 6 äîáóòêó
âåêòîðà íà ÷èñëî âèõîäèòü, ùî iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî λ1 òàêå, ùî a = λ1a1.

Òåîðåìà 2.5 (ðîçêëàäó íà ïëîùèíi). Áóäü-ÿêèé âåêòîð, êîìïëàíàðíèé
äâîì íåêîëiíåàðíèì âåêòîðàì, ðîçêëàäà¹òüñÿ çà íèìè i òàêèé ðîçêëàä
¹äèíèé.

2.3. Òåîðåìè ðîçêëàäó
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé âåêòîðè a, a1, a2 êîìïëàíàðíi, ïðè÷îìó, âåêòîðè a1 i a2

íåêîëiíåàðíi. Ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì ñóìiñòèìî ïî÷àòêè öèõ âåêòîðiâ â
òî÷öi O (ðèñ. 2.10).

a1O

M P

N

a

a2

Ðèñ. 2.10: Ðîçêëàä íà ïëîùèíi

×åðåç êiíåöü P âåêòîðà a ïðîâåäåìî ïðÿìi, ïàðàëåëüíi âåêòîðàì a1

i a2. ßêùî âåêòîðè a1 i a2 íå ïåðåòèíàþòüñÿ ç ïðÿìèìè, ïðîäîâæèìî
¨õ äî ïåðåòèíó ç öèìè ïðÿìèìè i íåõàé N � òî÷êà ïåðåòèíó âåêòîðà a1

àáî éîãî ïðîäîâæåííÿ ç ïðÿìîþ, à M � òàêà æ òî÷êà äëÿ a2. ×îòèðèêó-
òíèê OMPN � ïàðàëåëîãðàì. Òîäi, îñêiëüêè MP ‖ a1, NP ‖ a2, äiñòà¹ìî
MP =λa1, NP = µa2. Çâiäñè é âèõîäèòü ðîçêëàä âåêòîðà a çà âåêòîðàìè
a1 i a2:

a = OM + ON = MP + NP = λa1 + µa2.

Äîâåäåìî, ùî öåé ðîçêëàä ¹äèíèé. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: âåêòîð a
ìà¹ ùå îäèí ðîçêëàä:

a = αa1 + βa2,

ïðè÷îìó, íàïðèêëàä, α 6= λ. Âiäíiìåìî îñòàííi äâà ðiâíÿííÿ:

0 = (λ− α)a1 + (µ− β)a2.

Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî

a1 = − (µ− β)
(λ− α)

a2.

Öå ñóïåðå÷èòü íåêîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ a1 i a2.

Òåîðåìà 2.6 (ðîçêëàäó ó ïðîñòîði). Áóäü-ÿêèé âåêòîð ðîçêëàäà¹òüñÿ çà
òðüîìà íåêîìïëàíàðíèìè âåêòîðàìè i òàêèé ðîçêëàä ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âåêòîðè a1, a2, a3 íåêîìïëàíàðíi, à âåêòîð a � áóäü-
ÿêèé. Ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì ñóìiñòèìî ïî÷àòêè öèõ âåêòîðiâ â òî÷öi O
(ðèñ. 2.11).

2.3. Òåîðåìè ðîçêëàäó



2. Âåêòîðíà àëãåáðà 14

O

K

P

N

a3

a2

a1

a

M

Ðèñ. 2.11: Ðîçêëàä ó ïðîñòîði

×åðåç êiíåöü K âåêòîðà a ïðîâåäåìî ïðÿìó, ïàðàëåëüíó a3 äî ïåðåòèíó
ç ïëîùèíîþ, â ÿêié ðîçòàøîâàíi âåêòîðè a1i a2 (a1 i a2 íåêîëiíåàðíi). Íåõàé
P � òî÷êà ïåðåòèíó. Âåêòîð OP êîìïëàíàðíèé íåêîëiíåàðíèì âåêòîðàì
a1 i a2. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ âií ìà¹ ðîçêëàä çà öèìè âåêòîðàìè:
a = λa1 + µa2. Îñêiëüêè PK ‖ a3, òî PK = ρa3. Òîäi a = OP + PK =
= λa1 + µa2 + ρa3.

Äîâåäåìî, ùî öåé ðîçêëàä ¹äèíèé. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: âåêòîð a
ìà¹ ùå îäèí ðîçêëàä:

a = αa1 + βa2 + γa3,

ïðè÷îìó, íàïðèêëàä, α 6= λ. Âiäíiìåìî îñòàííi äâà ðiâíÿííÿ:

0 = (λ− α)a1 + (µ− β)a2 + (ρ− γ)a3.

Âèõîäèòü òàêà ðiâíiñòü:

a1 = − (µ− β)
(λ− α)

a2 −
(ρ− γ)
(λ− α)

a3. (2.1)

ßêùî âåêòîðè a2 i a3 êîëiíåàðíi, òî ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ¨ì òåæ
êîëiíåàðíà. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð a1 êîëiíåàðíèé âåêòîðàì a2 i a3. Òîäi
âií ¨ì i êîìïëàíàðíèé.

ßêùî a2 ∦ a3, òî ïðàâà ÷àñòèíà (2.1) íàëåæèòü òié ñàìié ïëîùèíi, ÿêié
íàëåæàòü âåêòîðè a2 i a3, ÿêùî ñóìiñòèòè ¨õ ïî÷àòêè. Òàêèì ÷èíîì, âå-

2.3. Òåîðåìè ðîçêëàäó
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êòîðè a1, a2 i a3 êîìïëàíàðíi. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè i äîâîäèòü
¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

Âåêòîðè a1,a2, . . . ,an íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè , ÿêùî òiëü-
êè ¨õ òðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó. Â ñóïðî-
òèâíîìó âèïàäêó âîíè íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî çàëåæíèìè . ßêùî âåêòîðè
ëiíiéíî çàëåæíi, âiäøóêà¹òüñÿ ¨õ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ, ùî äî-
ðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó:

λ1a1+λ2a2+ . . .+λnan = 0. (2.2)

Öå îçíà÷à¹, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ (íàïðèêëàä,
λ1) íå äîðiâíþ¹ íóëåâi. Òîäi âåêòîð a1 ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç iíøi âåêòîðè:

a1 = −λ2

λ1
a2 − . . .− λn

λ1
an, (2.3)

òîáòî äiñòàòè éîãî ëiíiéíó çàëåæíiñòü âiä öèõ âåêòîðiâ. ßêùî æ âåêòîðè ëi-
íiéíî íåçàëåæíi, çðîáèòè öå íå âäàñòüñÿ, áî â ðiâíîñòi (2.2) âñi êîåôiöi¹íòè
ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äîðiâíþþòü íóëåâi.

Òåîðåìà 2.7. Ñèñòåìà ç îäíîãî âåêòîðà ëiíiéíî çàëåæíà òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè öåé âåêòîð íóëüîâèé.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü â äàíîìó âèïàäêó îçíà÷à¹,
ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü λ1a1 = 0, ïðè÷îìó λ1 6= 0. Òîäi a1 = 0.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé a1 = 0. Òîäi íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîðiâ-
íþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó: 1 ·a1 = 0. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âåêòîð a1 óòâîðþ¹
çàëåæíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ.

Âèñíîâîê 2.1. Äëÿ âåêòîðiâ íà ïðÿìié ñèñòåìà ç îäíîãî âåêòîðà òîäi
é òiëüêè òîäi áóäå ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, êîëè öåé âåêòîð íåíóëüîâèé.

Â ìåòîäè÷íèõ ðåêîìåíäàöiÿõ [5] äîâåäåíi òàêi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.8. Äâà âåêòîðè íà ïëîùèíi ëiíiéíî çàëåæíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè êîëiíåàðíi.

Âèñíîâîê 2.2. Äâà âåêòîðè íà ïëîùèíi ëiíiéíî íåçàëåæíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè íåêîëiíåàðíi.

Òåîðåìà 2.9. Òðè âåêòîðè â ïðîñòîði ëiíiéíî çàëåæíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè êîìïëàíàðíi.

2.3. Òåîðåìè ðîçêëàäó
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Âèñíîâîê 2.3. Òðè âåêòîðè â ïðîñòîði ëiíiéíî-íåçàëåæíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè íåêîìïëàíàðíi.

Ç ðîçãëÿíóòèõ òâåðäæåíü ìîæíà çðîáèòè ùå îäèí âèñíîâîê: íà ïðÿìié,
ïëîùèíi àáî â ïðîñòîði áóäü-ÿêèé âåêòîð ìîæíà ðîçêëàñòè çà âiäïîâiäíîþ
ëiíiéíî-íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ.

Âïðàâà 2.5. Ðîçêëàñòè âåêòîð s = a + b + c ïî òðüîì íåêîìïëàíàðíèì
âåêòîðàì m = a + b− 2c, n = a− b, p = 2b + 3c.

Âïðàâà 2.6. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ñèñòåìà ç n ≥ 4 âåêòîðiâ ëiíiéíî
çàëåæíà.

Âïðàâà 2.7. Âiäîìi ðîçêëàäè äâîõ âåêòîðiâ p i q ïî òðüîì íåêîìïëàíàð-
íèì âåêòîðàì a, b i c:

p = α1a + β1b + γ1c,

q = α2a + β2b + γ2c.
(2.4)

ßêà çàëåæíiñòü ïîâèííà iñíóâàòè ìiæ êîåôiöi¹íòàìè öèõ ðîçêëàäiâ,
ÿêùî 1) p = q, 2) a‖b, 3) |p| = |q|?

2.4 Áàçèñè

Êóò â,b ìiæ âåêòîðàìè a i b (ðèñ. 2.12) îçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:
1) êóò íå âèçíà÷åíèé, ÿêùî a = 0, àáî b = 0; 2) êóò äîðiâíþ¹ íàéìåíøî-
ìó íåâiä'¹ìíîìó êóòó ìiæ ïðÿìèìè, íà ÿêèõ ðîçòàøîâàíi âåêòîðè, ÿêùî
ñóìiñòèòè ¨õíi ïî÷àòêè.

b

a

â,b

Ðèñ. 2.12: Êóò ìiæ âåêòîðàìè

2.4. Áàçèñè
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ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊÓÒÀ ÌIÆ ÂÅÊÒÎÐÀÌÈ

1◦. 0 ≤ â,b ≤ π.

2◦. â,b = b̂,a.

3◦. â,b = 0 ⇐⇒ a ↑↑ b.

4◦. â,b = π ⇐⇒ a ↑↓ b.

Áàçèñîì íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ óïîðÿäêîâàíèõ âå-
êòîðiâ.

Ç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹, ùî áàçèñîì íà ïðÿìié ¹ áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé
âåêòîð e, ùî íàëåæèòü öié ïðÿìié. Áàçèñ ïîçíà÷à¹òüñÿ
< e > i âåêòîð e íàçèâà¹òüñÿ áàçèñíèì .

Íà ïëîùèíi áàçèñîì ¹ áóäü-ÿêà ïàðà íåêîëiíåàðíèõ óïîðÿäêîâàíèõ âå-
êòîðiâ, ùî íàëåæàòü öié ïëîùèíi. Áàçèñ íà ïëîùèíi ïîçíà÷à¹òüñÿ< e1, e2 >,
äå e1, e2 � íåêîëiíåàðíi âåêòîðè, ÿêi íàçèâàþòü áàçèñíèìè . Ç óïîðÿä-
êîâàíîñòi âåêòîðiâ áàçèñó âèïëèâà¹, ùî íà ïëîùèíi áàçèñè < e1, e2 > i
< e2, e1 > � ðiçíi. Íåõàé ïî÷àòêè âåêòîðiâ e1 i e2 ñóìiùåíi ïàðàëåëüíèì
ïåðåíîñîì i ϕ � êóò ïîâîðîòó (ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè) âåêòîðà e1 äî
ñóìiùåííÿ ç âåêòîðîì e2. ßêùî 0 < ϕ < π, òî áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì ,
à äëÿ −π < ϕ < 0 áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì (ðèñ. 2.13).

e1

e2

ϕ
e2

e1

ϕ

à) á)

Ðèñ. 2.13: Áàçèñè íà ïëîùèíi: à) ïðàâèé, á) ëiâèé

Âiçüìåìî óïîðÿäêîâàíó òðiéêó âåêòîðiâ a, b i c, ïî÷àòêè ÿêèõ ñóìiùåíi
ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì. Òàêà òðiéêà âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ, ÿêùî
ç êiíöÿ âåêòîðà c ïîâîðîò âiä âåêòîðà a äî âåêòîðà b íà êóò â,b ñïîñòåðiãà-
¹òüñÿ âèêîíóâàíèì ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó
òðiéêà âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ.

Â ïðîñòîði áàçèñîì ¹ òðiéêà áóäü-ÿêèõ óïîðÿäêîâàíèõ íåêîìïëàíàðíèõ
âåêòîðiâ: < e1, e2, e3 >. Öi âåêòîðè íàçèâàþòü áàçèñíèìè . Âðàõîâóþ÷è

2.4. Áàçèñè
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óïîðÿäêîâàíiñòü áàçèñíèõ âåêòîðiâ, ç òðüîõ íåêîìïëàíàðíèõ âåêòîðiâ ìî-
æíà ñêëàñòè øiñòü ðiçíèõ áàçèñiâ. Áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì , ÿêùî éîãî
âåêòîðè óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ, i ëiâèì � ÿêùî ëiâó (ðèñ. 2.14).
I íà ïëîùèíi, i â ïðîñòîði çâè÷àéíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðàâi áàçèñè.

e1
e2

e3

e2
e1

e3

à) á)

Ðèñ. 2.14: Áàçèñè â ïðîñòîði: à) ïðàâèé, á) ëiâèé

Çà òåîðåìîþ ïðî ðîçêëàä âåêòîðà ó ïðîñòîði âèõîäèòü, ùî áóäü-ÿêèé
âåêòîð a ó ïðîñòîði ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèì çà âåêòîðàìè áàçèñó:

a = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3,

i òàêèé ðîçêëàä ¹äèíèé. Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëþ¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà
âiäïîâiäíiñòü ìiæ âåêòîðàìè â ïðîñòîði i òðiéêàìè ÷èñåë (λ1, λ2, λ3). Öå
äîçâîëÿ¹ ââåñòè ¾äóæêîâèé çàïèñ âåêòîðà¿:

a = (λ1, λ2, λ3)
4
= λ1e1 + λ2e2 + λ3e3.

Àíàëîãi÷íî çàïèñóþòüñÿ âåêòîðè íà ïëîùèíi:

a = (λ1, λ2)
4
= λ1e1 + λ2e2.

×èñëà λ1, λ2, λ3 íàçèâàþòü êîìïîíåíòàìè àáî êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
a.

ÏÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÈÉ ÇÀÏÈÑ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒÅÉ ÂÅÊÒÎÐIÂ
I ËIÍIÉÍÈÕ ÎÏÅÐÀÖIÉ ÍÀÄ ÍÈÌÈ

Íåõàé â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi < e1, e2, e3 > çàäàíi äâà âåêòîðè a =
= (λ1, λ2, λ3) i b = (µ1, µ2, µ3).

2.4. Áàçèñè
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1◦. Äëÿ äîäàâàííÿ (âiäíiìàííÿ) äâîõ âåêòîðiâ a i b òðåáà äîäàòè (âiäíÿòè)
¨õíi âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè:

a± b = (λ1 ± µ1, λ2 ± µ2, λ3 ± µ3) .

Äiéñíî,

a± b = (λ1e1 + λ2e2 + λ3e3)± (µ1e1 + µ2e2 + µ3e3) =
= (λ1 ± µ1) e1 + (λ2 ± µ2) e2 + (λ3 ± µ3) e3 =
= (λ1 ± µ1, λ2 ± µ2, λ3 ± µ3) .

2◦. Äëÿ ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî òðåáà íà öå ÷èñëî ïîìíîæèòè âñi
éîãî êîìïîíåíòè:

λa = (λλ1, λλ2, λλ3) .

Äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíié âëàñòèâîñòi.

3◦. Âåêòîð òîäi é òiëüêè òîäi ìà¹ íóëüîâi êîìïîíåíòè, êîëè âií íóëüîâèé:

a = 0 ⇐⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0.

Íåîáõiäíiñòü. ßêùî z = (0, 0, 0), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà a ìà¹ìî

z + a = (0 + λ1, 0 + λ2, 0 + λ3) = (λ1, λ2, λ3) = a.

À öå îçíà÷à¹, ùî z = 0.
Äîñòàòíiñòü. Äëÿ íóëüîâîãî âåêòîðà äiñòà¹ìî:

0 = a− a = (λ1 − λ1, λ2 − λ2, λ3 − λ3) = (0, 0, 0).

4◦. Âåêòîðè òîäi é òiëüêè òîäi äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó, êîëè ìàþòü
îäíàêîâi âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè:

a = b ⇐⇒ λ1 = µ1, λ2 = µ2, λ3 = µ3.

Äiéñíî,

a = b ⇐⇒ a− b = 0 ⇐⇒ (λ1 − µ1, λ2 − µ2, λ3 − µ3) = (0, 0, 0) .

Òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹, ùî λ1 − µ1 = 0, λ2 − µ2 = 0,
λ3 − µ3 = 0, i, òàêèì ÷èíîì, λ1 = µ1, λ2 = µ2, λ3 = µ3.

2.4. Áàçèñè
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5◦. Âåêòîðè êîëiíåàðíi òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨õíi êîìïîíåíòè ïðîïîð-
öiéíi:

a‖b ⇐⇒λ1

µ1
=
λ2

µ2
=
λ3

µ3
,

ïðè÷îìó, ââàæà¹òüñÿ, ùî âiäíîøåííÿ 0
0 íå ïîðóøó¹ ïðîïîðöiéíîñòi. Öÿ

âëàñòèâiñòü óòî÷íþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

a ↑↑ b ⇐⇒ ∃ (i)
λi

µi
> 0, λi, µi 6= 0,

a ↑↓ b ⇐⇒ ∃ (i)
λi

µi
< 0, λi, µi 6= 0.

ßêùî a = b = 0, òî ¨õíi êîìïîíåíòè íóëüîâi i çà äîìîâëåíiñòþ âëà-
ñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ. Íåõàé òåïåð a‖b, a 6= 0. Òîäi iñíó¹ ÷èñëî λ òàêå, ùî
b = λa, àáî µ1 = λλ1, µ2 = λλ2, µ3 = λλ3. Öå é äîâîäèòü âëàñòèâiñòü.

2.5 Ñèñòåìè êîîðäèíàò

Êàæóòü, ùî íà ïðÿìié çàäàíî íàïðÿì , ÿêùî âêàçàíî âåêòîð, ðîçòàøî-
âàíèé íà öié ïðÿìié. Öåé âåêòîð íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì âåêòîðîì
ïðÿìî¨.

Âiññþ íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìà, íà ÿêié çàäàíî íàïðÿì. Âiñü ÷àñòî çîáðàæó-
þòü çà äîïîìîãîþ ñòðiëêè, ÿêà ïîêàçó¹ òàêèé ñàìèé íàïðÿì, ùî é íàïðÿì-
íèé âåêòîð (ðèñ. 2.15).

l

Ðèñ. 2.15: Âiñü l

Îðòîì îñi íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð îäèíè÷íî¨ äîâæèíè (îäèíè÷íèé âåêòîð),
íàïðÿì ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìîì îñi. ßêùî íàïðÿì íà îñi çàäàíî âåêòî-
ðîì a, òî ¨¨ îðòîì áóäå âåêòîð e = a/ |a|. Âåêòîð e íàçèâàþòü òàêîæ îðòîì
âåêòîðà a.

Êóòîì ìiæ âåêòîðîì a i âiññþ l íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ âåêòîðîì

a i îðòîì e îñi l: â, l
4
= â, e.

Àôiííîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü òî÷êè O
(ïî÷àòîê êîîðäèíàò) i áàçèñó < e1, e2, e3 >. Íåõàé M � äåÿêà òî-
÷êà, òîäi âåêòîð OM íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ðàäióñ-âåêòîðîì . Êîîðäèíàòàìè

2.5. Ñèñòåìè êîîðäèíàò
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òî÷êè â àôiííié ñèñòåìi êîîðäèíàò íàçèâàþòüñÿ êîìïîíåíòè ¨¨ ðàäióñ-
âåêòîðà. ßêùî OM = (x, y, z), òî òî÷êà çi ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè ïîçíà÷à-
¹òüñÿ ÿê M(x, y, z) (ðèñ. 2.16). Êîîðäèíàòà x íàçèâà¹òüñÿ àáñöèñîþ, y �
îðäèíàòîþ, à z � àïëiêàòîþ òî÷êèM . Ïî÷àòîê êîîðäèíàò ìà¹ íóëüîâi
êîîðäèíàòè: O (0, 0, 0).

O

x

y

z

e1 e2

e3

M(x, y, z)

Ðèñ. 2.16: Ñèñòåìà êîîðäèíàò

Îñi, ùî âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ïàðàëåëüíi áàçèñíèì âåêòî-
ðàì, íàçèâàþòüñÿ êîîðäèíàòíèìè îñÿìè i ìàþòü óòî÷íþþ÷i íàçâè, ùî
âiäïîâiäàþòü íàçâàì êîîðäèíàò òî÷êè. Òàê, íàïðèêëàä, âiñü, ïàðàëåëüíà
áàçèñíîìó âåêòîðó e1, íàçèâà¹òüñÿ âiññþ àáñöèñ.

Áàçèñ < e1, e2, e3 > íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì , ÿêùî áàçèñíi âå-
êòîðè ïàðàìè ïåðïåíäèêóëÿðíi. Îðòîãîíàëüíèé áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ îðòî-
íîðìîâàíèì , ÿêùî áàçèñíi âåêòîðè ìàþòü îäèíè÷íó äîâæèíó.

Àôiííà ñèñòåìà êîîðäèíàò ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì íàçèâà¹òüñÿ äå-
êàðòîâîþ ïðÿìîêóòíîþ (àáî ïðîñòî äåêàðòîâîþ) ñèñòåìîþ êî-
îðäèíàò . �¨ áàçèñ ïîçíà÷à¹òüñÿ < i, j,k >.

ßêùî õî÷à á îäèí êóò ìiæ ïàðàìè áàçèñíèõ âåêòîðiâ íå äîðiâíþ¹ π/2,
òî ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êîñîêóòíîþ.

2.6 Âåêòîðè â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò

Íåõàé A (xA, yA, zA), B (xB , yB , zB) � äîâiëüíi òî÷êè, a = (a1, a2, a3) �
äîâiëüíèé âåêòîð.

2.6. Âåêòîðè â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò
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1◦. Äëÿ îòðèìàííÿ êîìïîíåíò âåêòîðà, çàäàíîãî êîîðäèíàòàìè ïî÷àòêó
é êiíöÿ, òðåáà âiä êîîðäèíàò êiíöÿ âiäíÿòè êîîðäèíàòè ïî÷àòêó:

AB = (xB − xA, yB − yA, zB − zA) .

Âèõîäèòü ç òîãî, ùî

AB = OB−OA = (xB , yB , zB)− (xA, yA, zA) =
= (xB − xA, yB − yA, zB − zA) ,

äèâ. ðèñ. 2.17.

e1

e2

e3

O

A
B

Ðèñ. 2.17: Äî âëàñòèâîñòi 1

2◦. Äîâæèíà âåêòîðà äîðiâíþ¹ êîðåíþ êâàäðàòíîìó ç ñóìè êâàäðàòiâ éîãî
êîìïîíåíò:

|a| =
√
a2
1 + a2

2 + a2
3.

Ñóìiñòèìî ïî÷àòîê âåêòîðà a ç ïî÷àòêîì ñèñòåìè êîîðäèíàò i ïîçíà-
÷èìî OM = a1i, MN = a2j, NP = a3k. Òîäi |a| áóäå äîâæèíîþ äiàãîíàëi
ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäà (äèâ ðèñ. 2.18), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü

a = a1i + a2j + a3k = OM + MN + NP.

Òàêèì ÷èíîì,

|a| = |OP| =
√
OM2 +MN2 +NP 2 =

√
a2
1 + a2

2 + a2
3.

2.6. Âåêòîðè â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò



2. Âåêòîðíà àëãåáðà 23

O

x

y

z

i

j

k

M N

P

a1

a2

a3
a

Ðèñ. 2.18: Äîâæèíà âåêòîðà a

3◦. Âiäñòàíü ìiæ äâîìà òî÷êàìè äîðiâíþ¹ êîðåíþ êâàäðàòíîìó ç ñóìè
êâàäðàòiâ ðiçíèöü âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò òî÷îê:

|AB| =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

Âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíiõ âëàñòèâîñòåé.

Âïðàâà 2.8. Çàäàíi âåêòîðè a = (1; 5; 3), b = (6;−4;−2), c = (0;−5; 7) i
d = (−20; 27;−35). Òðåáà ïiäiáðàòè ÷èñëà α, β i γ òàê, ùîá âåêòîðè αa,
βb, γc i d óòâîðþâàëè çàìêíåíó ëàìàíó ëiíiþ, ÿêùî ïî÷àòîê êîæíîãî
ïîäàëüøîãî âåêòîðà ñóìiñòèòè ç êiíöåì ïîïåðåäíüîãî.

Âïðàâà 2.9. Ùî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè âiäíîñíî ðîçòàøóâàííÿ òðüîõ
òî÷îê A(r1), B(r2) i C(r3), ÿêùî ¨õ ðàäióñ-âåêòîðè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøå-
ííÿì: αr1 + βr2 + γr3 = 0, ïðè÷îìó α+ β + γ = 0.

Âïðàâà 2.10. Çàäàíi ïåðøi äâi êîìïîíåíòè x = 3, y = −9 âåêòîðà p i
éîãî ìîäóëü |p| = 12. Çíàéòè öåé âåêòîð.

2.7 Ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ïîëÿðíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü

2.7. Ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò



2. Âåêòîðíà àëãåáðà 24

òàêèõ îá'¹êòiâ ïëîùèíè: òî÷êè P , ùî íàçèâà¹òüñÿ ïîëþñîì ; òà îñi p, ÿêà
âèõîäèòü ç ïîëþñà, i íàçèâà¹òüñÿ ïîëÿðíîþ âiññþ. Êîîðäèíàòàìè òî÷êè
M ââàæàþòü äâi âåëè÷èíè: ïîëÿðíèé ðàäióñ ρ ≥ 0, ÿêèé ¹ âiäñòàííþ âiä
òî÷êè M äî ïîëþñà P ; i ïîëÿðíèé êóò ϕ, ÿêèé ¹ êóòîì ìiæ ïîëÿðíîþ
âiññþ i âiäðiçêîì OM (ðèñ. 2.19).

P
p

ρ

ϕ

M(ρ, ϕ)

Ðèñ. 2.19: Ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Öåé êóò íàé÷àñòiøå âèìiðþ¹òüñÿ â ðàäiàíàõ i ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðië-
êè. Äëÿ ρ = 0 êóò ϕ íå âèçíà÷åíèé (â áiëüøîñòi âèïàäêiâ òî÷êóM â òàêîìó
ðàçi îòîòîæíþþòü ç ïîëþñîì), à äëÿ iíøèõ çíà÷åíü ðàäióñà âèçíà÷à¹òüñÿ
ç òî÷íiñòþ äî êóòà 2πk, k ∈ Z. Çâè÷àéíî ïîëÿðíèé êóò îáìåæó¹òüñÿ äià-
ïàçîíîì çíà÷åíü [0; 2π), àáî (−π, π]. Öå óñóâà¹ íåîäíîçíà÷íiñòü.

Ââåäåìî íà ïëîùèíi ç ïîëÿðíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò ùå é äåêàðòîâó
ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñóìiñòèâ ¨¨ ïî÷àòîê O ç ïîëþñîì, à äîäàòíó ïiââiñü
Ox � ç ïîëÿðíîþ âiññþ. Ç ðèñ. 2.20 áà÷èìî, ùî äåêàðòîâi êîîðäèíàòè (x, y)

O P A

B
M

x

p

ϕ

ρ
ρ sinϕ

ρ cosϕ

Ðèñ. 2.20: Ïîëÿðíi é äåêàðòîâi êîîðäèíàòè

òî÷êè M âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ¨¨ ïîëÿðíi êîîðäèíàòè (ρ, ϕ) çà ôîðìóëàìè

2.7. Ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò
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(x = OA, y = OB):
x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ. (2.5)

Â ñâîþ ÷åðãó ïîëÿðíi êîîðäèíàòè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç äåêàðòîâi òàêèì
÷èíîì (ϕ ∈ [0; 2π)):

ρ =
√
x2 + y2, ϕ =



íå âèçíà÷åíèé; x = 0, y = 0;
π
2 ; x = 0, y > 0;
3π
2 ; x = 0, y < 0;

arctg y
x ; x > 0, y > 0;

π + arctg y
x ; x < 0;

2π + arctg y
x ; x > 0, y < 0.

Öå âèïëèâà¹ çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà ç òðèêóòíèêà OMA: OM2 = OA2 +
+AM2, ρ2 = x2 + y2. Êðiì òîãî,

y

x
=
ρ sinϕ
ρ cosϕ

= tgϕ.

Äåÿêi êðèâi â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìàþòü áiëüø ïðîñòi ðiâíÿííÿ,
íiæ â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Ïðèêëàä 2.1. Çàïèñàòè â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ðiâíÿííÿ êîëà,
ÿêå â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ ðiâíÿííÿ x2 + y2 = R2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâèìî â çàäàíå ðiâíÿííÿ êîëà çàìiñòü x i y ¨õ âèðàçè ç
ôîðìóë (2.5):

ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ = R2,

ρ2
(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
= R2,

ρ2 = R2,

ρ = R.

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ i ¹ ðiâíÿííÿì êîëà â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Âïðàâà 2.11. Âèâåñòè ôîðìóëó âiäñòàíi ìiæ äâîìà òî÷êàìè A(ρ1, ϕ1)
i B(ρ2, ϕ2) â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Âïðàâà 2.12. Îäíà ç âåðøèí òðèêóòíèêà OAB çíàõîäèòüñÿ â ïîëþñi,
äâi iíøi ñóòü òî÷êè A(ρ1, ϕ1) i B(ρ2, ϕ2). Çíàéòè ïëîùó öüîãî òðèêó-
òíèêà.

2.7. Ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò
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Âïðàâà 2.13. Â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò âèâåñòè ðiâíÿííÿ êîëà ðà-
äióñà R ç öåíòðîì â òî÷öi C(ρ0, ϕ0).

2.8 Ïîäië âiäðiçêà ó çàäàíîìó âiäíîøåííi

Êàæóòü, ùî òî÷êà M äiëèòü âiäðiçîê AB ó âiäíîøåííi λ, ÿêùî

AM = λMB.

Îñêiëüêè äëÿ âiäðiçêà òî÷êè A é B ðiçíi, òî λ 6= −1.

A
M

B

Ðèñ. 2.21: λ > 0

Òåîðåìà 2.10. Äëÿ âiäðiçêà, çàäàíîãî ñâî¨ìè êiíöÿìè A (xA, yA, zA)
i B (xB , yB , zB), êîîðäèíàòè òî÷êè M (xM , yM , zM ), ùî íàëåæèòü ïðÿ-
ìié, íà ÿêié çíàõîäèòüñÿ âiäðiçîê AB, âiäøóêóþòüñÿ ç ôîðìóë

xM =
xA + λxB

1 + λ
, yM =

yA + λyB

1 + λ
, zM =

zA + λzB

1 + λ
.

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòi AM = λMB âèõîäèòü, ùî

xM − xA = λ (xB − xM ) , yM − yA = λ (yB − yM ) ,
zM − zA = λ (zB − zM ) .

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî êîîðäèíàò òî÷êè M , äiñòà¹ìî øóêàíå.

Âèñíîâîê 2.4. Êîîðäèíàòè ñåðåäèíè âiäðiçêà, ÿêi âiäïîâiäàþòü çíà÷åííþ
λ = 1 , ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè

xM =
xA + xB

2
, yM =

yA + yB

2
, zM =

zA + zB

2
.

2.8. Ïîäië âiäðiçêà ó çàäàíîìó âiäíîøåííi
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M
A

B

Ðèñ. 2.22: λ < 0

ßêùî λ > 0 (M íàëåæèòü âiäðiçêó AB), òî êàæóòü, ùî òî÷êàM äiëèòü
âiäðiçîê AB âíóòðiøíiì ñïîñîáîì.

ßêùî λ < 0 (M íàëåæèòü ïðîäîâæåííþ âiäðiçêà), òî êàæóòü, ùî òî÷êà
M äiëèòü âiäðiçîê AB çîâíiøíiì ñïîñîáîì (ðèñ. 2.22).

Âïðàâà 2.14. Çíàéòè âåðøèíè òðèêóòíèêà, ÿêùî ñåðåäèíè éîãî ñòîðií
òàêi: P (3;−2), Q(1; 6) i R(−4; 2).

Âïðàâà 2.15. Çàäàíî âåðøèíè îäíîðiäíî¨ òðèêóòíî¨ ïëàòiâêè
A(x1, y1), B(x2, y2) i C(x3, y3). Âèçíà÷èòè êîîðäèíàòè ¨¨ öåíòðà ìàñ.

Â ê à ç i â ê à. Öåíòð ìàñ çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi ïåðåòèíó ìåäiàí.

Âïðàâà 2.16. Çàäàíî âåðøèíè îäíîðiäíî¨ òðèêóòíî¨ ïëàòiâêè
A(x1, y1), B(x2, y2) i C(x3, y3). ßêùî ñïîëó÷èòè ñåðåäèíè ¨¨ ñòîðií, òî
óòâîðþ¹òüñÿ íîâà îäíîðiäíà òðèêóòíà ïëàòiâêà. Äîâåñòè, ùî öåíòðè
ìàñ îáîõ ïëàòiâîê çáiãàþòüñÿ.

Â ê à ç i â ê à. Âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüî¨ âïðàâè.

2.9 Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ

2.9.1 Îçíà÷åííÿ é âëàñòèâîñòi

Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ a i b íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

a · b 4
=

{
0, a = 0 ∨ b = 0;

|a| |b| cos â,b, a 6= 0,b 6= 0.

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ ïîçíà÷àþòü òàêîæ (a,b).

2.9. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ
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ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÑÊÀËßÐÍÎÃÎ ÄÎÁÓÒÊÓ ÂÅÊÒÎÐIÂ

1◦. a · b = b · a.

Î÷åâèäíî.

2◦. λ (a · b) = (λa) · b = a · (λb) .

Äëÿ λ > 0 ìà¹ìî â,b = λ̂a,b = â, λb, à äëÿ λ < 0 ñïðàâåäëèâî λ̂a,b =
= â, λb = π − â,b. Â îñòàííüîìó âèïàäêó

(λa) · b = |λa| |b| cos λ̂a,b = −λ |a| |b| cos
(
π − â,b

)
=

= λ |a| |b| cos â,b = λ (a · b) .

3◦. (a + b) · c = a · c + b · c.

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

(a + b) · c = |c| |a + b| cos ̂a + b, c,

à ïðàâà ÷àñòèíà � íà

a · c + b · c = |a| |c| cos â, c + |b| |c| cos b̂, c =

= |c|
(
|a| cos â, c + |b| cos b̂, c

)
.

Òàêèì ÷èíîì, òðåáà äîâåñòè, ùî

|a + b| cos ̂a + b, c = |a| cos â, c + |b| cos b̂, c.

Àëå öå âèïëèâà¹ ç ðèñ. 2.23 (âåêòîðè íå îáîâ'ÿçêîâî êîìïëàíàðíi), áî

|a + b| cos ̂a + b, c = AD

i
|a| cos â, c + |b| cos b̂, c = AF +BE = AF + FD = AD.

4◦. 0 ≤ â,b < π
2 ⇐⇒ a · b > 0, π

2 < â,b ≤ π ⇐⇒ a · b < 0.

Î÷åâèäíî.

5◦. a2 = |a|2 .

2.9. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ
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A F D

B
E

a

b

c

Ðèñ. 2.23: Äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 3

Äiéñíî, a2 = |a| |a| cos 0 = |a|2.

Âåêòîðè a i b íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè (ïîçíà÷à¹òüñÿ a ⊥ b),
ÿêùî ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëåâi: a · b = 0. Òàêèì ÷èíîì,

a ⊥ b ⇐⇒ a = 0 ∨ b = 0 ∨ â,b =
π

2
.

Ç îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâàþòü ôîðìóëè

cos â,b =
a · b
|a| |b|

,

|a| =
√

a · a.

2.9.2 Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi

Â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi < i, j,k > ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a =
= (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3,

áî

a · b = (a1i + a2j + a3k) · (b1i + b2j + b3k) =

= a1b1i2 + a1b2i · j + a1b3i · k+a2b1j · i + a2b2j2+a2b3j · k+

+ a3b1k · i + a3b2k · j+a3b3k2.

Îñêiëüêè êâàäðàòè îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ äîðiâíþþòü îäèíèöi, à ñêàëÿðíi
äîáóòêè ðiçíèõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ � íóëåâi, òî é âèõîäèòü äîâîäæóâàíà
ôîðìóëà.

2.9. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ
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Òîìó äîâæèíà âåêòîðà â òàêîìó áàçèñi äîðiâíþ¹

|a| =
√
a2
1 + a2

2 + a2
3,

êóò ìiæ âåêòîðàìè a i b âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi

cos â,b =
a1b1 + a2b2 + a3b3√

a2
1 + a2

2 + a2
3

√
b21 + b22 + b23

,

à óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi âåêòîðiâ íàáèðà¹ âèãëÿäó

a ⊥ b ⇐⇒ a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0.

2.9.3 Ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà âiñü (íà âåêòîð)

Ñêàëÿðíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà a íà âiñü l (íà âåêòîð b) íàçèâà¹òüñÿ
ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðà a íà îðò îñi e (íà îðò âåêòîðà b):

Pr l a = a · e, Pr b a = a · b
|b|

,

(äèâ ðèñ. 2.24).

a

b
Pr b a

Ðèñ. 2.24: Ñêàëÿðíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà

Âåêòîðíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà a íà âiñü l (íà âåêòîð b) íàçèâà¹òüñÿ
ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðà a íà îðò îñi e (íà îðò âåêòîðà b), ïîìíîæåíèé
íà îðò e:

−→
Pr l a = (a · e) e,

−→
Pr b a =

(
a · b
|b|

)
b
|b|

.

2.9. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ
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ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÏÐÎÅÊÖI�

1◦. Ñêàëÿðíèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè ç-ïiä çíàêó ïðîåêöi¨:

Pr l (λa) = λPr l a.

Âèïëèâà¹ ç àíàëîãi÷íî¨ âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

2◦. Ïðîåêöiÿ ñóìè âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ ñóìi ¨õíiõ ïðîåêöié:

Pr l (a1 + a2 + · · ·+ ak) = Pr l a1 + Pr l a2 + · · ·+ Pr l ak.

Âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíî¨ âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

3◦. Â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi êîìïîíåíòè âåêòîðà a = (a1, a2, a3) ¹ éîãî
ïðîåêöiÿìè íà êîîðäèíàòíi îñi:

a1 = Pr Ox a, a2 = Pr Oy a, a3 = Pr Oz a.

Äiéñíî, íåõàé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ìà¹ âèãëÿä < e1, e2, e3 >. Òîäi
Pr Ox a = (a1e1 + a2e2 + a3e3) e1 = a1.

4 ◦. Â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi îäèíè÷íèé âåêòîð a ìà¹ âèãëÿä
a = (cosα, cosβ, cos γ), äå cosα, cosβ, cos γ � òàê çâàíi íàïðÿìíi êî-
ñèíóñè îñi (âåêòîðà a, à òàêîæ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà b ↑↑ a), íà ÿêié
ìiñòèòüñÿ âåêòîð a, ïðè÷îìó,

α = â, Ox, β = â, Oy, γ = â, Oz,

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1,

ðèñ. 2.25.

Ç ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹, ùî äëÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó
< e1, e2, e3 > i îäèíè÷íîãî âåêòîðà a = (a1, a2, a3) éîãî ïåðøà êîìïîíåí-
òà a1 = Pr Ox a = a · e1 = |a1|︸︷︷︸

1

|e1|︸︷︷︸
1

cosα = cosα. Àíàëîãi÷íî äëÿ ðåøòè

êîìïîíåíò.

2.9.4 Çàñòîñóâàííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

Ðîáîòà ñèëè F ïðè ïåðåìiùåííi ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè óçäîâæ âiäðiçêà ïåðå-
ìiùåííÿ MN äîðiâíþ¹ ñêàëÿðíîìó äîáóòêó ñèëè íà âåêòîð ïåðåìiùåííÿ:

W = F ·MN = Pr MN F · |MN| .

2.9. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ
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x

z

yO

α

β
γ a

Ðèñ. 2.25: Äî íàïðÿìíèõ êîñèíóñiâ

F

M N

Pr MN F

Ðèñ. 2.26: Ðîáîòà ñèëè

Òîáòî òàêà ðîáîòà äîðiâíþ¹ ïðîåêöi¨ ñèëè íà íàïðÿì ïåðåìiùåííÿ, ñêàëÿð-
íî ïîìíîæåíî¨ íà äîâæèíó âåêòîðà ïåðåìiùåííÿ (ðèñ. 2.26).

Íåõàé êðiçü ïëîùèíêó S çi ñòàëîþ øâèäêiñòþ v ðóõà¹òüñÿ ãàç àáî ðiäè-
íà. Ïîòîêîì Ï öüîãî ãàçó àáî ðiäèíè êðiçü ïëîùèíêó S â íàïðÿìi âåêòîðà
n , |n| = 1, n ⊥ S, íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðà v íà âåêòîð n,
ïîìíîæåíèé íà ïëîùèíó ïëîùèíêè (ðèñ. 2.27):

Ï = v · n · ïë.S = Pr nv · ïë.S.

Îñêiëüêè h = Pr nv ¹ âèñîòîþ öèëiíäðà, ùî ìà¹ îñíîâîþ ïëîùèíêó S, òî
ïîòiê äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ãàçó àáî ðiäèíè, ùî ïðîòiêà¹ êðiçü S â íàïðÿìi n
çà îäèíèöþ ÷àñó.

Âïðàâà 2.17. Çíàéòè êóò ìiæ îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè e1 i e2, ÿêùî
âiäîìà ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü âåêòîðiâ a = e1 + 2e2 i b = 5e1 − 4e2.
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v n

S

h = Pr n v.

Ðèñ. 2.27: Ïîòiê êðiçü ïëîùèíêó

Âïðàâà 2.18. Âèâåñòè ôîðìóëó ñêàëÿðíîãî äîáóòêó äâîõ âåêòîðiâ ó êî-
ñîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Âïðàâà 2.19. Ïîçíà÷èòè ÷åðåç a i b ñòîðîíè ðîìáà, ÿêi âèõîäÿòü çi
ñïiëüíî¨ âåðøèíè, i äîâåñòè, ùî äiàãîíàëi ðîìáà âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi.

Âïðàâà 2.20. Çíàéòè ïðîåêöiþ âåêòîðà a íà âiñü, ùî ìà¹ ç êîîðäèíà-
òíèìè îñÿìè ðiâíi ãîñòði êóòè.

Âïðàâà 2.21. Äîâåñòè, ùî

Pr a (b + c) 6= Pr a b + Pr a c.

Âïðàâà 2.22. Çíàþ÷è ïðîåêöi¨ âåêòîðiâ íà îäíó é òó ñàìó âiñü:

Pr l a = 5, Pr l b = −3, Pr l c = −8, Pr l d = 6,

÷è ìîæíà ââàæàòè, ùî öi âåêòîðè óòâîðþþòü çàìêíåíó ëàìàíó ëiíiþ?

2.10 Âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ

2.10.1 Îçíà÷åííÿ é âëàñòèâîñòi

Âåêòîðíèì äîáóòêîì äâîõ âåêòîðiâ a i b íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð
a× b, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (äèâ. ðèñ. 2.28):

1) |a× b| =

{
0, a = 0 ∨ b = 0;

|a| |b| sin â,b, a 6= 0,b 6= 0.
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c = a× b

b

a

â,b
Sïàð

Ðèñ. 2.28: Âåêòîðíèé äîáóòîê

2) (a× b) ⊥ a, (a× b) ⊥ b,
3) Âåêòîðè a, b i a× b óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ.
Âåêòîðíèé äîáóòîê òàêîæ ïîçíà÷à¹òüñÿ [a,b].
ßêùî âåêòîðè a i b íåêîëiíåàðíi, òî ìîäóëü ¨õíüîãî äîáóòêó äîðiâíþ¹

ïëîùi ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà öèõ âåêòîðàõ ÿê íà ñòîðîíàõ (ðèñ.
2.28), à òàêîæ äîðiâíþ¹ ïîäâî¹íié ïëîùi òðèêóòíèêà, òàê ñàìî ïîáóäîâà-
íîãî íà a i b:

Sïàð = |a× b| ,

Sòð =
1
2
|a× b| .

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÄÎÁÓÒÊÓ ÂÅÊÒÎÐIÂ

1◦. a× b = 0 ⇐⇒ a ‖ b.

Íåîáõiäíiñòü. ßêùî a×b = 0, òî |a×b| = |a||b| sin â,b = 0. Öå ìîæëèâî
òiëüêè òîäi, êîëè àáî a = 0, àáî b = 0, àáî sin â,b äîðiâíþ¹ íóëþ, àáî π. Â
óñiõ öèõ âèïàäêàõ âåêòîðè a é b êîëiíåàðíi.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé a ‖ b. Òîäi àáî a = 0, àáî b = 0, àáî sin â,b äîðiâíþ¹
íóëþ, àáî π. Â êîæíîìó ðàçi a×b = 0 çà îçíà÷åííÿì âåêòîðíîãî äîáóòêó.

2◦. a× b = −b× a.

Ç îçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî éîãî ìîäóëü íå çàëåæèòü
âiä ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ. Îñêiëüêè âåêòîðè a × b i b × a ïåðïåíäèêóëÿðíi
îäíié i òié ñàìié ïëîùèíi, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðàìè a i b, òî âîíè êîëi-
íåàðíi. Àëå âîíè ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíi, áî ïðàâi òðiéêè óòâîðþþòü ñàìå
âåêòîðè a, b, a× b i b, a, −a× b.
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3◦. (λa)× b = a× (λb) = λ (a× b).

Áåç äîâåäåííÿ.

4◦. (a + b)× c = a× c + b× c.

Áåç äîâåäåííÿ.

5◦. Äëÿ äåêàðòîâèõ îðòiâ i× i = j× j = k× k = 0, i× j = k, j× i = −k,
i× k = −j, k× i = j, j× k = i, k× j = −i.

Âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó i ïîïåðåäíiõ
âëàñòèâîñòåé. Ðèñ. 2.29 äîïîìàãà¹ ¨¨ çàïàì'ÿòàòè: ÿêùî éòè âiä îäíîãî
âåêòîðà äî äðóãîãî çà ñòðiëêîþ, òî ¨õ âåêòîðíèé äîáóòîê äîðiâíþâàòèìå
òðåòüîìó âåêòîðó, à ÿêùî éòè ïðîòè ñòðiëêè, òî âåêòîðíèé äîáóòîê äîðiâ-
íþâàòèìå òðåòüîìó âåêòîðó, ïåðåä ÿêèì òðåáà ïîñòàâèòè çíàê ¾ìiíóñ¿.

k

i j

Ðèñ. 2.29: Äî âëàñòèâîñòi 5

6◦. (a× b)× c 6= a× (b× c),

áî, íàïðèêëàä, (i× i) ×k = 0 6= −k = i× (i× k).

2.10.2 Âåêòîðíèé äîáóòîê â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi

Â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi < i, j,k > âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a =
= (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
îñêiëüêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíþ âëàñòèâiñòü, ìà¹ìî

a× b = (a1i + a2j + a3k)× (b1i + b2j + b3k) =
= a1b1i× i + a1b2i× j + a1b3i× k+
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+ a2b1j× i + a2b2j× j + a2b3j× k+
+ a3b1k× i + a3b2k× j + a3b3k× k =

= (a2b3 − a3b2) i + (a3b1 − a1b3) j + (a1b2 − a2b1)k =

=

∣∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣k =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
2.10.3 Çàñòîñóâàííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó

ßêùî òâåðäå òiëî çàêðiïëåíî â òî÷öiO, à äî òî÷êèM ïðèêëàäåíà ñèëà F, òî
âèíèêà¹ îáåðòàëüíèé ìîìåíò m, ÿêèé çíàõîäÿòü çà äîïîìîãîþ âåêòîðíîãî
äîáóòêó: m = OM× F (ðèñ. 2.30, à)).

Ëiíiéíà øâèäêiñòü v òî÷êè M òâåðäîãî òiëà, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç êóòîâîþ
øâèäêiñòþ ω, äîðiâíþ¹ v = ω×r, äå r = OM, à O � äåÿêà íåðóõîìà òî÷êà
îñi, íàâêîëî ÿêî¨ òiëî îáåðòà¹òüñÿ (ðèñ. 2.30, á)).

O

O

m = OM× F

M

F

ω

M

v = ω × r

r

à) á)

Ðèñ. 2.30: à) îáåðòàëüíèé ìîìåíò, á) ëiíiéíà øâèäêiñòü

Ñèëà F, ç ÿêîþ ñòàëå ìàãíiòíå ïîëå äi¹ íà åëåêòðîí, äîðiâíþ¹

F =
e

c
v ×H,

äå e � çàðÿä åëåêòðîíà, v � éîãî øâèäêiñòü, H � íàïðóæåíiñòü ìàãíiòíîãî
ïîëÿ, c � åëåêòðîäèíàìi÷íà ñòàëà.
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Âïðàâà 2.23. Äëÿ ÿêèõ óìîâ ðiâíÿííÿ a2 = a1×x ìà¹ ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî
x? Ñêiëüêè iñíó¹ ðîçâ'ÿçêiâ?

Âïðàâà 2.24. Äîâåñòè, ùî âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðà a íà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíèé äî íüîãî îðò n ðiâíîñèëüíèé ïîâîðîòó âåêòîðà a íà ïðÿìèé êóò
çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ â ïëîùèíi , ïåðïåíäèêóëÿðíié îðòó n.

Âïðàâà 2.25. Ïåðåâiðèòè, ùî âåêòîðíå ìíîæåííÿ äàíîãî âåêòîðà a íà
âåêòîð b ìîæå áóòè çàìiíåíî òðüîìà îïåðàöiÿìè:

1) ïðîåêòóâàííÿì âåêòîðà a íà ïëîùèíó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî b;
2) ïîâîðîòîì îòðèìàíîãî ïiä ÷àñ ïðîåêòóâàííÿ âåêòîðà íà ïðÿìèé

êóò çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ â óêàçàíié ïëîùèíi;
3) ìíîæåííÿì ïîâåðíóòîãî âåêòîðà íà ìîäóëü ìíîæíèêà b.

2.11 Ìiøàíèé äîáóòîê âåêòîðiâ

2.11.1 Îçíà÷åííÿ é âëàñòèâîñòi

Ìiøàíèì äîáóòêîì (a,b, c) òðüîõ âåêòîðiâ a, b i c íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿð-
íèé äîáóòîê âåêòîðíîãî äîáóòêó äâîõ âåêòîðiâ íà òðåòié:

(a,b, c)
4
= (a× b) · c.

Ìiøàíèé äîáóòîê òàêîæ ïîçíà÷à¹òüñÿ abc.
Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî é âåêòîðíîãî äîáóòêiâ âåêòîðiâ,

ìiøàíèé äîáóòîê ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(a,b, c) = |a× b||c| cos θ = |a||b| sinϕ · |c| cos θ = Sh, (2.6)

äå ϕ = â,b, θ = ̂a× b, c, S = |a||b| sinϕ � ïëîùà îñíîâè ïàðàëåëåïiïåäà
ABCDA′B′C ′D′, h = AE = |c| cos θ � éîãî âèñîòà (ðèñ. 2.31).

Òàêèì ÷èíîì, ìîäóëü ìiøàíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ îá'¹ìó ïàðà-
ëåëåïiïåäà, àáî ïîäâî¹íîìó îá'¹ìó òðèêóòíî¨ ïðèçìè (ABDA′B′D′ íà ðèñ.
2.31), àáî øåñòèêðàòíîìó îá'¹ìó ïiðàìiäè (A′ABD íà ðèñ. 2.31), ïîáóäîâà-
íèõ íà âåêòîðàõ ÿê íà ðåáðàõ:

Vïàð = |(a,b, c)| ,

Vïð =
1
2
|(a,b, c)| ,

Vïið =
1
6
|(a,b, c)| .
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a× b

θ

ϕ

a

b

c

h

E
A′

B′

C ′

D′

A

B

C

D

Ðèñ. 2.31: Ìiøàíèé äîáóòîê

Ïîÿñíèòè òðåáà òiëüêè îñòàííþ ðiâíiñòü, ÿêà âèïëèâà¹ ç ôîðìóë îá'¹ìiâ
ïðèçìè é ïiðàìiäè:

Vïið =
1
3
SABDh =

1
3
Vïð =

1
3
· 1
2
· Vïàð =

1
6
|(a,b, c)|.

Çíàê ìiøàíîãî äîáóòêó ïîâ'ÿçàíèé ç òèì, ÿêîþ ¹ òðiéêà âåêòîðiâ a, b,
c � ïðàâîþ ÷è ëiâîþ:

(a,b, c) =

{
Vïàð, < a,b, c > � ïðàâà òðiéêà âåêòîðiâ,

−Vïàð, < a,b, c > � ëiâà òðiéêà âåêòîðiâ.
(2.7)

Äiéñíî, çíàê ìiøàíîãî äîáóòêó çàëåæèòü ëèøå âiä çíàêó cos θ i òîìó ìiøà-
íèé äîáóòîê äîäàòíèé, êîëè âåêòîð c ìà¹ íàïðÿì âiä ïëîùèíè âåêòîðiâ a i
b òàêèé ñàìèé, ùî é âåêòîð a×b, òîáòî, êîëè òðiéêà âåêòîðiâ a, b, c ¹ ïðà-
âîþ. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ìiøàíèé äîáóòîê ëiâî¨ òðiéêè âåêòîðiâ �
âiä'¹ìíèé.

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÌIØÀÍÎÃÎ ÄÎÁÓÒÊÓ ÂÅÊÒÎÐIÂ

1◦. (a,b, c) = 0 ⇐⇒ a, b, c � êîìïëàíàðíi.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé (a,b, c) = 0. Ç ôîðìóëè (2.6) âèïëèâà¹, ùî òîäi

(a,b, c) = |a× b||c| cos θ = 0.
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Öå ìîæëèâî â òðüîõ âèïàäêàõ:

1) |a× b| = 0 =⇒ a× b = 0 =⇒ a ‖ b,

2) |c| = 0 =⇒ c = 0,
3) cos θ = 0 =⇒ c ⊥ a× b.

Ç óñiõ âèïàäêiâ âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè a, b, c êîìïëàíàðíi.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé âåêòîðè a, b, c êîìïëàíàðíi. Òîäi, ÿêùî âèïàäêè 1)

i 2) íå ìàþòü ìiñöÿ, òî ìà¹ ìiñöå âèïàäîê 3). Òîáòî îáîâ'ÿçêîâî (a,b, c) = 0.

2◦. (λa,b, c) = (a, λb, c) = (a,b, λc) = λ (a,b, c).

Âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé ñêàëÿðíîãî òà âåêòîðíîãî äîáó-
òêiâ.

3◦. (a,b, c) = (b, c,a) = (c,a,b) = − (b,a, c) = − (c,b,a) = − (a, c,b).

ßêùî âåêòîðè êîìïëàíàðíi, òî âëàñòèâiñòü ìîæíà ââàæàòè äîâåäåíîþ.
Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó íà âåêòîðàõ ìîæíà ïîáóäóâàòè ïàðàëåëåïiïåä,
ìîäóëü îá'¹ìó ÿêîãî íå áóäå çàëåæàòè âiä ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ â ìiøàíî-
ìó äîáóòêó i äîðiâíþâàòèìå ìîäóëþ îñòàííüîãî. Çíàê ìiøàíîãî äîáóòêó
çà âëàñòèâiñòþ (2.7) òîäi âèçíà÷èòüñÿ ëèøå îði¹íòàöi¹þ òðiéêè âåêòîðiâ
(ïðàâà âîíà ÷è ëiâà). Àíàëiçóþ÷è öþ îði¹íòàöiþ, äiñòà¹ìî äîâîäæóâàíó
âëàñòèâiñòü. Çàïàì'ÿòàòè ¨¨ ìîæíà çà äîïîìîãîþ ðèñ. 2.32: ÿêùî éòè çà
ñòðiëêàìè, òî ïåðåä ìiøàíèì äîáóòêîì òðåáà ñòàâèòè çíàê ¾ïëþñ¿, à íàâ-
ïàêè � çíàê ¾ìiíóñ¿.

c

a b

Ðèñ. 2.32: Äî âëàñòèâîñòi 3
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2. Âåêòîðíà àëãåáðà 40

2.11.2 Ìiøàíèé äîáóòîê â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi

Â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi < i, j,k > ìiøàíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a =
= (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), c = (c1, c2, c3) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(a,b, c) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
îñêiëüêè

(a,b, c) = (a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ · c =

=

(∣∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣k
)
· (c1i + c2j + c3k) =

= c1

∣∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣− c2

∣∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣+ c3

∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Âïðàâà 2.26. Äîâåñòè êîìïëàíàðíiñòü âåêòîðiâ a, b i c, ÿêùî âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü

a× b + b× c + c× a = 0.

Âïðàâà 2.27. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b i c âåêòîðè a− b, b− c i
c− a êîìïëàíàðíi. ßêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öüîãî ôàêòó?

Âïðàâà 2.28. Äîâåñòè òîòîæíîñòi:
à) (a + c,b,a + c) = −(a,b, c).
á) (a− b,a− b− c,a + 2b− c) = 3(a,b, c).
â) (a + b,b + c, c + a) = 2(a,b, c).
ã) ∀(α, β) (a,b, c + αa + βb) = (a,b, c).

2.12 Ïîäâiéíèé âåêòîðíèé äîáóòîê

Ïîäâiéíèì âåêòîðíèì äîáóòêîì òðüîõ âåêòîðiâ a, b i c íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð-
íèé äîáóòîê âåêòîðíîãî äîáóòêó äâîõ âåêòîðiâ íà òðåòié: (a× b)× c.

2.12. Ïîäâiéíèé âåêòîðíèé äîáóòîê
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Ïîäâiéíèé âåêòîðíèé äîáóòîê ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi.

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÏÎÄÂIÉÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÄÎÁÓÒÊÓ

1◦. (a× b)× c = b (a · c)− a (b · c).

Öÿ ôîðìóëà ¹ ðîçêëàäîì ïîäâiéíîãî âåêòîðíîãî äîáóòêó çà âåêòîðàìè
a i b, ç ÿêèìè âií êîìïëàíàðíèé.

2◦. (a× b)× c 6= c× (a× b).

3◦. (a× b)× c 6= a× (b× c).

Ç óñiìà âëàñòèâîñòÿìè ïîãîäèìîñü áåç äîâåäåííÿ.

Âïðàâà 2.29. ×è ìîæíà çíàéòè âåêòîð x, ùî âîäíî÷àñ çàäîâîëüíÿ¹ äâîì
ðiâíÿííÿì: xa = α i x× b = c, äå a, b, c � çàäàíi âåêòîðè i α � çàäàíèé
ñêàëÿð?

Âïðàâà 2.30. Ïî÷àòêè òðüîõ íåêîìïëàíàðíèõ âåêòîðiâ a, b i c ñóìiùå-
íi. Äîâåñòè, ùî ïëîùèíà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç êiíöi öèõ âåêòîðiâ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó a× b + b× c + c× a.

Âïðàâà 2.31. Äîâåñòè òîòîæíîñòi:

à) (a× b)× (c× d) = c(a,b,d)− d(a,b, c).

á) a× (b× (c× d)) = (a× c)bd− (a× d)bc.

â) (a,b, c)(a,d, e) =

∣∣∣∣∣ (a,b,d) (a,b, e)

(a, c,d) (a, c, e)

∣∣∣∣∣ .

2.12. Ïîäâiéíèé âåêòîðíèé äîáóòîê
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3.1 Áàçîâi ïîíÿòòÿ

Àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ âèâ÷à¹ ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè â ñèñòåìi êîîðäèíàò, â
ÿêié öi îá'¹êòè ìîæíà îòîòîæíèòè ç ìíîæèíàìè òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíÿííÿì (÷è ñèñòåìàì ðiâíÿíü), àáî íåðiâíîñòÿì (÷è ñèñòåìàì íåðiâíî-
ñòåé). Áiëüø òîãî, ãåîìåòðè÷íèì îá'¹êòîì ââàæàþòü ñàìå ðiâíÿííÿ, àáî
íåðiâíiñòü. Öå â ïåâíîìó ñåíñi çðó÷íî é åôåêòèâíî, õî÷à â äåÿêèõ âèïàä-
êàõ ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ãåîìåòðè÷íèé îá'¹êò ìîæå âçàãàëi íå iñíóâàòè
(áî éîìó âiäïîâiäà¹ ïîðîæíÿ ìíîæèíà òî÷îê), àáî âèðîäæóâàòèñü, íàïðè-
êëàä, êðèâà ìîæå ñòàòè ïàðîþ òî÷îê, àëå âñå îäíî ââàæàòèñü ¾êðèâîþ¿.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðø çà âñå íà ïëîùèíi ââîäèòüñÿ äâîâèìiðíà äåêàðòîâà
ñèñòåìà êîîðäèíàò (x, y), à â ïðîñòîði � òðèâèìiðíà (x, y, z).

Ëiíi¹þ íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ
(x, y) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ F (x, y) = 0.

Ïðèêëàä 3.1. Êîëî ðàäióñó R ç öåíòðîì â òî÷öi (a, b) çàäà¹òüñÿ ðiâíÿ-
ííÿì

(x− a)2 + (y − b)2 = R2. (3.1)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äiéñíî, êîëî ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü, ùî áóäü-ÿêà éîãî òî÷êà
M (x, y) çíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi R âiä öåíòðà êîëà A (a, b). Òîäi |MA| =

= R, àáî
√

(x− a)2 + (y − b)2 = R, çâiäêè ïiñëÿ ïiäíåñåííÿ äî êâàäðàòó é
âèõîäèòü ðiâíÿííÿ (3.1).

Ïðèêëàä 3.2. ßêà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ
(
x2 − 1

)2 + y2 = 0?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ñòà¹ íóëåì òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè x2 − 1 = 0 i y = 0. Òîìó ¾ëiíi¹þ¿ â äàíîìó âèïàäêó òðåáà
ââàæàòè ïàðó òî÷îê M1 (−1; 0), M2 (1; 0).

42
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Ïðèêëàä 3.3. ßêà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ (x− 1)2 y2 = 0?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âñi òî÷êè ç àáñöèñîþ x = 1 i âñi òî÷êè ç îðäèíàòàìè y = 0
áóäóòü çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ. Òîìó ¾ëiíi¹þ¿ ¹ ïàðà ïðÿìèõ: x = 1 òà
y = 0.

Ïðèêëàä 3.4. ßêà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ x2 + y2 = −1?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñóìà êâàäðàòiâ áóäü-ÿêèõ âåëè÷èí íå ìîæå áóòè âiä'¹ìíîþ i
òîìó ¾ëiíi¹þ¿ ¹ ïîðîæíÿ ìíîæèíà òî÷îê. Òàêà ëiíiÿ íàçèâà¹òüñÿ óÿâíèì
êîëîì .

Ïîâåðõíåþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ (x, y, z) çà-
äîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ F (x, y, z) = 0.

Ëiíi¹þ â ïðîñòîði ¹ ïåðåðiç äâîõ ïîâåðõîíü, òîáòî ìíîæèíà òî÷îê,
êîîðäèíàòè ÿêèõ (x, y, z) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi ðiâíÿíü{

F1 (x, y, z) = 0,

F2 (x, y, z) = 0.

Ôiãóðîþ íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ
(x, y) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi íåðiâíîñòåé

F1 (x, y) ≤ 0,

. . . . . . . . . . . . .

Fm (x, y) ≤ 0.

Ïðèêëàä 3.5. Ïîáóäóâàòè íà ïëîùèíi ôiãóðó, ùî çàäàíà ñèñòåìîþ íå-
ðiâíîñòåé x2 − y ≤ 0, y + x2 − 1 ≤ 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðøó íåðiâíiñòü ñèñòåìè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi y ≥ x2. Öå
îçíà÷à¹, ùî òî÷êè ôiãóðè ìàþòü îðäèíàòè áiëüøi, íiæ îðäèíàòè ïàðàáîëè
y = x2, òîáòî òî÷êè ôiãóðè ðîçòàøîâàíi âèùå ãðàôiêà öi¹¨ ïàðàáîëè. Äðóãó
íåðiâíiñòü çàïèøåìî ó âèãëÿäi y ≤ 1 − x2. Âèõîäèòü, ùî òî÷êè ôiãóðè
ðîçòàøîâàíi íèæ÷å ãðàôiêà ïàðàáîëè y = 1− x2. Òàêèì ÷èíîì, ôiãóðîþ ¹
îáëàñòü, îáìåæåíà äâîìà ïàðàáîëàìè (äèâ. ðèñ. 3.1).

Òiëîì íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ (x, y, z) çàäîâîëü-
íÿþòü ñèñòåìi íåðiâíîñòåé 

F1 (x, y, z) ≤ 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

Fs (x, y, z) ≤ 0.

3.1. Áàçîâi ïîíÿòòÿ
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O
x

y

y = 1− x2

y = x2

Ðèñ. 3.1: Äî ïðèêëàäó 3.5

3.2 Àëãåáðà¨÷íi êðèâi é ïîâåðõíi

Äîñëiäæåííÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ, àáî
¨õ ñèñòåìè, ¹ íåîñÿæíîþ çàäà÷åþ. Òîìó ç öi¹¨ ìíîæèíè âèëó÷àþòü ïiäìíî-
æèíó òî÷îê, ÿêi óòâîðþþòü òàê çâàíi àëãåáðà¨÷íi êðèâi àáî àëãåáðà¨÷íi
ïîâåðõíi.

Àëãåáðà¨÷íîþ êðèâîþ (ëiíi¹þ) íà ïëîùèíi íàçèâàþòü ìíîæèíó òî-
÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

A1x
kyl + · · ·+Amx

pyq = 0,

ïðè÷îìó, ïîêàçíèêè � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà, n = max(k + l, . . . , p + q) íà-
çèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì ðiâíÿííÿ , à òàêîæ ïîðÿäêîì ëiíi¨ . Íàïðèêëàä,
ðiâíÿííÿ êîëà (3.1) ¹ ðiâíÿííÿì äðóãîãî ñòåïåíÿ, à ñàìå êîëî � àëãåáðà¨-
÷íîþ êðèâîþ äðóãîãî ïîðÿäêó.

Àëãåáðà¨÷íîþ ïîâåðõíåþ íàçèâàþòü ìíîæèíó òî÷îê, êîîðäèíàòè
ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

A1x
kylzs + · · ·+Amx

pyqzr = 0,

ïðè÷îìó, âñi ïîêàçíèêè � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà,

n = max(k + l + s, . . . , p+ q + r)

íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì ðiâíÿííÿ , à òàêîæ ïîðÿäêîì ïîâåðõíi .

3.2. Àëãåáðà¨÷íi êðèâi é ïîâåðõíi
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3.3 Àëãåáðà¨÷íi ëiíi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó

3.3.1 Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

Íåõàé ïðÿìà ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì a = (a1, a2, a3) ,a 6= 0, ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç òî÷êè M0 (x0, y0, z0) i M (x, y, z), ðàäióñ-âåêòîðè ÿêèõ ïîçíà÷èìî r0 i r,
âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè âåêòîðè a i M0M êîëiíåàðíi, áî ðîçòàøîâàíi íà îäíié
i òié ñàìié ïðÿìié, òî ∃ (t) M0M = ta. Ç ðèñ. 3.2 áà÷èìî, ùî r−r0 = M0M
i òîìó

r− r0 = ta.

O
i

j

k

r0

r

M0(x0, y0, z0)

M(x, y, z)

a

Ðèñ. 3.2: Äî âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ . Ïåðåõîäÿ÷è
äî êîîðäèíàòíîãî çàïèñó, äiñòà¹ìî ç íüîãî ñèñòåìó ñêàëÿðíèõ ðiâíÿíü

äëÿ ïðîñòîðó


x− x0 = a1t,

y − y0 = a2t,

}
äëÿ ïëîùèíè

z − z0 = a3t.

(3.2)

Ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ïðÿ-
ìî¨ íà ïëîùèíi, à âñi òðè ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâ-
íÿííÿìè ïðÿìî¨ â ïðîñòîði . Çìiííà t íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì.

3.3.2 Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi

Íåõàé a = (a1, a2) � íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi. Îñêiëüêè a 6= 0,
òî a1 6= 0 ∨ a2 6= 0. ßêùî a1 = 0, òî ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (3.2) âèïëèâà¹,

3.3. Àëãåáðà¨÷íi ëiíi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó
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ùî x = x0. Öå � ðiâíÿííÿ âåðòèêàëüíî¨ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
(x0, 0) (ðèñ. 3.3, à)). ßêùî æ a2 = 0, òî ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (3.2) âèõîäèòü,
ùî y = y0. Öå � ðiâíÿííÿ ãîðèçîíòàëüíî¨ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
(0, y0) (ðèñ. 3.3, à)).

Íåõàé òåïåð a1 6= 0∧a2 6= 0. Ç ïåðøîãî òà äðóãîãî ðiâíÿíü ìîæíà çíàéòè
ïàðàìåòð t i îòðèìàíi âèðàçè çðiâíÿòè îäèí ç îäíèì:

x− x0

a1
=
y − y0
a2

. (3.3)

Òàêå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó M0 (x0, y0) i ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð a (ðèñ. 3.3, á)).

Íåõàé êiíöåì âåêòîðà a ¹ òî÷êà M1 (x1, y1). Òîäi a = M0M1 =
= (x1 − x0, y1 − y0) i ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ (3.3) ñòà¹ òàêèì:

x− x0

x1 − x0
=

y − y0
y1 − y0

.

Âîíî íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ , ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè (ðèñ.
3.3, á)).

O O
x x

y y

y0

x0

x = x0

y = y0

M0(x0, y0)

M1(x1, y1)
a

à) á)

Ðèñ. 3.3: Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíi òî÷êè

Éîãî ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

y − y0 =
y1 − y0
x1 − x0

(x− x0) ,

àáî
y − y0 = k (x− x0) , (3.4)

3.3. Àëãåáðà¨÷íi ëiíi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó
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äå k = (y1 − y0) / (x1 − x0) = tgϕ, à ϕ � êóò íàõèëó ïðÿìî¨ äî îñi Ox (ðèñ.
3.4). Ðiâíÿííÿ (3.4) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç çàäàíó òî÷êó i ìà¹ çàäàíèé êóòîâèé êîåôiöi¹íò . Öå ðiâíÿííÿ
ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà y = kx+y0−kx0 i, ïîçíà÷èâøè b = y0−kx0, äiñòàòè
ðiâíÿííÿ

y = kx+ b,

ùî íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì . Âåëè-
÷èíà b ¹ ¾çàñi÷êîþ¿, ùî çàëèøà¹ ïðÿìà íà îñi Oy, êîëè ¨¨ ïåðåòèíà¹ (ðèñ.
3.5).

O
x

y

M0(x0, y0)
ϕ

y − y0 = k(x− x0)

Ðèñ. 3.4: k = tgϕ

O
x

y

b

ϕ

y = kx+ b

Ðèñ. 3.5: Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì

Ç ôîðìóëè (3.3) äiñòà¹ìî ðiâíiñòü a2 (x− x0)−a1 (y − y0) = 0, àáî a2x−
−a1y + a1y0 − a2x0 = 0. Â ïîçíà÷åííÿõ A = a2, B = −a1, C = a1y0 − a2x0

âèõîäèòü ðiâíÿííÿ
Ax+By + C = 0, (3.5)
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A2 + B2 6= 0, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ . Âîíî ïî-
êàçó¹, ùî ïðÿìà íà ïëîùèíi ¹ àëãåáðà¨÷íîþ ëiíi¹þ ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 3.1. Ðiâíÿííÿ (3.5) çàäà¹ ïðÿìó íà ïëîùèíi. Áóäü-ÿêà ïðÿìà
ìîæå áóòè çàäàíà òàêèì ðiâíÿííÿì.

Âèñíîâîê 3.1. Âåêòîð n = (A,B), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëëþ äî ïðÿ-
ìî¨, ¹ ïåðïåíäèêóëÿðíèì äî íå¨ (ðèñ. 3.6).

O
x

y

n(A,B)

M1(x1, y1)

M0(x0, y0)

d

Ax+By + C = 0

Ðèñ. 3.6: Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, âiäñòàíü âiä òî÷êè

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êà M (x0, y0) ðîçòàøîâàíà íà ïðÿìié (3.5), òîäi ¨¨
êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿþòü öüîìó ðiâíÿííþ:

Ax0 +Bx0 + C = 0.

Âiäíiìåìî öå ðiâíÿííÿ âiä ðiâíÿííÿ (3.5) i äiñòàíåìî ðiâíiñòü
A (x− x0) + B (y − y0) = 0, ëiâó ÷àñòèíó ÿêî¨ ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi ñêà-
ëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ:

(A,B) · (x− x0, y − y0) = 0. (3.6)

Îñêiëüêè òî÷êà M (x, y) ðîçòàøîâàíà íà ïðÿìié (3.5), òî âåêòîð
(x− x0, y − y0) ìîæíà ââàæàòè ¨¨ íàïðÿìíèì âåêòîðîì (íà ïðÿìié ðîçòàøî-
âàíî áåçëi÷ òî÷îê, òîìó ç íèõ ìîæíà çàâæäè âçÿòè òàêó, äëÿ ÿêî¨ x 6= x0).
Òîäi ðiâíÿííÿ (3.6) îçíà÷à¹ ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü ïðÿìî¨ i âåêòîðà íîðìà-
ëi.
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Íåõàé â ðiâíÿííi (3.5) âiëüíèé ÷ëåí 6= 0. Ïåðåíåñåìî éîãî â ïðàâó
÷àñòèíó ðiâíÿííÿ i ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íà −C:

x

−C/A
+

y

−C/B
= 1.

Ïîçíà÷èìî a = −C/A, b = −C/B i íàäàìî îñòàííüîìó ðiâíÿííþ âèãëÿäó
x

a
+
y

b
= 1.

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ â âiäðiçêàõ íà îñÿõ . Âå-
ëè÷èíè a òà b ¹ ¾çàñi÷êàìè¿, ùî çàëèøà¹ ïðÿìà íà îñÿõ êîîðäèíàò, êîëè
ïåðåòèíà¹ ¨õ (ðèñ. 3.7). Íàïðèêëàä, ÿêùî y = 0, òî x = a, òîáòî ïðÿìà
ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â òî÷öi (a; 0).

O
x

y

a

b

x
a + y

b = 1

Ðèñ. 3.7: Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â âiäðiçêàõ íà îñÿõ

3.3.3 Êóò ìiæ äâîìà ïðÿìèìè íà ïëîùèíi

Âiçüìåìî äâi ïðÿìi l1: y = k1x+ b1 i l2: y = k2x+ b2 i ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó, ÿê
çíàéòè êóò ϕ ìiæ íèìè (ðèñ. 3.8). Öåé êóò âiäðàõîâó¹òüñÿ âiä ïðÿìî¨ l1 äî
ïðÿìî¨ l2 â òîìó íàïðÿìi, â ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ íàéêîðîòøèé ïîâîðîò âiä îñi
Ox äî îñi Oy. Íåõàé α1 � êóò ìiæ ïðÿìîþ l1 i âiññþ Ox, à α2 � òàêèé ñàìèé
êóò äëÿ ïðÿìî¨ l2. Ç ðèñ. 3.8 áà÷èìî, ùî äëÿ òðèêóòíèêà MNP êóò α2 ¹
çîâíiøíiì i òîìó äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ âíóòðiøíiõ êóòiâ α1 i ϕ: α2 = α1 + ϕ.
Òàêèì ÷èíîì, ϕ = α2 − α1 i

tgϕ = tg (α2 − α1) =
tgα2 − tgα1

1 + tgα1 tgα2
.

Àëå k1 = tgα1, k2 = tgα2 i òîìó

tgϕ =
k2 − k1

1 + k1k2
. (3.7)
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O
x

y

α1

α1

α2

α2

ϕ

ϕ

l1

l2

M

N

P

Ðèñ. 3.8: Êóò ìiæ ïðÿìèìè

Ç îòðèìàíî¨ ôîðìóëè âèäíî, ùî óìîâîþ ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ ¹ ðiâíiñòü

k1 = k2,

áî òîäi êóò ϕ äîðiâíþ¹ 0.
ßêùî êóò ϕ = π

2 , òî α2 = α1 + π
2 i çà ôîðìóëîþ çâåäåííÿ

tgα2 = tg
(
α1 +

π

2

)
= − ctgα1 = − 1

tgα1
,

òîáòî

k2 = − 1
k1
. (3.8)

Öå ¹ óìîâîþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi äâîõ ïðÿìèõ.
Êóò ìiæ äâîìà ïðÿìèìè, ¨õ ïàðàëåëüíiñòü i ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü ìîæóòü

áóòè âèçíà÷åíi òàêîæ çà äîïîìîãîþ íàïðÿìíèõ âåêòîðiâ ïðÿìèõ, àáî ¨õ
íîðìàëåé.

3.3.4 Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨

Âiäñòàííþ âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà, îïóùåíîãî ç òî÷êè íà ïðÿìó.
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Íåõàé ïðÿìà çàäàíà çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì Ax + By + C = 0 i òðåáà
çíàéòè âiäñòàíü äî íå¨ âiä òî÷êè M1 (x1, y1). Ïîçíà÷èìî n = (A,B) � âå-
êòîð íîðìàëi ïðÿìî¨, d = M0M1, äå M0 (x0, y0) � îñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðà,
îïóùåíîãî ç òî÷êè M1 íà ïðÿìó (äèâ. ðèñ. 3.6). Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê âåêòîðiâ n i d, âðàõîâóþ÷è, ùî âîíè êîëiíåàðíi i òîìó êóò ìiæ íèìè
äîðiâíþ¹ àáî íóëþ, àáî π. Ç îäíîãî áîêó

n · d = |n| |d| cos n̂,d = ± |n| |d| . (3.9)

Ç iíøîãî áîêó

n · d = (A,B) · (x1 − x0, y1 − y0) = A (x1 − x0) +B (y1 − y0) =
= Ax1 +By1 − (Ax0 +By0) = Ax1 +By1 + C,

(3.10)

îñêiëüêè òî÷êàM0 ìiñòèòüñÿ íà ïðÿìié i òîìó ¨¨ êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíÿííÿ Ax0 + By0 + C = 0. Ç ôîðìóë (3.9) i (3.10) îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü
± |n| |d| = Ax1 +By1 + C, à äàëi, ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî |n| =

√
A2 +B2,

äiñòà¹ìî

|d| = |Ax1 +By1 + C|√
A2 +B2

.

Öÿ ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ âiäñòàíi âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ .

Âïðàâà 3.1. Òðèêóòíèê ìà¹ âåðøèíó C (5; 2) , ðiâíÿííÿ äâîõ éîãî ñòîðií
¹ 5x − 2y − 3 = 0 i 2x + y − 12 = 0, à îäíà ç éîãî âèñîò ìà¹ ðiâíÿííÿ
4x+ y− 18 = 0. Çíàéòè êóò ìiæ ñåðåäíüîþ ëiíi¹þ, ùî ñïîëó÷à¹ ñòîðîíè
AC i BC i ñòîðîíîþ AC.

Âïðàâà 3.2. Äîâåñòè, ùî óìîâó, çà ÿêîþ òðè òî÷êèM1(x1, y1),M2(x2, y2)
i M3(x3, y3) íàëåæàòü îäíié ïðÿìié, ìîæíà çàïèñàòè â òàêîìó âèãëÿäi:∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âïðàâà 3.3. Äîâåñòè, ùî ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ êóòà ìiæ ïðÿìèìè
A1x+B1y + C1 = 0, A2x+B2y + C2 = 0 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

tgϕ =
A1B2 −A2B1

A1A2 −B1B2
.

3.3. Àëãåáðà¨÷íi ëiíi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó



3. Åëåìåíòè àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ 52

3.4 Ïëîùèíà

3.4.1 Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè

Âiçüìåìî íà ïëîùèíi p äâà íåêîëiíåàðíi âåêòîðè u i v, ïî÷àòêè ÿêèõ
ñóìiùåíi â òî÷öi M0 (x0, y0, z0), òà ùå îäíó òî÷êó M (x, y, z) (ðèñ. 3.9).
Ïðîâåäåìî â òî÷êó M0 ðàäióñ-âåêòîð r0, à â òî÷êó M � ðàäióñ-âåêòîð r.

O

i

k

j

p M0

M

r− r0

u

v
r0

r

Ðèñ. 3.9: Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè

Òîäi çà òåîðåìîþ ðîçêëàäàííÿ äëÿ ïëîùèíè âåêòîð r− r0 = M0M ìîæíà
ðîçêëàñòè çà âåêòîðàìè u i v ¹äèíèì ñïîñîáîì, òîáòî çíàéäóòüñÿ ÷èñëà t i
τ , äëÿ ÿêèõ áóäå ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

r− r0 = tu + τv.

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü âåêòîðíèì ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïëî-
ùèíè , à âåëè÷èíè t i τ � ïàðàìåòðàìè.

Î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè u, v i r − r0 êîìïëàíàðíi, òîáòî ¨õ ìiøàíèé äî-
áóòîê ¹ íóëåì:

(u,v, r− r0) = 0. (3.11)

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè .
Íåõàé âåêòîð u çàêií÷ó¹òüñÿ â òî÷öiM1 (x1, y1, z1), à âåêòîð v � â òî÷öi

M2 (x1, y2, z2). Òîäi u = M0M1 = (x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0), v = M0M2 =
= (x2 − x0, y2 − y0, z2 − z0). Êðiì òîãî, r − r0 = (x− x0, y − y0, z − z0). Öå
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îçíà÷à¹, ùî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè (3.11) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
âèçíà÷íèêà ∣∣∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.12)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òðè òî÷êè (M0, M1 i M2).

ßêùî ðîçêðèòè âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà, âèéäå ðiâíÿ-
ííÿ ∣∣∣∣∣ y1 − y0 z1 − z0

y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣ (x− x0) +

∣∣∣∣∣ z1 − z0 x1 − x0

z2 − z0 x2 − x0

∣∣∣∣∣ (y − y0) +

+

∣∣∣∣∣ x1 − x0 y1 − y0

x2 − x0 y2 − y0

∣∣∣∣∣ (z − z0) = 0.

Ïîçíà÷èâøè âèçíà÷íèêè â òié ïîñëiäîâíîñòi, â ÿêié âîíè çóñòði÷àþòüñÿ â
ðiâíÿííi, ÷åðåç A, B, C, äiñòàíåìî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ó âèãëÿäi

A (x− x0) +B (y − y0) + C (z − z0) = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà íàçâàòè ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç òî÷êó M0.

Ðîçêðèòòÿ äóæîê äà¹ Ax+By+Cz+(−Ax0 −By0 − Cz0) = 0. Äîäàâøè
ïîçíà÷åííÿ D = −Ax0 −By0 − Cz0, ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ

Ax+By + Cz +D = 0, (3.13)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè . Ç íüîãî âèïëèâà¹, ùî
ïëîùèíà ¹ ïîâåðõíåþ ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ âèïàäêó A 6= 0, B = C = 0, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ Ax + D = 0, àáî
x = −D/A. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ òàêî¨ ïëîùèíè êîîðäèíàòà x ¹ ñòàëîþ,
à êîîðäèíàòè y i z ìîæóòü íàáèðàòè áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü íåçàëåæíî îäíà
âiä îäíî¨, òîáòî ïëîùèíà âèõîäèòü ïàðàëåëüíîþ ïëîùèíi yOz i ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó (−D/A; 0; 0) (ðèñ. 3.10, à)). Àíàëîãi÷íî äëÿ âèïàäêiâ A = 0,
B 6= 0, C = 0 i A = 0, B = 0, C 6= 0 áóäåìî ìàòè ïëîùèíè, ïàðàëåëüíi
êîîðäèíàòíèì ïëîùèíàì xOz òà xOy, âiäïîâiäíî.

ßêùî A 6= 0, B 6= 0, C = 0, çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ñòà¹ òàêèì:
Ax+ By +D = 0. Âèõîäèòü, ùî êîîðäèíàòà z ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ, à êî-
îðäèíàòè x i y ïîâ'ÿçàíi ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi xOy. Òàêà ïëîùèíà
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ïàðàëåëüíà îñi Oz, à ¨¨ ïåðåðiçîì ç ïëîùèíîþ xOy ¹ ïðÿìà ç ðiâíÿííÿì
Ax + By + D = 0 íà öié ïëîùèíi (ðèñ. 3.10, á)). Àíàëîãi÷íî ðiâíÿííÿ
Ax+ Cz +D = 0 òà By + Cz +D = 0 ¹ ðiâíÿííÿìè ïëîùèí, ïàðàëåëüíèõ,
âiäïîâiäíî, êîîðäèíàòíèì îñÿì Oy òà Ox.

O

x

z

y

−D/A

O

x

y

z

Ax+By +D = 0

à) á)

Ðèñ. 3.10: Îñîáëèâi ïîëîæåííÿ ïëîùèí

ßêùî æ A = B = C = 0, òî âñå çàëåæèòü âiä âiëüíîãî ÷ëåíà D. Äëÿ
D 6= 0 çàãàëüíå ðiâíiííÿ ïëîùèíè ñòà¹ íåìîæëèâèì i ¾ïëîùèíà¿ ¹ óÿâíèì
ãåîìåòðè÷íèì îá'¹êòîì. Äëÿ D = 0 ìà¹ìî òîòîæíiñòü 0 = 0, ÿêó çàäî-
âîëüíÿþòü êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ïðîñòîðó. Òîáòî i â öüîìó âèïàäêó
¾ïëîùèíà¿ ïåðåñòà¹ áóòè òàêîþ ç òî÷êè çîðó åëåìåíòàðíî¨ ìàòåìàòèêè i
ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òðèâèìiðíèé ïðîñòið.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé A2+B2+C2 6= 0. Òîäi ðiâíÿííÿ (3.13) çàäà¹ ïëîùèíó.
Áóäü-ÿêà ïëîùèíà ìîæå áóòè çàäàíà òàêèì ðiâíÿííÿì.

Âèñíîâîê 3.2. Âåêòîð n = (A,B,C) 6= 0 íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëëþ äî
ïëîùèíè i ¹ ïåðïåíäèêóëÿðíèì äî íå¨.

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî ðiâíÿííþ (3.6) äëÿ ïðÿìî¨ ìîæíà îòðèìàòè ðiâíÿ-
ííÿ

(A,B,C) · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0

äëÿ ïëîùèíè, ç ÿêîãî âèõîäèòü, ùî n·(r− r0) = 0. Îñêiëüêè âåêòîðè (ÿêùî
çâàæèòè íà äîâiëüíiñòü òî÷êè M) r − r0 ìiñòÿòüñÿ â ïëîùèíi, òî îñòàííÿ
ðiâíiñòü îçíà÷à¹ ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü âåêòîðà n i ïëîùèíè.
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Íåõàé â ðiâíÿííi (3.13) âiëüíèé ÷ëåí D 6= 0. Ïåðåíåñåìî éîãî â ïðàâó
÷àñòèíó ðiâíÿííÿ i ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íà −D:

x

−D/A
+

y

−D/B
+

z

−D/C
= 1.

Ïîçíà÷èìî a = −D/A, b = −D/B, c = −D/C i íàäàìî îñòàííüîìó ðiâíÿí-
íþ âèãëÿäó

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè â âiäðiçêàõ íà îñÿõ .
Âåëè÷èíè a, b, c ¹ ¾çàñi÷êàìè¿, ùî çàëèøà¹ ïëîùèíà íà îñÿõ êîîðäèíàò,
êîëè ¨õ ïåðåòèíà¹. Íàïðèêëàä, ÿêùî y = 0, z = 0, òî x = a, òîáòî ïëîùèíà
ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â òî÷öi (a; 0; 0) (ðèñ 3.11).

O

x

y

z

a

b

c

Ðèñ. 3.11: Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè â âiäðiçêàõ íà îñÿõ

3.4.2 Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïëîùèíè i
âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïëîùèí

Âiäñòàííþ âiä òî÷êè äî ïëîùèíè íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà ïåðïåíäèêóëÿðà,
îïóùåíîãî ç òî÷êè íà ïëîùèíó. Âiäñòàíü âiä òî÷êè M0 (x0, y0, z0) äî ïëî-
ùèíè, ùî çàäàíà çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì (3.13), îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.
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Íåõàé äâi ïëîùèíè p1 i p2 çàäàíi ðiâíÿííÿìè: A1x + B1y + C1z +
+D1 = 0 i A2x + B2y + C2z + D2 = 0. Îäíèì ç êóòiâ p̂1, p2 ìiæ íèìè
ââàæàþòü êóò ìiæ ¨õíiìè íîðìàëÿìè:

cos p̂1, p2 = cos n̂1,n2 =
A1A2 +B1B2 + C1C2√

A2
1 +B2

1 + C2
1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

,

äå n1 = (A1, B1, C1), n2 = (A2, B2, C2). Iíøèé êóò äîïîâíþ¹ êóò p̂1, p2

äî π: ψ = π − p̂1, p2. Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî, âèõîäÿ÷è ç êîëiíåàðíîñòi
é îðòîãîíàëüíîñòi âåêòîðiâ íîðìàëåé, ìîæíà âèçíà÷èòè ïàðàëåëüíiñòü i
ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü ïëîùèí:

p1 ‖ p2 ⇐⇒ n1 ‖ n2 ⇐⇒
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
,

p1 ⊥ p2 ⇐⇒ n1 ⊥ n2 ⇐⇒ n1 · n2 = 0 ⇐⇒ A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.

Âïðàâà 3.4. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè
(x1, y1, z1) i (x2, y2, z2) ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîùèíi

Ax+By + Cz +D = 0,

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

A B C

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âïðàâà 3.5. ßêùî ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè (x1, y1, z1),
(x2, y2, z2) i (x3, y3, z3), òî ¨¨ ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Âïðàâà 3.6. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü ìiæ ïëîùèíàìè, ùî çàäàíi ðiâíÿííÿ-
ìè: 11x− 2y − 10z + 15 = 0, 11x− 2y − 10z − 45 = 0.
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3.5 Ïðÿìà â ïðîñòîði

3.5.1 Ñèñòåìè ðiâíÿíü ïðÿìî¨

Ó ïðîñòîði íàïðÿìíèé âåêòîð a = (a1, a2, a3) ,a 6= 0, ïðÿìî¨ l ìà¹ òðè
êîìïîíåíòè. ßêùî a1 = 0, a2 6= 0, a3 6= 0, òî ñèñòåìó (3.2), âèêëþ÷àþ÷è ç
¨¨ ðiâíÿíü ïàðàìåòð t, ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà òàêó: x = x0,

z =
a3

a2
(y − y0) + z0.

(3.14)

Öå îçíà÷à¹, ùî ïðÿìà l ¹ ïåðåðiçîì äâîõ ïëîùèí, ñàìå ðîçòàøîâàíà â ïëî-
ùèíi x =
= x0 i ïðîåêòó¹òüñÿ â ïðÿìó l′ ç ðiâíÿííÿì (3.14) íà ïëîùèíi yOz (òà-
êèì ÷èíîì, ïðÿìà ïàðàëåëüíà öié ïëîùèíi). Öåé âèïàäîê iëþñòðó¹ ðèñ.
3.12. Àíàëîãi÷íî, äëÿ âèïàäêó a1 6= 0, a2 = 0, a3 6= 0 ìà¹ ìî ïðÿìó, ïàðà-

O

x

y

z

l′

l
x0

Ðèñ. 3.12: Ïàðàëåëüíiñòü ïðÿìî¨ ïëîùèíi yOz

ëåëüíó ïëîùèíi xOz, à äëÿ âèïàäêó a1 6= 0, a2 6= 0, a3 = 0 äiñòà¹ìî ïðÿìó,
ïàðàëåëüíó ïëîùèíi xOy.
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ßêùî äâi êîìïîíåíòè íàïðÿìíîãî âåêòîðà ïðÿìî¨ äîðiâíþþòü íóëþ,
íàïðèêëàä, a1 = 0, a2 = 0, a3 6= 0, òî ñèñòåìà (3.2) íàáèðà¹ âèãëÿäó

x = x0,

y = y0,

z = z0 + a3t.

Òðåò¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà âiäêèíóòè, áî âîíî îçíà÷à¹ òiëüêè òå, ùî êîîðäèíàòà
z ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ. Òàêèì ÷èíîì, ïðÿìà l ¹ ïåðåðiçîì äâîõ ïëîùèí x =
x0 i y = y0, îáèäâi ç ÿêèõ ïàðàëåëüíi îñi Oz, òîìó é ïðÿìà ïàðàëåëüíà öié
îñi (ðèñ. 3.13). Àíàëîãi÷íî, ÿêùî a1 = 0, a2 6= 0, a3 = 0, ïðÿìà ïàðàëåëüíà

O

x

y

z

l

x0

y0

(x0, y0, 0)

Ðèñ. 3.13: Ïàðàëåëüíiñòü ïðÿìî¨ é îñi Oz

îñi Oy, à, êîëè a1 6= 0, a2 = 0, a3 = 0, ïðÿìà ïàðàëåëüíà îñi Ox.
Íåõàé òåïåð a1 6= 0, a2 6= 0, a3 6= 0. ßêùî â êîæíîìó ç òðüîõ ðiâíÿíü

ñèñòåìè (3.2) âèðàçèòè ïàðàìåòð t ÷åðåç iíøi âåëè÷èíè i çðiâíÿòè îòðèìàíi
âèðàçè îäèí ç îäíèì, âèéäå ñèìåòðè÷íèé çàïèñ âèãëÿäó

x− x0

a1
=
y − y0
a2

=
z − z0
a3

, (3.15)

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü ïðÿìî¨ ó ïðîñòîði, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó M0 i ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð a. Ïîïåðåäíi âèïàä-
êè ìîæíà äiñòàòè i ç öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêùî äîìîâèòèñü, ùî, êîëè çíàìåííèê
äðîáó äîðiâíþ¹ íóëþ, òî é âiäïîâiäíèé ÷èñåëüíèê òåæ äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Íåõàé íàïðÿìíèé âåêòîð ìà¹ âèãëÿä a = M0M1, äå M1 (x1, y1, z1) �
òî÷êà, ðîçòàøîâàíà íà ïðÿìié. Òîäi ñèñòåìó ðiâíÿíü (3.15) ìîæíà çàïèñàòè
òàê:

x− x0

x1 − x0
=

y − y0
y1 − y0

=
z − z0
z1 − z0

.

Òåïåð âîíà íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç äâi òî÷êè (M0 i M1).

ßêùî çàäàíi äâi ïðÿìi l1 i l2 ç íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè, âiäïîâiäíî, a =
= (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3), òî îäèí ç êóòiâ ìiæ ïðÿìèìè âèçíà÷à¹òüñÿ
êóòîì ìiæ ¨õíiìè íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè:

cos l̂1, l2 = cos â,b =
a1b1 + a2b2 + a3b3√

a2
1 + a2

2 + a2
3

√
b21 + b22 + b23

.

Äðóãèé êóò äîðiâíþ¹ α = π − l̂1, l2. Ïàðàëåëüíiñòü i ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü
ïðÿìèõ òåæ âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçòàøóâàííÿì íàïðÿìíèõ âåêòîðiâ:

l1 ‖ l2 ⇐⇒ a ‖ b ⇐⇒ a1

b1
=
a2

b2
=
a3

b3
,

l1 ⊥ l2 ⇐⇒ a ⊥ b ⇐⇒ a · b = 0 ⇐⇒ a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0.

3.5.2 Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìî¨ i ïëîùèíè

Êóòîì ϕ ìiæ ïðÿìîþ l i ïëîùèíîþ p íàçèâà¹òüñÿ ãîñòðèé êóò ìiæ ïðÿìîþ
i ¨¨ ïðîåêöi¹þ íà ïëîùèíó (ðèñ. 3.14). Íåõàé ïðÿìà ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð

p

l

a
ϕ

π
2 − ϕ

n(A,B,C)

Ðèñ. 3.14: Êóò ìiæ ïðÿìîþ i ïëîùèíîþ

a = (a1, a2, a3), à ïëîùèíà ìà¹ íîðìàëü n = (A,B,C). Ñèíóñ êóòà ìiæ
ïðÿìîþ i ïëîùèíîþ ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

sinϕ =
∣∣∣cos

(π
2
± ϕ

)∣∣∣ = |a · n|
|a| |n|

.
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Ïàðàëåëüíiñòü ïðÿìî¨ i ïëîùèíè îçíà÷à¹ ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü âåêòîðiâ a i
n, à ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü ïðÿìî¨ i ïëîùèíi � êîëiíåàðíiñòü a i n:

l ‖ p⇐⇒ a ⊥ n ⇐⇒ a1A+ a2B + a3C = 0,

l ⊥ p⇐⇒ a ‖ n ⇐⇒ a1

A
=
a2

B
=
a3

C
.

Âïðàâà 3.7. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïåðå-
òèííi ïðÿìi

x− x1

l1
=
y − y1
m1

=
z − z1
n1

,
x− x2

l2
=
y − y2
m2

=
z − z2
n2

,

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

l1 m1 n1

l2 m2 n2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âïðàâà 3.8. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
(x0, y0, z0) ïàðàëåëüíî ïëîùèíàì A1x+B1y + C1z +D1 = 0 i A2x+B2y +
+C2z +D2 = 0 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

x− x0∣∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣∣
=

y − y0

−

∣∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣∣
=

z − z0∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣ .
Âïðàâà 3.9. Äîâåñòè, ùî íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà ðîçòàøóâàííÿ
äâîõ ïðÿìèõ

x− x1

l1
=
y − y1
m1

=
z − z1
n1

,
x− x2

l2
=
y − y2
m2

=
z − z2
n2

,

â îäíié ïëîùèíi, ¹ âèêîíàííÿ ðiâíîñòi∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

l1 m1 n1

l2 m2 n2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âïðàâà 3.10. Äîâåñòè, ùî âiäñòàíü âiä òî÷êè A äî ïðÿìî¨, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó B i ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð s, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ
d = |s×AB|/|s|.
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Âïðàâà 3.11. Íåõàé ïåðåõðåñíi ïðÿìi ïðîõîäÿòü âiäïîâiäíî ÷åðåç òî-
÷êè A(x1, y1, z1) i B(x2, y2, z2). Íàïðÿìíi âåêòîðè ïðÿìèõ s1 i s2 âiäî-
ìi. Äîâåñòè, ùî âiäñòàíü ìiæ ïðÿìèìè âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ d =
= (s1, s2,AB)/|s1 × s2|.

Âïðàâà 3.12. Çíàéòè ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêèì ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè êîå-
ôiöi¹íòè ðiâíÿíü ïðÿìî¨{

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

ùîá öÿ ïðÿìà áóëà 1) ïàðàëåëüíà îñi Oy, 2) ïåðåòèíàëà âiñü àïëiêàò;
3) çáiãàëàñü ç âiññþ Ox.

3.6 Àëãåáðà¨÷íi êðèâi äðóãîãî ïîðÿäêó

Ó âiäïîâiäíîñòi ç îçíà÷åííÿì êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ìíîæèíîþ òî÷îê
M (x, y), êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

A2 + B2 + C2 6= 0. Îñíîâíèìè òàêèìè êðèâèìè ¹ åëiïñ, ãiïåðáîëà òà ïàðà-
áîëà.

3.6.1 Åëiïñ

Åëiïñîì íàçèâà¹òüñÿ ëiíiÿ, äëÿ ÿêî¨ ñóìà âiäñòàíåé âiä áóäü-ÿêî¨ ¨¨ òî-
÷êè äî äâîõ çàäàíèõ òî÷îê, ùî íàçèâàþòüñÿ ôîêóñàìè , ¹ âåëè÷èíà ñòàëà,
áiëüøà, íiæ âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè.

Ââåäåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò, â ÿêié ôîêóñè áóäóòü ìàòè êîîðäèíàòè
F1 (−c; 0), F2 (c; 0), c > 0, äîâiëüíó òî÷êó åëiïñà ïîçíà÷èìî M (x, y) i ââåäå-
ìî äâà âåêòîðè r1 = F1M = (x+ c, y) i r2 = F2M = (x− c, y), ÿêi íàçèâà-
þòü ôîêàëüíèìè ðàäióñàìè åëiïñà. Òîäi ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷êè M äî
ôîêóñiâ äîðiâíþâàòèìå |r1|+|r2| = 2a, äå a > 0 � êîíñòàíòà, à âiäñòàíü ìiæ
ôîêóñàìè ¹ |F1F2| = 2c. Çà îçíà÷åííÿì åëiïñà |r1|+ |r2| = 2a > |F1F2| = 2c
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i òîìó a > c. Ïåðåòâîðèìî ðiâíiñòü |r1|+ |r2| = 2a â êîîðäèíàòíié ôîðìi:√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a, (3.16)√

(x+ c)2 + y2 = 2a−
√

(x− c)2 + y2,

(x+ c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2,

x2 + 2xc+ c2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + x2 − 2xc+ c2,

a

√
(x− c)2 + y2 = a2 − xc, a2

[
(x− c)2 + y2

]
= a4 − 2a2xc+ x2c2,

a2x2 − 2xca2 + a2c2 + a2y2 = a4 − 2a2xc+ x2c2,(
a2 − c2

)
x2 + a2y2 = a2

(
a2 − c2

)
. (3.17)

Ç ïîçíà÷åííÿì b2 = a2 − c2 ðiâíÿííÿ (3.17) ìîæíà çàïèñàòè ÿê b2x2 +
+a2y2 = a2b2, àáî, ïîäiëèâøè íà a2b2, ÿê

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (3.18)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì åëiïñà, áî âîíî â
äåÿêîìó ðîçóìiííi ¹ íàéïðîñòiøèì ç éîãî ìîæëèâèõ ðiâíÿíü. Ìîæíà ïîêà-
çàòè, ùî ðiâíÿííÿ (3.16) i (3.18) åêâiâàëåíòíi. Âåëè÷èíè a, b > 0 íàçèâàþòü
ïàðàìåòðàìè åëiïñà .

Äîñëiäèìî ôîðìó åëiïñà, âèõîäÿ÷è ç éîãî êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ. Ïåðø
çà âñå, ÿêùî òî÷êà (x, y) íàëåæèòü åëiïñó, òî é òî÷êè (−x, y), (x,−y),
(−x,−y) òåæ éîìó íàëåæàòü. Öå îçíà÷à¹ ñèìåòðiþ åëiïñà âiäíîñíî îñåé
êîîðäèíàò i éîãî öåíòðàëüíó ñèìåòðè÷íiñòü âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Êðiì òîãî, ç êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ äiñòà¹ìî, ùî, êîëè x = ±a, òî y = 0,
à êîëè y = ±b, òî x = 0. Òàêèì ÷èíîì, åëiïñ ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â òî÷êàõ
A1 (−a; 0) i A2 (a; 0), à âiñü Oy � â òî÷êàõ B1 (0;−b) i B2 (0; b). Ðîçâ'ÿæåìî
êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà âiäíîñíî y. Ìàòèìåìî

y = ± b
a

√
a2 − x2.

Áà÷èìî, ùî åëiïñ iñíó¹ òiëüêè äëÿ òàêèõ x, äëÿ ÿêèõ |x| ≤ a. ßêùî |x| çáiëü-
øó¹òüñÿ âiä 0 äî a, òî |y| çìåíøó¹òüñÿ âiä b äî 0. Ïåðåëi÷åíi âëàñòèâîñòi
åëiïñà äàþòü îñíîâó äëÿ éîãî ïîáóäîâè (ðèñ. 3.15).
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O
x

y

M(x, y)

r1 r2

F1(−c, 0) F2(c, 0)−a
A1

a

A2

bB2

−bB1

Ðèñ. 3.15: Åëiïñ

Òî÷êè A1, A2, B1, B2 íàçèâàþòü âåðøèíàìè åëiïñà, âiäðiçîê A1A2 �
âåëèêîþ âiññþ, âiäðiçîê B1B2 � ìàëîþ âiññþ, âiäðiçîê OA2 � âåëè-
êîþ ïiââiññþ, à âiäðiçîê OB2 � ìàëîþ ïiââiññþ. Òî÷êó O íàçèâàþòü
öåíòðîì åëiïñà.

ßêùî â ðiâíÿííi (3.18) a < b, òî ôîêóñè åëiïñà çíàõîäÿòüñÿ íà îñi Oy, i
âií âèòÿãíóòèé âçäîâæ öi¹¨ îñi(ðèñ. 3.16, à)).

Äëÿ a = b = R åëiïñ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà êîëî x2 + y2 = R2, à éîãî
ôîêóñè � íà öåíòð êîëà.

Êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì åëiïñà iíêîëè ââàæàþòü òàêîæ ðiâíÿííÿ

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1,

ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì åëiïñà, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 3.15 àáî 3.16, à), ïàðàëåëüíèì
ïåðåíîñîì ïåðåìiùåíîãî íà âåêòîð d = (x0, y0) (ðèñ. 3.16, á)); éîãî öåíòðîì
¹ òî÷êà O′ (x0, y0).

Åêñöåíòðèñèòåòîì e åëiïñà íàçèâàþòü âiäíîøåííÿ âiäñòàíi ìiæ éî-
ãî ôîêóñàìè äî äîâæèíè éîãî âåëèêî¨ îñi:

e =
2c
2a

=
c

a
.

Îñêiëüêè c < a, òî 0 ≤ e < 1. Âiäíîøåííÿ ïiâîñåé åëiïñà ìîæíà âèðàçèòè
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O
x

y

F2

F1

O
x

y

O′d

à) á)

Ðèñ. 3.16: Êàíîíi÷íi ðiçíîâèäè åëiïñiâ

÷åðåç åêñöåíòðèñèòåò:

b

a
=
√
a2 − c2

a
=

√
1−

( c
a

)2

=
√

1− e2.

Çìåíøåííþ e âiäïîâiäà¹ çáiëüøåííÿ âiäíîøåííÿ b/a, åëiïñ ñòà¹ ìåíø âè-
òÿãíóòèì óçäîâæ êîîðäèíàòíî¨ îñi. Äëÿ êîëà ìà¹ìî a = b, i òîäi åêñöåí-
òðèñèòåò ñòà¹ íàéìåíøèì: e = 0.

3.6.2 Ãiïåðáîëà

Ãiïåðáîëîþ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiÿ, äëÿ ÿêî¨ ìîäóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé âiä áóäü-
ÿêî¨ ¨¨ òî÷êè äî äâîõ çàäàíèõ òî÷îê, ùî íàçèâàþòüñÿ ôîêóñàìè , ¹ âåëè-
÷èíà ñòàëà, ìåíøà, íiæ âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè.

Â ñèñòåìi êîîðäèíàò, â ÿêié ôîêóñè ìàþòü êîîðäèíàòè F1 (−c; 0), F2 (c; 0),
c > 0, äîâiëüíó òî÷êó ãiïåðáîëè ïîçíà÷èìî M (x, y) i ââåäåìî äâà âå-
êòîðè r1 = F1M = (x+ c, y) i r2 = F2M = (x− c, y), ÿêi íàçèâàþòü
ôîêàëüíèìè ðàäióñàìè ãiïåðáîëè . Òîäi ìîäóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé âiä
òî÷êè M äî ôîêóciâ äîðiâíþâàòèìå ||r1| − |r2|| = 2a, äå a > 0 � êîí-
ñòàíòà, à âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè ¹ |F1F2| = 2c. Çà îçíà÷åííÿì ãiïåðáî-
ëè ||r1| − |r2|| = 2a < |F1F2| = 2c i òîìó a < c. Ïåðåòâîðèìî ðiâíiñòü
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|r1| − |r2| = ±2a â êîîðäèíàòíié ôîðìi:√
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = ±2a, (3.19)√

(x+ c)2 + y2 = ±2a+
√

(x− c)2 + y2,

(x+ c)2 + y2 = 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2,

x2 + 2xc+ c2 = 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2 + x2 − 2xc+ c2,

±a
√

(x− c)2 + y2 = xc− a2, a2
[
(x− c)2 + y2

]
= x2c2 − 2a2xc+ a4,

a2x2 − 2xca2 + a2c2 + a2y2 = x2c2 − 2a2xc+ a4,(
c2 − a2

)
x2 − a2y2 = a2

(
c2 − a2

)
.

Ïîçíà÷èâøè b2 = c2 − a2, îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ÿê
b2x2 − a2y2 = a2b2, àáî, ïîäiëèâøè íà a2b2, ÿê

x2

a2
− y2

b2
= 1. (3.20)

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ãiïåðáîëè . Ìîæíà
ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (3.19) i (3.20) åêâiâàëåíòíi. Âåëè÷èíè a, b > 0 íàçè-
âàþòü ïàðàìåòðàìè ãiïåðáîëè .

Áàçóþ÷èñü íà êàíîíi÷íîìó ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, äîñëiäèìî ôîðìó öi¹¨
êðèâî¨. Î÷åâèäíî, ùî, ÿê i åëiïñ, ãiïåðáîëà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî êîîðäèíà-
òíèõ îñåé i öåíòðàëüíîñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ç êàíîíi-
÷íîãî ðiâíÿííÿ âèõîäèòü, ùî äëÿ x = ±a êîîðäèíàòà y = 0. Òàêèì ÷èíîì,
ãiïåðáîëà ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â òî÷êàõ A1 (−a; 0), A2 (a; 0), ÿêi íàçèâàþòüñÿ
âåðøèíàìè ãiïåðáîëè . Âèðàçèìî â êàíîíi÷íîìó ðiâíÿííi ãiïåðáîëè y
÷åðåç x:

y = ±b
√(x

a

)2

− 1. (3.21)

ßêùî |x| < a, y íå iñíó¹, çîêðåìà, ãiïåðáîëà íå ïåðåòèíà¹ âiñü Oy. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ãiïåðáîëà ¹ ñóêóïíiñòþ äâîõ ëiíié, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ¨¨ âiòêàìè .
Òàêîæ ç ôîðìóëè (3.21) âèïëèâà¹, ùî y çðîñòà¹, ÿêùî çðîñòà¹ x i, êîëè
x→∞, òî y →∞.

Ãiïåðáîëà ìà¹ àñèìïòîòè. Àñèìïòîòîþ êðèâî¨ íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìà,
äî ÿêî¨ òî÷êà, ùî ïðÿìó¹ ïî êðèâié â íåñêií÷åííiñòü, íåîáìåæåíî íàáëè-
æó¹òüñÿ, íiäå ïîâíiñòþ ç ïðÿìîþ íå çáiãàþ÷èñü. Íåõàé x ≥ 0, y ≥ 0 i ïîêà-
æåìî, ùî ïðÿìà y = b

ax ¹ àñèìïòîòîþ ãiïåðáîëè. Äiéñíî, ðiçíèöÿ îðäèíàò
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òàêî¨ ïðÿìî¨ i ãiïåðáîëè ñòàíîâèòü (äèâ. (3.21))

b

a
x− b

√(x
a

)2

− 1 = b

(
x
a

)2 − ((x
a

)2 − 1
)

x
a +

√(
x
a

)2 − 1
=

b

x
a +

√(
x
a

)2 − 1
.

Îñòàííÿ âåëè÷èíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, ÿêùî x→∞ i òîìó ãiïåðáîëà íåîáìåæå-
íî íàáëèæó¹òüñÿ äî ïðÿìî¨ y = b

ax, êîëè x → ∞. Àñèìïòîòà ðîçòàøîâàíà
íàä ãiïåðáîëîþ, áî

b

a
x > b

√(x
a

)2

− 1 ⇐⇒
(x
a

)2

>
(x
a

)2

− 1 ⇐⇒ 0 > −1.

Ñèìåòðè÷íiñòü ãiïåðáîëè äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðÿìà y = b
ax ¹

àñèìïòîòîþ ãiïåðáîëè i äëÿ x→ −∞, i ùî ïðÿìà y = − b
ax òåæ ¹ àñèìïòî-

òîþ ãiïåðáîëè.
Ñôîðìóëüîâàíi âëàñòèâîñòi ãiïåðáîëè äàþòü ïiäñòàâè äëÿ ¨¨ çîáðàæåí-

íÿ ó âèãëÿäi, ïîêàçàíîìó íà ðèñ. 3.17. Ïðÿìîêóòíèê C ′B′BC íàçèâà¹òüñÿ

O
x

y

M(x, y)
r1

r2

F1(−c, 0) F2(c, 0)

C ′

B′ B

C

−a

A1

a

A2

−b B1

b B2

y = b
axy = − b

ax

Ðèñ. 3.17: Ãiïåðáîëà

îñíîâíèì ïðÿìîêóòíèêîì ãiïåðáîëè , âiäðiçîê A1A2 � âåëèêîþ âiñ-
ñþ, âiäðiçîê B1B2 � ìàëîþ âiññþ, âiäðiçîê OA2 � âåëèêîþ ïiââiññþ,
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à âiäðiçîê OB2 � ìàëîþ ïiââiññþ. Òî÷êó O íàçèâàþòü öåíòðîì ãiïåð-
áîëè.

ßêùî â ñèñòåìi êîîðäèíàò x i y ïîìiíÿòè ìiñöÿìè, òî ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè
íàáåðå âèãëÿäó

x2

a2
− y2

b2
= −1.

Öå ðiâíÿííÿ òåæ ââàæàþòü êàíîíi÷íèì, à âèãëÿäà¹ ãiïåðáîëà, ÿê íà ðèñ.
3.18, à). Ðîçãëÿäàþ÷è äâà êàíîíi÷íèõ âèïàäêè, íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî ãi-
ïåðáîëà îäíó ç êîîðäèíàòíèõ îñåé ïåðåòèíà¹ (öÿ âiñü íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ
âiññþ ãiïåðáîëè), à äðóãó � íi (öÿ âiñü íàçèâà¹òüñÿ óÿâíîþ âiññþ ãi-
ïåðáîëè).

Ââàæàþòü êàíîíi÷íèìè i ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, ïåðåìiùåíî¨ ç ïîëîæåíü
íà ðèñ. 3.17 i 3.18, à) ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì íà âåêòîð
d = (x0, y0). Íàïðèêëàä, äëÿ äðóãîãî âèïàäêó ðiâíÿííÿ ñòà¹ òàêèì:

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= −1, (3.22)

ðèñ. 3.18, á). Öåíòðîì ãiïåðáîëè (3.22) ¹ òî÷êà O′ (x0, y0).

x

y

O

F1

F2

O
x

y

O′ d

à) á)

Ðèñ. 3.18: Êàíîíi÷íi ðiçíîâèäè ãiïåðáîë

Åêñöåíòðèñèòåòîì e ãiïåðáîëè íàçèâàþòü âiäíîøåííÿ âiäñòàíi ìiæ
éîãî ôîêóñàìè äî äîâæèíè éîãî âåëèêî¨ îñi:

e =
2c
2a

=
c

a
.
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Îñêiëüêè c > a, òî e > 1. Âiäíîøåííÿ ïiâîñåé ãiïåðáîëè ìîæíà âèðàçèòè
÷åðåç åêñöåíòðèñèòåò:

b

a
=
√
c2 − a2

a
=

√( c
a

)2

− 1 =
√
e2 − 1.

Çáiëüøåííþ e âiäïîâiäà¹ çáiëüøåííÿ âiäíîøåííÿ b/a, ãiïåðáîëà (ç ðiâíÿí-
íÿì (3.20)) ñêîðiøå âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä îñi Ox.

3.6.3 Ïàðàáîëà

Ïàðàáîëîþ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiÿ, äëÿ ÿêî¨ âiäñòàíü âiä áóäü-ÿêî¨ ¨¨ òî÷êè
äî çàäàíî¨ òî÷êè, ùî íàçèâà¹òüñÿ ôîêóñîì , äîðiâíþ¹ âiäñòàíi äî çàäàíî¨
ïðÿìî¨, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ äèðåêòðèñîþ.

Âiçüìåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò, â ÿêié ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåíèé ç ïîëþ-
ñà íà äèðåêòðèñó ìiñòèòüñÿ íà îñi Ox, ïðè÷îìó éîãî ñåðåäèíîþ ¹ òî÷êà
O, ðîçòàøîâàíà çëiâà âiä ïîëþñà. ßêùî äîâæèíó öüîãî ïåðïåíäèêóëÿðó
ïîçíà÷èòè p, p > 0, òî ôîêóñ áóäå ìàòè êîîðäèíàòè F (p/2; 0), à äèðå-
êòðèñi áóäå âiäïîâiäàòè ðiâíÿííÿ x = −p/2. Ïîçíà÷èìî äîâiëüíó òî÷êó
ïàðàáîëè M (x, y) i ââåäåìî âåêòîð r = FM = (x− p/2, y), ÿêèé íàçèâà¹-
òüñÿ ôîêàëüíèì ðàäióñîì ïàðàáîëè . Âiäñòàíü âiä òî÷êèM äî ôîêóñà ¹

|r| =
√

(x− p/2)2 + y2, à âiäñòàíü âiä öi¹¨ òî÷êè äî äèðåêòðèñè ¹ d = x+p/2.
Çà îçíà÷åííÿì ïàðàáîëè |r| = d, àáî√

(x− p/2)2 + y2 = x+ p/2, (3.23)

x2 − px+
p2

4
+ y2 = x2 + px+

p2

4
,

y2 = 2px. (3.24)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïàðàáîëè , âîíî
åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ (3.23) i ïîêàçó¹, ùî ïàðàáîëà ¹ êðèâîþ äðóãîãî ïî-
ðÿäêó. Âåëè÷èíà p íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì ïàðàáîëè . Ç êàíîíi÷íîãî
ðiâíÿííÿ ìîæíà äiñòàòè, ùî ïàðàáîëà íå iñíó¹ äëÿ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü x i ¨¨
ñèìåòðiþ âiäíîñíî îñi àáñöèñ. Âiñü ñèìåòði¨ ïàðàáîëè íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ âiññþ,
à òî÷êà ïåðåòèíó ïàðàáîëè ç ¨¨ âiññþ ñèìåòði¨ � âåðøèíîþ ïàðàáîëè. Òà-
êîæ ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî çi çðîñòàííÿì x çíà÷åííÿ y çðîñòà¹ çà ìîäóëåì.
Çîáðàæåííÿ ïàðàáîëè ïîêàçàíå íà ðèñ. 3.19.

Ïåðåñòàâëåííÿ ìiñöÿìè x i y â ñèñòåìi êîîðäèíàò, à òàêîæ âçà¹ìíîãî
ðîçòàøóâàííÿ âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò äèðåêòðèñè i ôîêóñà äàþòü ùå
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O
x

y

M(x, y)

r

d

p
2

p
2

F
(

p
2 , 0
)

äèðåêòðèñà

Ðèñ. 3.19: Ïàðàáîëà

òðè êàíîíi÷íèõ ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, ÿêèì âiäïîâiäàþòü çîáðàæåííÿ ïàðà-
áîë, ïîêàçàíi íà ðèñ. 3.20, à)-â).

Êàíîíi÷íèìè ââàæàþòü òàêîæ ðiâíÿííÿ ïàðàáîë, çñóíóòèõ ç ¨õ ñòàíäàð-
òíèõ ïîëîæåíü, ùî âiäïîâiäàþòü âèùåðîçãëÿíóòèì êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì,
ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì íà âåêòîð d = (x0, y0). Íàïðèêëàä, äëÿ ïàðàáîëè
ç ðiâíÿííÿì (3.24) òàêèé çñóâ äà¹ ðiâíÿííÿ

(y − y0)
2 = 2p (x− x0) . (3.25)

Âåðøèíîþ ïàðàáîëè (3.25) ¹ òî÷êà O′ (x0, y0), ðèñ. 3.20, ã).
Çà åêñöåíòðèñèòåò ïàðàáîëè áåðóòü îäèíèöþ: e = 1.

3.6.4 Ðiâíÿííÿ åëiïñà, ãiïåðáîëè é ïàðàáîëè
â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò

Âñi òðè êðèâi â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìàþòü îäíå é òå ñàìå ðiâíÿííÿ

ρ =
p

1− e cosϕ
.
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O
x

y

O
x

y

O
x

y

O
x

y

O′ d

a) á)

ã)

y2 = −2px,
p > 0

x2 = 2qy, q > 0

x2 = −2qy, q > 0

Ðèñ. 3.20: Êàíîíi÷íi ðiçíîâèäè ïàðàáîë

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öå ðiâíÿííÿ, ÿêùî
1) e < 1, âèçíà÷à¹ åëiïñ

x2

a2
+
y2

b2
= 1

äëÿ ϕ ∈ [0; 2π), ïðè÷îìó, p = b2/a;
2) e = 1, âèçíà÷à¹ ïàðàáîëó äëÿ ϕ ∈ [0; 2π), ïðè÷îìó, p ¹ ¨¨ ïàðàìåòðîì

(äèâ. ðiâíÿííÿ 3.24);
3) e > 1, âèçíà÷à¹ îäíó âiòêó ãiïåðáîëè

x2

a2
− y2

b2
= 1,

ïðè÷îìó, p = b2/a.
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Âïðàâà 3.13. Â åëiïñ x2/a2 +y2/b2 = 1 âïèñàíî òðèêóòíèê A1MA2, îäíà
ç ñòîðií ÿêîãî A1A2 çáiãà¹òüñÿ ç âåëèêîþ âiññþ. Âåðøèíà M ðóõà¹òüñÿ
ïî åëiïñó. Âèçíà÷èòè òðà¹êòîðiþ, ÿêó ïðè öüîìó ïðîõîäèòü öåíòð âàãè
òðèêóòíèêà A1MA2.

Âïðàâà 3.14. Çíàéòè ìíîæèíó ñåðåäèí ôîêàëüíèõ ðàäióñ-âåêòîðiâ, ïðî-
âåäåíèõ ç ïðàâîãî ôîêóñà äî âñiõ òî÷îê ãiïåðáîëè

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Âïðàâà 3.15. Ïðÿìèé êóò îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ñâî¹¨ âåðøèíè, ùî çái-
ãà¹òüñÿ ç âåðøèíîþ ïàðàáîëè. Äîâåñòè, ùî ïðè òàêîìó ðóñi ïðÿìà ëiíiÿ,
ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êè ïåðåòèíó ñòîðií êóòà ç ïàðàáîëîþ, òåæ îáåðòà¹òüñÿ
íàâêîëî äåÿêî¨ òî÷êè, ÿêà ðîçòàøîâàíà íà îñi ïàðàáîëè.

3.7 Ïîâåðõíi

3.7.1 Öèëiíäðè÷íà ïîâåðõíÿ

Öèëiíäðè÷íîþ ïîâåðõíåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, óòâîðåíà ðóõîì ïðÿ-
ìî¨, ÿêà ïåðåòèíà¹ çàäàíó êðèâó, ùî íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíîþ, i âåñü ÷àñ
çàëèøà¹òüñÿ ïàðàëåëüíîþ ïðÿìié, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ âiññþ öèëiíäðè÷íî¨ ïî-
âåðõíi. Ïðÿìà, ÿêà öiëêîì íàëåæèòü òàêié ïîâåðõíi i ïàðàëåëüíà ¨¨ îñi,
íàçèâà¹òüñÿ òâiðíîþ öi¹ú ïîâåðõíi.

Íåõàé âiñü l ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð u = (p, q, r) i òî÷êàM0 (x0, y0, z0) íà-
ëåæèòü öèëiíäðè÷íié ïîâåðõíi S. Ç îçíà÷åííÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi òîäi
âèïëèâà¹, ùî é âñÿ ïðÿìà

x− x0

p
=
y − y0
q

=
z − z0
r

íàëåæèòü öèëiíäðè÷íié ïîâåðõíi, òîáòî ¹ ¨¨ òâiðíîþ.
Òî÷êà M (x, y, z) íàëåæèòü öèëiíäðè÷íié ïîâåðõíi S òîäi é òiëüêè òî-

äi, êîëè íà íàïðÿìíié iñíó¹ òî÷êà N òàêà, ùî M i N íàëåæàòü îäíié i
òié ñàìié òâiðíié. Î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ON = OM + MN (ðèñ.
3.21). Àëå MN ‖ u i òîìó çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî t, äëÿ ÿêîãî MN = tu.
Òîäi ON = OM + tu = (x+ tp, y + tq, z + tr) i âèõîäèòü, ùî òî÷êà N ìà¹
êîîðäèíàòè N (x+ tp, y + tq, z + tr).

Íåõàé íàïðÿìíà öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi çàäàíà ñèñòåìîþ ðiâíÿíü{
F1 (x, y, z) = 0,

F2 (x, y, z) = 0.

3.7. Ïîâåðõíi
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M0

Ðèñ. 3.21: Öèëiíäðè÷íà ïîâåðõíÿ

Îñêiëüêè òî÷êà N íàëåæèòü íàïðÿìíié, ¨¨ êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿþòü öþ
ñèñòåìó: {

F1 (x+ tp, y + tq, z + tr) = 0,

F2 (x+ tp, y + tq, z + tr) = 0.
(3.26)

Òàêèì ÷èíîì, òî÷êàM íàëåæèòü öèëiíäðè÷íié ïîâåðõíi òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿþòü öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü. Òîìó, âèêëþ÷àþ÷è
ç îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ïàðàìåòð t, ìîæíà äiñòàòè ðiâíÿííÿ F (x, y, z) = 0, ÿêå
é áóäå ðiâíÿííÿì öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi.

ßêùî íàïðÿìíà çàäàíà ðiâíÿííÿìè{
ϕ (x, y) = 0,

z = 0,

òîáòî ¹ êðèâîþ, ðîçòàøîâàíîþ â ïëîùèíi xOy, â ÿêié âîíà ìà¹ ðiâíÿííÿ
ϕ (x, y) = 0, à ¨¨ âiññþ ¹ âiñü Oz, òî ON = OM+tk = (x, y, z + t), äå k � îðò
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îñi Oz, òî÷êà N äiñòà¹ êîîðäèíàòè N (x, y, z + t), à ñèñòåìà (3.26) íàáèðà¹
âèãëÿäó {

ϕ (x, y) = 0,

z = −t.

Ç íüîãî âèäíî, ùî êîîðäèíàòà z ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ i òîìó, âèêëþ÷àþ-
÷è ç ñèñòåìè äðóãå ðiâíÿííÿ, äiñòà¹ìî ðiâíÿííÿ öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi ó
âèãëÿäi:

ϕ (x, y) = 0.

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äà¹ ïiäñòàâó çàïèñàòè òàêå ïðàâèëî.
ßêùî ïîâåðõíÿ çàäàíà ðiâíÿííÿì ç äâîìà çìiííèìè, òî âîíà ÿâëÿ¹

ñîáîþ öèëiíäðè÷íó ïîâåðõíþ ç íàïðÿìíîþ, ÿêà ¹ ïåðåðiçîì ïîâåðõíi ç êî-
îðäèíàòíîþ ïëîùèíîþ òèõ çìiííèõ, ùî âõîäÿòü â ðiâíÿííÿ, à ¨¨ âiññþ ¹
êîîðäèíàòíà âiñü òi¹¨ çìiííî¨, ÿêî¨ íåìà â ðiâíÿííi.

3.7.2 Êîíi÷íà ïîâåðõíÿ

Êîíi÷íîþ ïîâåðõíåþ (êîíóñîì) íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, óòâîðåíà ðó-
õîì ïðÿìî¨, ÿêà ïåðåòèíà¹ çàäàíó êðèâó, ùî íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíîþ, i
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M (x0, y0, z0), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ âåðøèíîþ êîíóñà.
Ïðÿìà, ÿêà öiëêîì íàëåæèòü òàêié ïîâåðõíi i ïðîõîäèòü ÷åðåç ¨¨ âåðøèíó,
íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ òâiðíîþ.

Íåõàé òî÷êàM1 (x1, y1, z1) íàëåæèòü êîíóñó, òîäi é ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êè M0, M1, òåæ íàëåæèòü êîíóñó. Òîáòî òàêà ïðÿìà ¹ òâiðíîþ i
¨¨ ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

x− x0

x1 − x0
=

y − y0
y1 − y0

=
z − z0
z1 − z0

.

Òî÷êàM (x, y, z) íàëåæèòü êîíi÷íié ïîâåðõíi òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè íà
íàïðÿìíié çíàéäåòüñÿ òî÷êà N , äëÿ ÿêî¨ MN ‖ M0M (ðèñ. 3.22). Â öüîìó
âèïàäêó iñíó¹ ÷èñëî t òàêå, ùî MN = tM0M. Îñêiëüêè ON = OM+MN,
òî ON = OM + tM0M. Òîìó òî÷êà N ìà¹ êîîðäèíàòè

N (x+ t (x− x0) , y + t (y − y0) , z + t (z − z0)) .

Íåõàé êîíóñ çàäàíèé ñâî¹þ âåðøèíîþ M0 (x0, y0, z0) i íàïðÿìíîþ{
F1 (x, y, z) = 0,

F2 (x, y, z) = 0.
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Ðèñ. 3.22: Êîíi÷íà ïîâåðõíÿ

Îñêiëüêè òî÷êà N íàëåæèòü íàïðÿìíié, ¨¨ êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿþòü öié
ñèñòåìi: {

F1 (x+ t (x− x0) , y + t (y − y0) , z + t (z − z0)) = 0,

F2 (x+ t (x− x0) , y + t (y − y0) , z + t (z − z0)) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà M íàëåæèòü êîíi÷íié ïîâåðõíi òîäi é òiëüêè òîäi, êî-
ëè ¨¨ êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿþòü öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü. Âèêëþ÷àþ÷è ç îòðè-
ìàíî¨ ñèñòåìè ïàðàìåòð t, äiñòàíåìî ðiâíÿííÿ F (x, y, z) = 0, ÿêå é áóäå
ðiâíÿííÿì êîíóñà.

ßêùî íàïðÿìíà êîíóñà çàäàíà ñèñòåìîþ ðiâíÿíü{
ϕ (x, y) = 0,

z = h,

òîáòî ðîçòàøîâàíà â ïëîùèíi, ïàðàëåëüíié êîîðäèíàòíié ïëîùèíi xOy, òî,
ïiäñòàâëÿþ÷è â íå¨ êîîðäèíàòè òî÷êè N , äiñòà¹ìî{

ϕ (x+ t (x− x0) , y + t (y − y0)) = 0,

z + t (z − z0) = h.

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ t = h−z
z−z0

= (h−z0)−(z−z0)
z−z0

= h−z0
z−z0

− 1 i ïiäñòàíîâêà öüîãî
âèðàçó çàìiñòü t â ïåðøå ðiâíÿííÿ äà¹

ϕ

(
x0 + (h− z0)

x− x0

z − z0
, y0 + (h− z0)

y − y0
z − z0

)
= 0.
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Öå ðiâíÿííÿ i ¹ ðiâíÿííÿì êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi. Äëÿ x0 = y0 = z0 = 0 (âåð-
øèíà êîíóñà ¹ ïî÷àòêîì êîîðäèíàò) îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

ϕ
(
h
x

z
, h
y

z

)
= 0. (3.27)

3.7.3 Ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ

Ïîâåðõíåþ îáåðòàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, óòâîðåíà îáåðòàííÿì íàâ-
êîëî äåÿêî¨ îñi, ùî íàçèâà¹òüñÿ âiññþ îáåðòàííÿ , êðèâî¨, ÿêà ¹ ïåðåðiçîì
ïîâåðõíi ïëîùèíîþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü îáåðòàííÿ.

Íåõàé âiññþ îáåðòàííÿ ¹ âiñü àïëiêàò, à êðèâîþ L, ùî îáåðòà¹òüñÿ íàâ-
êîëî öi¹¨ îñi, ¹ ïåðåðiç ïîâåðõíi îáåðòàííÿ ïëîùèíîþ yOz (ðèñ. 3.23). Ïðè-

O

x

y

z

N M0

M

r

L

Ðèñ. 3.23: Ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ
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ïóñòèìî, ùî êðèâà îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü{
ϕ (y, z) = 0,

x = 0,

i òî÷êàM (x, y, z) íàëåæèòü ïîâåðõíi îáåðòàííÿ. Òîäi ïåðåðiç ïîâåðõíi ïëî-
ùèíîþ z = z0 äà¹ êîëî îáåðòàííÿ, íà ÿêîìó ìiñòèòüñÿ òî÷êà M , à òàêîæ
òî÷êà M0 (0, y0, z0), ðîçòàøîâàíà íà êðèâié L. Êîîðäèíàòè òî÷êè M0 çàäî-
âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ êðèâî¨:

ϕ (y0, z0) = 0. (3.28)

Ðàäióñîì êîëà îáåðòàííÿ ¹ âiäñòàíi âiä òî÷îê M0 òà M äî îñi àáñöèñ: r =
= MN = M0N . Àëå MN =

√
x2 + y2, à M0N = |y0| i òîìó

√
x2 + y2 = |y0|.

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî z = z0. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè â ðiâíÿííÿ (3.28),
äiñòà¹ìî

ϕ
(
±
√
x2 + y2, z

)
= 0.

Öå i ¹ ðiâíÿííÿì ïîâåðõíi îáåðòàííÿ. Ç âèãëÿäó öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà
çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê.

ßêùî â ðiâíÿííi ¹ ñóìà êâàäðàòiâ äâîõ çìiííèõ, òî òàêå ðiâíÿííÿ
âiäïîâiäà¹ ïîâåðõíi îáåðòàííÿ, óòâîðåíî¨ îáåðòàííÿì êðèâî¨ íàâêîëî îñi
òi¹¨ çìiííî¨, ÿêà íå ââiéøëà â çãàäàíó ñóìó êâàäðàòiâ. Ñàìà êðèâà ðîçòà-
øîâàíà â êîîðäèíàòíié ïëîùèíi çìiííèõ, îäíà ç ÿêèõ íå âõîäèòü â ñóìó
êâàäðàòiâ.

3.7.4 Àëãåáðà¨÷íi ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó

Ó âiäïîâiäíîñòi ç îçíà÷åííÿì ïîâåðõíÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ìíîæèíîþ òî÷îê
M (x, y, z), êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz +Gx+Hy +Kz + L = 0,

A2 +B2 + C2 +D2 + E2 + F 2 6= 0.

3.7.5 Åëiïñî¨ä

Åëiïñî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹
êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.
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Âåëè÷èíè a, b, c > 0 íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè åëiïñî¨äà .
Äîñëiäèìî ôîðìó åëiïñî¨äà ìåòîäîì ïåðåðiçiâ. Çðîáèìî ïåðåðiç åëiïñî-

¨äà çà äîïîìîãîþ ïëîùèíè z = h. Â ïåðåðiçi âèéäå êðèâà
x2

a2
+
y2

b2
= 1− h2

c2
,

z = h.

ßêùî |h| > c, òî ïåðåðiçîì áóäå ïîðîæíÿ ìíîæèíà; ÿêùî h = c, òî � òî÷êà
(0; 0; c); ÿêùî æ |h| < c, òî ïåðåðiçîì ñòàíå åëiïñ

x2

(as)2
+

y2

(bs)2
= 1,

z = h,

äå s =
√

1− h2/c2. Ïðè÷îìó åëiïñ áóäå òèì áiëüøèì, ÷èì ìåíøèì áóäå |h|.
Íàéáiëüøèé åëiïñ, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ h = 0, íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì ïåðåði-
çîì åëiïñî¨äà. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïåðåðiçè åëiïñî¨äà ïëîùè-
íàìè, ïàðàëåëüíèìè äâîì iíøèì êîîðäèíàòíèì ïëîùèíàì, â çàãàëüíîìó
âèïàäêó òåæ áóäóòü àáî ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, àáî òî÷êîþ, àáî åëiïñîì.
Òàêèì ÷èíîì, åëiïñî¨ä ìà¹ ùå äâà ãîëîâíèõ ïåðåðiçè.

Ïàðíiñòü ñòåïåíiâ çìiííèõ ïîêàçó¹, ùî åëiïñî¨ä ¹ ïîâåðõíåþ, ñèìåòðè-
÷íîþ âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí, êîîðäèíàòíèõ îñåé i öåíò ðàëüíîñè-
ìåòðè÷íèì âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Âñå öå äà¹ îñíîâó äëÿ ïîáóäîâè åëiïñî¨äà (ðèñ. 3.24).
Òî÷êè ïåðåòèíó åëiïñî¨äà ç îñÿìè ñèìåòði¨ íàçèâàþòüñÿ éîãî âåðøè-

íàìè , âiäðiçêè, ÿêi âií âiäòèíà¹ íà îñÿõ ñèìåòði¨ � éîãî îñÿìè , à öåíòð
ñèìåòði¨ íàçèâàþòü öåíòðîì åëiïñî¨äà .

ßêùî a = b, òî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñî¨äà íàáèðà¹ âèãëÿäó

x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1.

Ìà¹ìî ïîâåðõíþ îáåðòàííÿ åëiïñà
y2

a2
+
z2

c2
= 1,

x = 0,

íàâêîëî êîîðäèíàòíî¨ îñi Oz, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ åëiïñî¨äîì îáåðòàííÿ .
ßêùî a = max (a, b, c), òî åëiïñî¨ä íàçèâà¹òüñÿ ñòèñíóòèì (ðèñ. 3.25,
à)), ÿêùî æ a = min (a, b, c), òî åëiïñî¨ä íàçèâà¹òüñÿ âèòÿãíóòèì (ðèñ.
3.25, á)).
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O

x

y

z

a

b

c

Ðèñ. 3.24: Åëiïñî¨ä i éîãî ãîëîâíi ïåðåðiçè

x

y

z

x

y

z

à) á)

Ðèñ. 3.25: Åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ: à) ñòèñíóòèé, á) âèòÿãíóòèé

3.7.6 Óÿâíèé åëiïñî¨ä

Óÿâíèì åëiïñî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â ïðèäàòíié ñèñòåìi êî-
îðäèíàò ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= −1.

Îñêiëüêè íåìà òî÷êè ïðîñòîðó, ÿêà çàäîâîëüíèëà á öå ðiâíÿííÿ, ïîâåðõíÿ
íàçâàíà óÿâíîþ.
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3.7.7 Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Îäíîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â äåÿêié
ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.

Âåëè÷èíè a, b, c > 0 íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè öi¹¨ ïîâåðõíi.
Äîñëiäæåííÿ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ìåòîäîì ïåðåðiçiâ ïîêà-

çó¹, ùî âií ìà¹ ïëîùèíè ñèìåòði¨, ÿêi ¹ éîãî ãîëîâíèìè ïåðåðiçàìè .
Ãîëîâíèé ïåðåðiç ïëîùèíîþ xOy ¹ åëiïñîì, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ãîðëîâèì ,
iíøi äâà ãîëîâíèõ ïåðåðiçè � ãiïåðáîëè. Êîîðäèíàòíi îñi ¹ îñÿìè ñèìåòði¨,
ïî÷àòîê êîîðäèíàò � öåíòðîì ñèìåòði¨, àáî ïðîñòî öåíòðîì îäíîïîðî-
æíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà. Òî÷êè ïåðåòèíó îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ç
îñÿìè ñèìåòði¨ íàçèâàþòüñÿ éîãî âåðøèíàìè , âiäðiçêè, ÿêi âií âiäòèíà¹
íà îñÿõ ñèìåòði¨ � éîãî äiéñíèìè îñÿìè, à âiäðiçîê íà îñi ñèìåòði¨, ÿêó
âií íå ïåðåòèíà¹, äîâæèíè 2c ç öåíòðîì â öåíòði îäíîïîðîæíèííîãî ãi-
ïåðáîëî¨äà � éîãî óÿâíîþ âiññþ. Çîáðàæåííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi äèâ. íà ðèñ.
3.26.

ßêùî a = b, òî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà
íàáèðà¹ âèãëÿäó

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1.

Ìà¹ìî ïîâåðõíþ îáåðòàííÿ ãiïåðáîëè
y2

a2
− z2

c2
= 1,

x = 0,

íàâêîëî ¨¨ óÿâíî¨ îñi Oz. Öÿ ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ îäíîïîðîæíèííèì
ãiïåðáîëî¨äîì îáåðòàííÿ .

Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ¹ òå, ùî âií ÿâ-
ëÿ¹ ñîáîþ ëiíié÷àòó ïîâåðõíþ. Òàêîþ ïîâåðõíåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ,
óòâîðåíà ðóõîì ïðÿìî¨. Ïåðåòâîðèìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ îäíîïîðîæíèí-
íîãî ãiïåðáîëî¨äà òàêèì ÷èíîì:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1,
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O y

z

x

a

b

c

Ðèñ. 3.26: Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
,(x

a
− z

c

)(x
a

+
z

c

)
=
(
1− y

b

)(
1 +

y

b

)
. (3.29)

Ñêëàäåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
x

a
− z

c
= λ

(
1− y

b

)
,

x

a
+
z

c
=

1
λ

(
1 +

y

b

)
,

(3.30)

äå λ � äîâiëüíèé ïàðàìåòð. Äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åííÿ λ öÿ ñèñòåìà âè-
çíà÷à¹ ïðÿìó ëiíiþ, à çìiíà öüîãî ïàðàìåòðà iìiòó¹ ðóõ ïðÿìî¨. ßêùî ïå-
ðåìíîæèòè ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, âèéäå ðiâíÿííÿ (3.29) îäíîïîðîæíèííîãî ãi-
ïåðáîëî¨äà. Òîìó áóäü-ÿêà òî÷êà ïðÿìî¨ (3.30) ìiñòèòüñÿ íà öié ïîâåðõíi.
Ïðÿìi (3.30) íàçèâàþòüñÿ ïðÿìîëiíiéíèìè òâiðíèìè îäíîïîðîæíèí-
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íîãî ãiïåðáîëî¨äà. Òàê ñàìî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî ïðÿìi
x

a
− z

c
= µ

(
1 +

y

b

)
,

x

a
+
z

c
=

1
µ

(
1− y

b

)
,

òåæ íàëåæàòü îäíîïîðîæíèííîìó ãiïåðáîëî¨äó i òåæ íàçèâàþòüñÿ éîãî
ïðÿìîëiíiéíèìè òâiðíèìè. Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä, óòâîðåíèé ñâî-
¨ìè ïðÿìîëiíiéíèìè òâiðíèìè ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.27.

Ðèñ. 3.27: Ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà

Îäíîïîðîæíèííi ãiïåðáîëî¨äè çíàéøëè çàñòîñóâàííÿ â áóäiâíèöòâi. Òå-
ëåâiçiéíà áàøòà íà Øàáîëîâöi â Ìîñêâi áóëà ïîáóäîâàíà ç ñåêöié îäíîïîðî-
æíèííèõ ãiïåðáîëî¨äiâ îáåðòàííÿ çà ïðîåêòîì iíæåíåðà Â.Ã. Øóõîâà. Öÿ
ñïîðóäà ïî¹äíó¹ ìiöíiñòü êîíñòðóêöi¨ ðàçîì ç ïðîñòîòîþ ¨¨ âèêîíàííÿ.

3.7.8 Äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Äâîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â äåÿêié
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ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1.

Âåëè÷èíè a, b, c > 0 íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè öi¹¨ ïîâåðõíi.
ßê i îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä, äâîïîðîæíèííèé ìà¹ ïëîùèíè ñè-

ìåòði¨, ÿêi ¹ éîãî ãîëîâíèìè ïåðåðiçàìè . Ïðàâäà, ãîëîâíèé ïåðåðiç ïëî-
ùèíîþ xOy ïîðîæíié, áî íå ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíi, iíøi äâà ãîëîâíèõ ïåðå-
ðiçà � ãiïåðáîëè. Êîîðäèíàòíi îñi ¹ îñÿìè ñèìåòði¨, ïî÷àòîê êîîðäèíàò �
öåíòðîì ñèìåòði¨, àáî ïðîñòî öåíòðîì äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà.
Òî÷êè ïåðåòèíó äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà ç îñÿìè ñèìåòði¨ íàçèâàþ-
òüñÿ éîãî âåðøèíàìè , ùîïðàâäà, âií ïåðåòèíà¹ òiëüêè âiñü Oz. Âiäðiçîê,
ÿêèé âií âiäòèíà¹ íà îñi ñèìåòði¨, íàçèâà¹òüñÿ éîãî äiéñíîþ âiññþ, à âiä-
ðiçêè íà îñÿõ ñèìåòði¨, ÿêi âií íå ïåðåòèíà¹, äîâæèíè, âiäïîâiäíî, 2a i 2b ç
öåíòðîì â öåíòði äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà � éîãî óÿâíèìè îñÿìè .
Çîáðàæåííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi äèâ. íà ðèñ. 3.28.

O

y

z

x

c

Ðèñ. 3.28: Äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

ßêùî a = b, òî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ äâîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà íà-
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áèðà¹ âèãëÿäó
x2 + y2

a2
− z2

c2
= −1.

Ìà¹ìî ïîâåðõíþ îáåðòàííÿ ãiïåðáîëè
y2

a2
− z2

c2
= −1,

x = 0,

íàâêîëî ¨¨ äiéñíî¨ îñi Oz. Òàêà ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ äâîïîðîæíèííèì
ãiïåðáîëî¨äîì îáåðòàííÿ .

3.7.9 Êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó

Êîíóñîì äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â äåÿêié ñèñòåìi
êîîðäèíàò ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0.

Âåëè÷èíè a, b, c > 0 íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè êîíóñà . Ç öüîãî ðiâíÿí-
íÿ âèïëèâà¹, ùî êîíóñ ìà¹ òðè ïëîùèíè ñèìåòði¨, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç êîîðäè-
íàòíèìè ïëîùèíàìè, òðè îñi ñèìåòði¨, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç îñÿìè êîîðäèíàò,
à öåíòðîì ñèìåòði¨ ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ÿêèé íàçèâàþòü âåðøèíîþ êî-
íóñà. Ïåðåðiçè êîíóñà ïëîùèíàìè éîãî ñèìåòði¨ íàçèâàþòü ãîëîâíèìè
ïåðåðiçàìè . Íèìè ¹ äâi ïàðè ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â âåðøèíi êî-
íóñà, à îäíèì ãîëîâíèì ïåðåðiçîì ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Ïåðåòèíîì êîíóñó
ïëîùèíîþ z = c ¹ åëiïñ 

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

z = c.
(3.31)

Çâiäñè ìîæíà ïîáà÷èòè ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ïàðàìåòðiâ êîíóñà äðóãîãî ïî-
ðÿäêó: a i b � äîâæèíè ïiâîñåé åëiïñiâ, ïåðåðiçiâ êîíóñà ïëîùèíîþ z = ±c.
Çîáðàæåííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi äèâ. íà ðèñ. 3.29.

Ðiâíÿííÿ (3.31) ìîæíà ââàæàòè íàïðÿìíîþ êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi ç âåðøè-
íîþ O. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.27), äiñòà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿ-
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O y

z

x

Ðèñ. 3.29: Êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó

ííÿ êîíóñà äðóãîãî ïîðÿäêó

c2
x2

a2z2
+ c2

y2

b2z2
= 1,

x2

a2
+
y2

b2
=
z2

c2
,

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0.

Òàêèì ÷èíîì, êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ êîíi÷íîþ ïîâåðõíåþ.
ßêùî a = b, òî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ êîíóñà íàáèðà¹ âèãëÿäó

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 0, (3.32)

ç ÿêîãî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî òàêèé êîíóñ ¹ ïîâåðõíåþ îáåðòàííÿ
êðèâî¨ 

y2

b2
− z2

c2
= 0,

x = 0,
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íàâêîëî îñi Oz. Îñòàííþ ñèñòåìó ðiâíÿíü ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà
(y
b
− z

c

)(y
b

+
z

c

)
= 0,

x = 0,

ç ÷îãî âèäíî, ùî êðèâà íàñïðàâäi ¹ äâîìà ïðÿìèìè
y

b
− z

c
= 0,

x = 0,


y

b
+
z

c
= 0,

x = 0,

ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Îñêiëüêè ïåðåðiçè êîíóñà (3.32) ïëîùèíàìè z = h, h > 0, âæå áóäóòü

íå åëiïñàìè, à êîëàìè, òî òàêèé êîíóñ íàçèâà¹òüñÿ êîëîâèì .

3.7.10 Óÿâíèé êîíóñ

Óÿâíèì êîíóñîì äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â äåÿêié
ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0.

Òiëüêè îäíà òî÷êà � ïî÷àòîê êîîðäèíàò � çàäîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ, òîìó
ïîâåðõíÿ íàçâàíà óÿâíîþ.

3.7.11 Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä

Åëiïòè÷íèì ïàðàáîëî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â äåÿêié ñèñòåìi
êîîðäèíàò ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

p
+
y2

q
= 2z.

Âåëè÷èíè p, q > 0 íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà.
Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä ìà¹ äâi ïëîùèíè ñèìåòði¨, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç êîîðäè-
íàòíèìè ïëîùèíàìè xOz i yOz, i îäíó âiñü ñèìåòði¨, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç âiññþ
Oz. Ïåðåðiçè åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ç ïëîùèíàìè ñèìåòði¨ íàçèâàþòüñÿ
éîãî ãîëîâíèìè ïåðåðiçàìè . Ãîëîâíi ïåðåðiçè åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨-
äà � ïàðàáîëè. Ïëîùèíè z = h, h > 0, ïåðåòèíàþòü åëiïòè÷íèé ïàðàáî-
ëî¨ä ïî åëiïñàõ. Òî÷êó ïåðåòèíó åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äó ç âiññþ ñèìåòði¨
íàçèâàþòü éîãî âåðøèíîþ. Çîáðàæåííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi äèâ. íà ðèñ. 3.30.
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y

z

x

O

Ðèñ. 3.30: Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä

ßêùî p = q, òî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî ïàðàáîëî¨äó íàáèðà¹
âèãëÿäó

x2 + y2

p
= 2z,

ç ÿêîãî âèäíî, ùî â äàíîìó âèïàäêó ìà¹ìî ïîâåðõíþ îáåðòàííÿ, óòâîðåíó
îáåðòàííÿì ïàðàáîëè {

y2 = 2pz,
x = 0,

íàâêîëî îñi Oz. Òàêó ïîâåðõíþ íàçèâàþòü ïàðàáîëî¨äîì îáåðòàííÿ .

3.7.12 Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä

Ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â äåÿêié ñèñòå-
ìi êîîðäèíàò ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

p
− y2

q
= 2z. (3.33)

Âåëè÷èíè p, q > 0 íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨-
äà.
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Âií ìà¹ äâi ïëîùèíè ñèìåòði¨, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùè-
íàìè xOz i yOz, i îäíó âiñü ñèìåòði¨, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç âiññþ Oz.

Ïåðåðiçè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà ïëîùèíàìè x = ±m ¹ ïàðàáîëà-
ìè, âiòêè ÿêèõ íàïðÿìëåíi âíèç. Éîãî ïåðåðiçè ïëîùèíàìè y = ±n òåæ ¹
ïàðàáîëàìè, àëå ¨õ âiòêè íàïðÿìëåíi âãîðó. Ïåðåðiçîì ïîâåðõíi ïëîùèíîþ
xOy ¹ ïàðà ïðÿìèõ, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i ðîçìiùåíi
ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî îñåé Ox i Oy. Ïåðåðiçàìè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨-
äà ïëîùèíàìè z = n, n > 0, ¹ ãiïåðáîëè, äiéñíîþ âiññþ ÿêèõ ¹ âiñü Ox,
à ïëîùèíàìè z = −n, n > 0, ¹ òåæ ãiïåðáîëè, àëå ç äiéñíîþ âiññþ Oy.
Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä ìà¹ ôîðìó ñiäëà. Éîãî çîáðàæåííÿ ïîêàçàíå íà
ðèñ. 3.31.

x

y

z

O

Ðèñ. 3.31: Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä

ßê i îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä, ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä òåæ ¹ ëi-
íié÷àòîþ ïîâåðõíåþ. Äiéñíî, ïåðåòâîðèìî ðiâíÿííÿ (3.33) íà òàêå:(

x
√
p
− y
√
q

)(
x
√
p

+
y
√
q

)
= 2z, (3.34)

à äàëi ïîáóäó¹ìî äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü:
x
√
p
− y
√
q

= λ,

x
√
p

+
y
√
q

=
2z
λ
,
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i 
x
√
p

+
y
√
q

= µ,

x
√
p
− y
√
q

=
2z
µ
.

Êîæíà ç öèõ ñèñòåì âèçíà÷à¹ ñiì'þ ïðÿìèõ, ùî íàçèâàþòüñÿ ïðÿìîëi-
íiéíèìè òâiðíèìè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà . Íåâàæêî ïåðåâiðè-
òè, ùî ìíîæåííÿ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ íà äðóãå â îáîõ âèïàäêàõ äà¹ ðiâíÿííÿ
(3.34). Òîìó áóäü-ÿêà òî÷êà ïðÿìîëiíiéíî¨ òâiðíî¨ íàëåæèòü ãiïåðáîëi÷íî-
ìó ïàðàáîëî¨äó.

3.7.13 Åëiïñ, ãiïåðáîëà é ïàðàáîëà ÿê êîíi÷íi ïåðåðiçè

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïåðåðiçîì áóäü-ÿêîãî êîëîâîãî êîíóñà ïëîùèíîþ, ùî
íå ïðîõîäèòü ÷åðåç éîãî âåðøèíó, ¹ êðèâà, ÿêà ìîæå áóòè ëèøå åëiïñîì,
ãiïåðáîëîþ àáî ïàðàáîëîþ (ðèñ. 3.32).

Ðèñ. 3.32: Êîíi÷íi ïåðåðiçè

Âïðàâà 3.16. Ñôåðà x2+y2+z2 = 4z îñâiòëåíà ïðîìåíÿìè, ÿêi ïàðàëåëüíi
ïðÿìié x = 0, y = z. Çíàéòè ôîðìó òiíi ñôåðè íà ïëîùèíi xOy.
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Âïðàâà 3.17. Íåõàé ôóíêöiÿ òðüîõ çìiííèõ F (x, y, z) îäíîðiäíà âiäíîñíî
x, y i z, òîáòî

∀(t 6= 0)∃(s ∈ R) F (tx, ty, tz) = tsF (x, y, z).

Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ F (x, y, z) = 0 âèçíà÷à¹ êîíóñ ç âåðøèíîþ â ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò, ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî h êðèâà F

(x
h
,
y

h
, 1
)

= 0,

z − h = 0,

¹ éîãî íàïðÿìíîþ.

Âïðàâà 3.18. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ

e−y2
= ln z + ez2

¹ ðiâíÿííÿì ïîâåðõíi îáåðòàííÿ i âèçíà÷èòè âiñü îáåðòàííÿ i êðèâó, ÿêà
îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî öi¹¨ îñi, óòâîðþþ÷è çàäàíó ïîâåðõíþ.

Âïðàâà 3.19. Âñòàíîâèòè, ÿêà ëiíiÿ ¹ ïåðåðiçîì åëiïñî¨äà

x2

12
+
y2

4
+
z2

3
= 1

ïëîùèíîþ 2x− 3y + 4z − 11 = 0 i çíàéòè ¨¨ öåíòð.

Âïðàâà 3.20. Äîâåñòè, ùî ïëîùèíà 4x − 5y − 10z − 20 = 0 ïåðåðiçà¹
îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

x2

25
+
y2

16
− z2

4
= 1

ïî ïðÿìîëiíiéíèì òâiðíèì. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ öèõ ïðÿìîëiíiéíèõ òâið-
íèõ.

Âïðàâà 3.21. Çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó ïîâåðõíi

x2

4
+ y2 − z2

9
= −1

ç ïðÿìîþ x− 3 = y − 1 = z−6
3 .
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Âïðàâà 3.22. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ êîíóñà ç âåðøèíîþ â ïî÷àòêó êîîðäè-
íàò, íàïðÿìíà ÿêîãî çàäàíà ðiâíÿííÿìè{

x2 − 2z + 1 = 0,
y − z + 1 = 0.

Âïðàâà 3.23. Âñòàíîâèòè, äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü m ïëîùèíà
x+my − 2 = 0 ïåðåðiçà¹ åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä

x2

2
+
z2

3
= y :

à) ïî åëiïñó, 2) ïî ïàðàáîëi.

Âïðàâà 3.24. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi , óòâîðåíî¨ ïðÿìîþ, ùî êîâçà¹
ïî ïðÿìèì

x− 6
3

=
y

2
=
z − 1

1
i

x

3
=
y − 8

2
=
z + 4
−2

i çàëèøà¹òüñÿ âåñü ÷àñ ïàðàëåëüíîþ ïëîùèíi 2x+ 3y − 5 = 0.

Âïðàâà 3.25. Çíàéòè êðèâi, ÿêi ¹ ïåðåðiçàìè êîíóñà äðóãîãî ïîðÿäêó

x2

4
+
y2

4
− z2 = 0

ïëîùèíàìè: 1) z = y/5 + 1, 2) y = 1, 3) y + 2z + 1 = 0.
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