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Ëåêöèÿ 1

Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

1.1 Ïðåäìåò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé çàíèìàåòñÿ èçó÷åíèåì ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé

(ñ.ñ.). Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � òàêîå ñîáûòèå, êîòîðîå ïðè îäíèõ è òåõ
æå óñëîâèÿõ ìîæåò ïðîèçîéòè, à ìîæåò è íå ïðîèçîéòè. Íàïðèìåð,
áðîñàíèå èãðàëüíîãî êóáèêà èíîãäà ïðèâîäèò ê âûïàäåíèþ øåñòåð-
êè, à èíîãäà � íåò; èãðàÿ â ëîòåðåþ, ìîæíî âûèãðàòü, à ìîæíî è
ïðîèãðàòü; íåëüçÿ çàðàíåå ïðåäñêàçàòü, îïîçäàåò èëè ïðèäåò âîâðåìÿ
ïîåçä, ñêîëüêî âûçîâîâ ïîñòóïèò íà òåëåôîííóþ ñòàíöèþ â òå÷åíèå
ñóòîê è ò.ä.

Äåëî â òîì, ÷òî íà ðåàëèçàöèþ ñ.ñ. âëèÿåò î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, òàê ÷òî ó÷åñòü èõ âñå íåâîçìîæíî. Òåîðèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé è íå ñòàâèò ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó ïðåäñêàçàíèÿ, ïðîèçîéäåò
èëè íå ïðîèçîéäåò åäèíè÷íîå ñ.ñ.

Äðóãîå äåëî, åñëè óñëîâèÿ, â êîòîðûõ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ñ.ñ.,
âîñïðîèçâîäÿòñÿ ìíîãîêðàòíî. Òîãäà îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî íåêîòî-
ðûå õàðàêòåðèñòèêè ñ.ñ. ïîä÷èíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì çàêîíîìåðíî-
ñòÿì, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.
Òàê, ðîñò îòäåëüíî âçÿòîãî ÷åëîâåêà ìàëî î ÷åì ãîâîðèò, íî ñðåäíèé
ðîñò ãðóïïû íàñåëåíèÿ ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñòðàíå, íàðîäíîñòè, ðà-
ñå è ò.ï. Íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè ïðîÿâëÿþò òàêóþ óñòîé÷èâîñòü,
÷òî èõ íàðóøåíèå ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü îá èçìåíåíèè óñëîâèé,
â êîòîðûõ îíè ïðîÿâëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, î÷åíü òðóäíî ïðåäñêàçàòü,
ðîäèòñÿ ìàëü÷èê èëè äåâî÷êà. Îäíàêî îòíîøåíèå ÷èñëà ðîæäåíèé

10
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ìàëü÷èêîâ ê ÷èñëó ðîæäåíèé äåâî÷åê ÷ðåçâû÷àéíî ñòàáèëüíî è
≈ 21/20. Ïîýòîìó, êîãäà ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé Ëàïëàñ â íà÷àëå XIX
âåêà îáíàðóæèë, ÷òî äëÿ Ïàðèæà îíî ðàâíî 25/24, îí çàïîäîçðèë,
÷òî â Ïàðèæå ÷òî-òî íå òàê. Äåéñòâèòåëüíî, îêàçàëîñü, ÷òî êðåñòüÿíå
èç îêðåñòíûõ äåðåâåíü ïîäáðàñûâàëè â ïàðèæñêèå ïðèþòû ñâîèõ äî-
÷åðåé êàê íåâûãîäíóþ â êðåñòüÿíñêîì õîçÿéñòâå ÷àñòü ïîòîìñòâà.

Òàê âîò, ïðåäìåòîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ èçó÷å-
íèå çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ìàññî-
âûõ îäíîðîäíûõ (ïðîèñõîäÿùèõ ïðè îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ) ñ.ñ.

Ïîñêîëüêó òðóäíî íàçâàòü ñîáûòèå, êîòîðîå áû íå áûëî ñëó÷àé-
íûì, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñå, ÷òî âû èçó÷àëè äî ñèõ ïîð � áëåäíàÿ
êîïèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè. Êîíå÷íî, ïîëó÷åííûå âàìè çíàíèÿ íåëüçÿ
íàçâàòü ëîæíûìè, íî íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñèëüíî óïðîùåííûå, èäåàëèçèðîâàííûå ìîäåëè. Òàê, êàìåíü, áðî-
øåííûé ïîä óãëîì ê ïîâåðõíîñòè Çåìëè, íèêîãäà íå ïîëåòèò ïî ïà-
ðàáîëå, òàê êàê ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà, åãî äâèæåíèå, ôîðìà êàìíÿ
è ò.ï. îòêëîíÿò òðàåêòîðèþ îò ïàðàáîëè÷åñêîé íåïðåäñêàçóåìûì îá-
ðàçîì. Åñëè âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ íåçíà÷èòåëüíî, òî ïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëàìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ìîæíî è íóæíî, åñëè
æå íåò � ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ìåòîäàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. È õî-
òÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èìåþòñÿ ñâîè èäåàëèçàöèè è äîïóùåíèÿ,
âñå æå îíà ãîðàçäî áëèæå ê ðåàëüíîñòè, ÷åì ìíîãèå äðóãèå ðàçäåëû
ìàòåìàòèêè.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé êàê íàóêà çàðîäèëàñü â XVI�XVII ââ.
Åå ðîæäåíèå ñâÿçàíî ñ èìåíàìè Êàðäàíî, Ãþéãåíñà, Ïàñêàëÿ, Ôåð-
ìà. Ñëåäóþùèé ïåðèîä ðàçâèòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàí ñ èìå-
íåì ßêîâà Áåðíóëëè (1654-1705). Äîêàçàííàÿ èì òåîðåìà, ïîëó÷èâ-
øàÿ íàçâàíèå ¾çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë¿, áûëà ïåðâûì òåîðåòè÷åñêèì
îáîñíîâàíèåì íàêîïëåííûõ ðàíåå ôàêòîâ. Äàëüíåéøèìè óñïåõàìè
òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé îáÿçàíà Ìóàâðó, Ëàïëàñó, Ãàóññó, Ïóàññîíó è
äð. Íîâûé, íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûé ïåðèîä, ñâÿçàí ñ èìåíàìè Ï.Ë. ×å-
áûøåâà (1821-1894) è åãî ó÷åíèêîâ Ì.À. Ëÿïóíîâà (1857-1918) è
À.À. Ìàðêîâà (1856-1922), ñäåëàâøèõ òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé ñòðîé-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêîé. Åå ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå îáÿçàíî â
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ïåðâóþ î÷åðåäü ðóññêèì è ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêàì (Ñ.Í. Áåðíøòåéí,
Â.È. Ðîìàíîâñêèé, À.Í. Êîëìîãîðîâ, À.ß. Õèí÷èí, Â.Â. Ãíåäåíêî,
Í.Â. Ñìèðíîâ è äð.). Â Óêðàèíå áîëüøîé âêëàä â òåîðèþ âåðîÿòíî-
ñòåé âíåñëè È.È. Ãèõìàí, À.Â. Ñêîðîõîä, Â.Ë. Ãèðêî è äð.

Íå ñðàçó òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé çàíÿëà äîñòîéíîå ìåñòî ñðåäè äðó-
ãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Íå âñå ó÷åíûå ñîãëàøàëèñü ñ òåì, ÷òî ìè-
ðîì ïðàâèò ñëó÷àé. Åñëè áû èìåòü âñå äàííûå î òîì èëè èíîì ÿâëå-
íèè â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, òî åãî äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå ìîæíî
áûëî áû ïðåäñêàçàòü àáñîëþòíî òî÷íî, ñ÷èòàëè îíè. Íàïðèìåð, åñ-
ëè çíàòü íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè ìîëåêóë âîçäóõà, òî èõ
äàëüíåéøåå äâèæåíèå ìîæíî ðàññ÷èòàòü êàê óãîäíî òî÷íî. Òîëüêî
îòñóòñòâèå ïîäîáíîé èíôîðìàöèè çàñòàâëÿåò ïðèáåãàòü ê ìåòîäàì
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Êîíåö ñïîðàì ïîëîæèëî âîçíèêíîâåíèå â êîíöå XIX âåêà êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè. Ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà óñòàíîâèë,
÷òî íåëüçÿ òî÷íî èçìåðèòü ïîëîæåíèå ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû, íå èç-
ìåíèâ åå ñêîðîñòü, èëè èçìåðèòü ñêîðîñòü, íå èçìåíèâ åå òðàåêòîðèè.
Äà è ÷àñòèöà îêàçàëàñü íå óïðóãèì øàðèêîì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,
à ÷àñòèöåé-âîëíîé, ñóãóáî âåðîÿòíîñòíûì îáðàçîì ¾ðàçìàçàííîé¿ â
ïðîñòðàíñòâå.

Òàêèì îáðàçîì âûÿñíèëîñü, ÷òî ñëó÷àéíîñòü ëåæèò â îñ-

íîâå ìèðîçäàíèÿ. Ïðàâäà, À. Ýéíøòåéí äî êîíöà ñâîèõ äíåé òàê
è íå ñîãëàñèëñÿ ñ ýòèì ôàêòîì, çàÿâèâ: ¾ß íèêîãäà íå ïîâåðþ, ÷òî
ïðåæäå, ÷åì ïðèíÿòü ðåøåíèå, ãîñïîäü áîã áðîñàåò êîñòè¿.

Ñ êîíöà XIX â. òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé áóðíî ðàçâèâàåòñÿ. Ïóáëè-
êàöèé ïî íåé êàæäûé ãîä âûõîäèò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïî äðóãèì
ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè âìåñòå âçÿòûì. Äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëèòü íàó-
êè, êîòîðûå âîçíèêëè íà åå îñíîâå: òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,
òåîðèÿ íàäåæíîñòè, êîððåëÿöèîííûé è äèñïåðñèîííûé àíàëèçû, ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ãåíåòèêà, òåîðèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, àíàëèç âðå-
ìåííûõ ðÿäîâ, ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ, òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé è äð.

Â ðàìêàõ âàøåé ñïåöèàëüíîñòè òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ ðàñ÷åòà ýêñïëóàòàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì àâòîìàòèêè è
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ñâÿçè (òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ), äëÿ àíàëèçà, ôèëüòðàöèè è
ýêñòðàïîëÿöèè ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ (òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèîòåõíèêà), óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ ñëó÷àéíûõ
ïîìåõ (ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ), îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ (òåîðèÿ èäåíòèôèêàöèè ñè-
ñòåì) è äð.

1.2 Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Èòàê, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé çàíèìàåòñÿ òîëüêî ìàññîâûìè ñ.ñ., êîòî-
ðûå ïðîèñõîäÿò ïðè îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ.

Âîñïðîèçâåäåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ñ.ñ.,
íàçûâàåòñÿ, êàê â ôèçèêå èëè â õèìèè, îïûòîì.

×åðåç Ω îáîçíà÷èì âñå âîçìîæíûå, èñêëþ÷àþùèå äðóã äðóãà ðå-
çóëüòàòû îïûòà, è íàçîâåì òàêîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâîì ýëå-

ìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, à åãî ýëåìåíòû � ýëåìåí-

òàðíûìè ñ.ñ. (ý.ñ.ñ.). Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî èç ý.ñ.ñ., êàê èç êèð-
ïè÷èêîâ, ìîæíî ñòðîèòü äðóãèå ñ.ñ.

Ïðèìåð 1.1. Èâàíîâ ðåøèë êóïèòü òðè ëîòåðåéíûõ áèëåòà. Òðå-
áóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ý.ñ.ñ. âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ âû-
èãðûøà.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Â ñ.ñ. ¾Ëîòåðåéíûé áèëåò Èâàíîâà âûèã-
ðàë¿, à ÷åðåç Í � ¾Ëîòåðåéíûé áèëåò Èâàíîâà íå âûèãðàë¿. Òîãäà

Ω = {HHH,BHH,HBH, HHB, BBH,BHB, HBB,BBB}.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ý.ñ.ñ. êîíå÷íî è îïèñûâàåòñÿ óêàçà-
íèåì âñåõ ñâîèõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 1.2. Èâàíîâ ðåøèë èãðàòü â ëîòåðåþ äî òåõ ïîð, ïîêà
íå âûèãðàåò. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ý.ñ.ñ. äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ.
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Ðåøåíèå. Ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

Ω = {
0
B,

1
HB,

2
HHB,

3
HHHB, . . .},

ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîãóò áûòü çàíóìåðîâàíû, íàïðèìåð, ÷èñëîì áóêâ
¾H¿, ñîäåðæàùèõñÿ â ýëåìåíòå. Òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþò ñ÷åò-
íûìè.

Ïðèìåð 1.3. Ïîåçä ïðèáûâàåò íà ñòàíöèþ â 13.15 ïî ðàñïèñàíèþ,
íî ìîæåò îïîçäàòü. Íàéòè ïðîñòðàíñòâî ý.ñ.ñ. âñåâîçìîæíûõ ìî-
ìåíòîâ ïðèáûòèÿ ïîåçäà

Ðåøåíèå. Ìîìåíòû ïðèáûòèÿ ïîåçäà îáðàçóþò èíòåðâàë

Ω = [13.15,∞).

Ý.ñ.ñ. � òî÷êà èç óêàçàííîãî èíòåðâàëà. Êîëè÷åñòâî ý.ñ.ñ. áåñêîíå÷íî
è èõ íåëüçÿ çàíóìåðîâàòü. Òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþò íåñ÷åòíû-
ìè èëè êîíòèíóàëüíûìè.

Ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Ω,
óäîâëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Îá ýòèõ óñëîâèÿõ ïîãî-
âîðèì ïîçæå, à ïîêà ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñ.ñ. èç ïðèìåðîâ 1.1-1.3.

Â ïðèìåðå 1.1 èç ý.ñ.ñ. ìîæíî îáðàçîâàòü ñ.ñ. A1 = {BHB,HBB,
BBH} = ¾Èâàíîâ âûèãðàë â ëîòåðåþ ðîâíî äâà ðàçà¿, B1 = {BBH,
BHH, BBB,BHB} = ¾Èâàíîâ ñ ïåðâîãî ðàçà âûèãðàë â ëîòåðåþ¿,
C1 = {BHH, HBH,HHB} = ¾Èâàíîâ ðîâíî îäèí ðàç âûèãðàë â
ëîòåðåþ¿. Â ïðèìåðå 1.2 èìååì ñ.ñ. A2 = {B,HHB,HHHHB, . . .} =
= ¾Èâàíîâ â íå÷åòíûé ðàç âûèãðàë â ëîòåðåþ¿. Â ïðèìåðå 1.3: A3 =
= [13.30; 13.45] = ¾Ïîåçä ïðèáûë íà ñòàíöèþ ìåæäó 13.30 è 13.45¿.

Èçâåñòíî, ÷òî íàä ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûïîëíÿòü îïðåäåëåí-
íûå îïåðàöèè. Ýòèì îïåðàöèÿì â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþò
îïåðàöèè íàä ñ.ñ., ïðèâîäÿùèå ê íîâûì ñ.ñ.

A � ñ.ñ., ïðîòèâîïîëîæíîå ñ.ñ. A, ñîñòîèò â íåíàñòóïëåíèè A.
Íàïðèìåð, B1 = ¾Èâàíîâ íå âûèãðàë â ëîòåðåþ ñ ïåðâîãî ðàçà¿ =
= {HHH,HBH,HHB,HBB}.
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A∩B = A ·B � ïðîèçâåäåíèå ñ.ñ., ñîñòîÿùåå â îäíîâðåìåííîì
íàñòóïëåíèè ñ.ñ. A è B. Íàïðèìåð A1 · B1 = {BHB,BBH} = ¾Ó
Èâàíîâà âûèãðàë ïåðâûé ëîòåðåéíûé áèëåò è òî ëè âòîðîé, òî ëè
òðåòèé¿.

A∪B � îáúåäèíåíèå ñ.ñ., ïðîèñõîäÿùåå, åñëè ðåàëèçóåòñÿ õîòÿ
áû îäíî èç ñ.ñ.: A èëè B. Íàïðèìåð, B1 ∪ C1 = ¾Èâàíîâ òî ëè ñ
ïåðâîãî ðàçà âûèãðàë â ëîòåðåþ, òî ëè âûèãðàë âñåãî îäèí ðàç¿.

A−B = A ·B � ðàçíîñòü ñ.ñ. A è B.
Ïðè ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî

∅. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé åìó ñîîòâåòñòâóåò ñ.ñ., êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
íåâîçìîæíûì, òàê êàê íèêîãäà íå íàáëþäàåòñÿ â îïûòå. Íàïðè-
ìåð, A1 · C1 = ∅.

Ñ.ñ. A è B, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì ñîáû-
òèåì, íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè íàçû-
âàþòñÿ ñîâìåñòíûìè . Ñëåäîâàòåëüíî, A1 è C1 íåñîâìåñòíû.

Îáúåäèíåíèå íåñîâìåñòíûõ ñ.ñ. A è B íàçûâàåòñÿ èõ ñóììîé è
îáîçíà÷àåòñÿ A + B. Òàê, A1 ∪ C1 = A1 + C1 = ¾Èâàíîâ âûèãðàë
â ëîòåðåþ îäèí èëè äâà ðàçà¿. Ý.ñ.ñ. âñå ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è â
ñóììå äàþò âñå ïðîñòðàíñòâî Ω. Â ïðèìåðå 1.1

HHH + BHH + HBH + HHB + BBH + BHB + HBB + BBB = Ω.

×òî îçíà÷àåò ýòî ñ.ñ.? Òîëüêî òî, ÷òî îäèí èç èñõîäîâ îïûòà îáÿçà-
òåëüíî ðåàëèçóåòñÿ. Ïîýòîìó Ω íàçûâàþò äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì,
îíî îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò â îïûòå.

Èòàê, åñëè ìû õîòèì îïåðèðîâàòü ñî ñ.ñ., ìû äîëæíû ñ÷èòàòü ðå-
çóëüòàòû îïåðàöèé òîæå ñ.ñ. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ñèñòåìà àê-
ñèîì À.Í. Êîëìîãîðîâà, êîòîðàÿ äàåò ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñ.ñ. Ñî-
âîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ èç Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ.ñ. è îáîçíà-
÷àåòñÿ A, åñëè

α1) Ω ∈ A;
α2) A ∈ A =⇒ A ∈ A;
α3) A1 ∈ A, . . . , An ∈ A, . . . =⇒ A1 ∪ . . . ∪An ∪ . . . ∈ A.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìíîæåñòâà èç A è íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñîáû-

òèÿìè. Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî α1)−α3) � âïîëíå ðà-
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çóìíûå òðåáîâàíèÿ, íàïðèìåð, èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ∅ ∈ A è A ·B ∈ A,
åñëè A è B ïðèíàäëåæàò A. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü ∅ = Ω ∈ A è
A ·B = A ∪B ∈ A.

Äëÿ ìíîæåñòâ îïðåäåëåíû îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ: A ⊂ B, B ⊃ A.
Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â ñëó÷àå A ⊂ B ãîâîðÿò, ÷òî ñ.ñ. A áëàãî-

ïðèÿòñòâóåò ñ.ñ. B. Åñëè æå A ⊂ B è B ⊂ A, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ñ.ñ. A è B ýêâèâàëåíòíû è ïèøóò A = B. Íàïðèìåð, ñîáûòèå
A = ¾Âòîðîé ñòðåëîê ïîïàäåò â ìèøåíü¿ áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáû-
òèþ B = ¾Ìèøåíü áóäåò ïîðàæåíà¿ è ïîýòîìó A ⊂ B. Ïðèìåðîì
ýêâèâàëåíòíûõ ñîáûòèé ñëóæàò ñîáûòèÿ ¾Ñëó÷àéíî âûáðàííîå ÷èñ-
ëî ðàçäåëèòñÿ íà øåñòü¿ è ¾Ñëó÷àéíî âûáðàííîå ÷èñëî ðàçäåëèòñÿ è
íà äâà, è íà òðè¿. Îòìåòèì, ÷òî âñå ñâîéñòâà îïåðàöèé è îòíîøåíèé
äëÿ ìíîæåñòâ ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ ñ.ñ.

1.3 Âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé

Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñâÿçàíî ñ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé h(A)
ñ.ñ. A, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà îïûòîâ nA (÷à-
ñòîòû), â êîòîðûõ íàáëþäàëàñü ðåàëèçàöèÿ ñ.ñ A ê îáùåìó ÷èñëó
ïðîâåäåííûõ îïûòîâ n. ßñíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî ìåæäó 0 è 1.

Ïî àíàëîãèè âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ÷èñëà P (A),
P (B), . . ., êîòîðûå ïðèïèñûâàþòñÿ ñ.ñ. A, B, . . . è îáëàäàþò ñâîé-
ñòâàìè [22, ñ. 80]:

β1) P (A) ≥ 0,

β2)
∞∑
i=1

Ai = Ω =⇒
∞∑
i=1

P (Ai) = 1.

Ýòè àêñèîìû îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, êîòîðûå ïðåäëîæèë À.Í. Êîë-
ìîãîðîâ, íî ðàâíîñèëüíû èì è áîëåå íàãëÿäíû. Ïåðâàÿ àêñèîìà îçíà-
÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà, à âòîðàÿ � ÷òî
ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñ.ñ., ñóììà êîòîðûõ îá-
ðàçóåò äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, ðàâíà åäèíèöå. Ýòî âïîëíå ïîíÿòíûå
òðåáîâàíèÿ è èõ î÷åíü ìàëî � âñåãî äâà. Íî èç íèõ è àêñèîì α1)−α3)
cëåäóþò âñå
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ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

1◦. Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþ, âåðîÿòíîñòü
äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå:

P (∅) = 0, P (Ω) = 1.

Òàê êàê ∅+Ω = Ω, òî èç àêñèîìû β2) ïîëó÷àåì, ÷òî P (∅)+P (Ω) =
= P (Ω) = 1, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

2 ◦. Âåðîÿòíîñòü ñ.ñ., ïðîòèâîïîëîæíîãî ñ.ñ. A, âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

P (A) = 1− P (A).

Ñíîâà èñïîëüçóÿ àêñèîìó β2) è ôîðìóëó A + A = Ω, ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî P (A) + P (A) = 1, ðàâíîñèëüíîå äîêàçûâàåìîìó ñâîéñòâó.

3◦. Âåðîÿòíîñòü ñ.ñ. çàêëþ÷åíà ìåæäó 0 è 1:

0 ≤ P (A) ≤ 1.

Ñâîéñòâî 2 è àêñèîìà β1) ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ 0 ≤ P (A) =
= 1− P (A), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî P (A) ≤ 1.

4◦. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé. Åñëè ñ.ñ.
A è B íåñîâìåñòíû, òî âåðîÿòíîñòü èõ ñóììû ðàâíà ñóììå èõ
âåðîÿòíîñòåé:

P (A + B) = P (A) + P (B).

Î÷åâèäíî òîæäåñòâî: (A + B) + (A + B) = A + B + (A + B) = Ω,
ïðèìåíÿÿ ê êîòîðîìó äâàæäû àêñèîìó β2), ñ îäíîé ñòîðîíû ïîëó-
÷àåì, ÷òî P (A + B) + P (A + B) = 1, à ñ äðóãîé ñòîðîíû P (A) +
+P (B) + P (A + B) = 1. Çíà÷èò, P (A + B) + P (A + B) = P (A) +
+P (B) + P (A + B), èç ÷åãî è ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå òåîðåìû.

5◦. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé. Åñëè ñ.ñ. A
è B ñîâìåñòíû, òî âåðîÿòíîñòü èõ îáúåäèíåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ·B).
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Òàê êàê B = B ·Ω = B ·(A+A) = A ·B+B ·A, òî ïî ïðåäûäóùåìó
ñâîéñòâó P (B) = P (A ·B) + P (B ·A), çíà÷èò,

P (B ·A) = P (B)− P (A ·B). (1.1)

Êðîìå òîãî,

A ∪B = (A ∪B)Ω = (A ∪B)(A + A) =

= AA ∪AB + AA + BA = A ∪AB + BA =

= A(Ω ∪B) + BA = A + BA

(1.2)

è ñíîâà-òàêè ïî ñâîéñòâó 4 P (A ∪ B) = P (A) + P (B · A). Ïîäñòàâ-
ëÿÿ â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âìåñòî P (B ·A) åãî âûðàæåíèå èç (1.1),
ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìóþ ôîðìóëó.

6 ◦. Âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñ.ñ. íå ïðåâîñõîäèò ñóììû èõ
âåðîÿòíîñòåé:

P (A ∪B) ≤ P (A) + P (B).

Ïðîñòîå ñëåäñòâèå òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíûõ ñ.ñ.

7◦. Åñëè ñîáûòèå A áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ B, òî âåðîÿòíîñòü
èõ ðàçíîñòè ðàâíà ðàçíîñòè èõ âåðîÿòíîñòåé:

P (B −A) = P (B)− P (A).

Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå A ⊂ B, òî èç (1.2) èìååì B = B ∪ A =
= A + B ·A. Ïîýòîìó

P (B) = P (A) + P (B ·A),

÷òî ðàâíîñèëüíî äîêàçûâàåìîìó ðàâåíñòâó.

8◦. Åñëè ñ.ñ. A áëàãîïðèÿòñòâóåò ñ.ñ. B, òî âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî
íå áîëüøå âåðîÿòíîñòè âòîðîãî:

A ⊂ B =⇒ P (A) ≤ P (B).
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Ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî
P (B −A) ≥ 0.

Ïðèìåð 1.4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîâûé êîìïüþòåð ïîñòóïèò
â îòäåë � 1, ðàâíà 0,7, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïîñòóïèò â
îòäåë � 2, ðàâíà 0,1. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîâûé êîì-
ïüþòåð ïîñòóïèò â îäèí èç ýòèõ îòäåëîâ?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñîáûòèÿ: A1 = ¾Íîâûé êîìïüþòåð ïîñòóïèò â
îòäåë � 1¿, A2 = ¾Íîâûé êîìïüþòåð ïîñòóïèò â îòäåë � 2¿. Òàê
êàê ýòè ñîáûòèÿ èñêëþ÷àþò äðóã äðóãà, òî îíè íåñîâìåñòíû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ
ñ.ñ.:

P (A1 + A2) = P (A1) + P (A2) = 0,7 + 0,1 = 0,8.

1.4 Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Ñèñòåìà âîçìîæíûõ, ïîïàðíî íåñîâìåñò-

A3

A1

A4

A2

A5 A6

Ω
íûõ ñ.ñ. A1, . . . , An, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà
Ω, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì. Ò.î.

Ai ·Aj = ∅ (i 6= j), Ai 6= ∅,
A1 + . . . + An = Ω.

Ñ.ñ. A1, . . . , An íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåðî-
ÿòíûìè, åñëè P (A1) = . . . = P (An) = p.
Òåîðåìà 1.1. Åñëè ñ.ñ. A1, . . . , An ðàâíîâåðîÿòíû, îáðàçóþò ðàçáè-
åíèå è A1 + . . . + Am = A, òî

P (A) =
m

n
. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A1, . . . , An ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, òî ïî
òåîðåìå ñëîæåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñ.ñ. èìååì

P (A1) + . . . + P (An) = P (A1 + . . . + An) = P (Ω) = 1,
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çíà÷èò, np = 1, à p = 1/n. Àíàëîãè÷íî, â ñèëó A1 + . . . + Am = A
ïîëó÷àåì

P (A) = P (A1 + . . . + Am) = P (A1) + . . . + P (Am) = p ·m = m/n.

Òàê êàê A1 ⊂ A, . . . , An ⊂ A, òî ñîáûòèÿ A1, . . . , An áëàãîïðè-
ÿòñòâóþò ñ.ñ. A. Ýòî äàåò îñíîâàíèå ïðî÷èòàòü ôîðìóëó òàê: âåðî-
ÿòíîñòü ñ.ñ. A ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà ñ.ñ., áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ
ñ.ñ. A, ê îáùåìó ÷èñëó ðàâíîâåðîÿòíûõ ñ.ñ., îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå.
Â òàêîì âèäå äî àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ôîðìóëèðî-
âàëîñü îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, â ñèëó ÷åãî âûðàæåíèå (1.3) íàçû-
âàþò òàêæå êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè. Ïîëü-
çîâàòüñÿ èì ìîæíî äàëåêî íå âñåãäà, à ëèøü ïðè âûïîëíåíèè ïåðå-
÷èñëåííûõ â òåîðåìå 1.1 óñëîâèé.

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷å-
ñêèõ ñèòóàöèé ñëóæèò òàê íàçûâàåìàÿ óðíîâàÿ ìîäåëü. Èìååòñÿ
óðíà, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ðàçíîöâåòíûå øàðèêè è âûáèðàþòñÿ èç
íåå íàóãàä. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â âûáîðêå
îáíàðóæèòñÿ îïðåäåëåííàÿ êîìáèíàöèÿ øàðèêîâ.

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü, íàïðèìåð, â óðíå èìååòñÿ 10 ñèíèõ, 5 êðàñíûõ
è 2 æåëòûõ øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûíóòü èç óðíû ñèíèé øàð?

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, âûíóòü ëþáîé øàð èç óðíû ìîæíî ñ îäíîé
è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ. Ñ.ñ., áëàãîïðèÿòñòâó-

10 ñèíèõ

5 êðàñíûõ

2 æåëòûõ

þùèõ èíòåðåñóþùåìó íàñ ñ.ñ., äåñÿòü � ïî
êîëè÷åñòâó ñèíèõ øàðîâ, à âñåãî âîçìîæíûõ
èñõîäîâ � 17. Çíà÷èò, ïî ôîðìóëå (1.3) èñêî-
ìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 10/17.

Ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòè äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷ ìîæåò ïîòðåáîâàòü ïðèâëå÷å-
íèÿ êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóë. Ýòîò ìàòåðèàë ìîæíî èçó÷èòü ïî [23]
è [7].
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Ïðèìåð 1.6 (Çàäà÷à âûáîðî÷íîãî êîíòðîëÿ). Â ïàðòèè èç L èç-
äåëèé èìååòñÿ K áðàêîâàííûõ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòáèðàþòñÿ l
èçäåëèé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ èçäåëèé
ðîâíî k áðàêîâàííûõ?

Ðåøåíèå. Âñåãî âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûáðàòü l èçäåëèé èç L èçäå-
ëèé èìååòñÿ n = C l

L. Òàê êàê k áðàêîâàííûõ èçäåëèé âûáèðàþòñÿ èç
K áðàêîâàííûõ, à îñòàâøèåñÿ l− k íåáðàêîâàííûõ èçäåëèé âûáèðà-
þòñÿ èç L −K íåáðàêîâàííûõ, òî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü ïàðòèþ
èç l èçäåëèé, ñðåäè êîòîðûõ k áðàêîâàííûõ, ðàâíî m = Ck

KC l−k
L−K .

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

p =
m

n
=

Ck
KC l−k

L−K

C l
L

.

Ïðèìåð 1.7. Â áðèãàäå ðàáîòàþò 6 ìóæ÷èí è 4 æåíùèíû. Ïî òà-
áåëüíûì íîìåðàì íàóäà÷ó îòîáðàíû 7 ÷åëîâåê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàçàëèñü 3 æåíùèíû.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé ïðè ðåøåíèè ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è, ñ òàêèìè çíà÷åíèÿìè âõîäÿùèõ â íåå âåëè÷èí: L = 10,
K = 4, l = 7, k = 3. Ïîëó÷èì

p =
C3

4C4
6

C7
10

=
4!6!7!3!

3!1!4!2!10!
= 0,5.

Ïðèìåð 1.8. Øèôð àâòîìàòè÷åñêîé êàìåðû õðàíåíèÿ ñîñòîèò èç
÷åòûðåõ ñèìâîëîâ. Ïåðâûé ñèìâîë � îäíà èç áóêâ À, Á, Â, Ã, Ä,
Å, Æ, È, Ê, Ë. Îñòàëüíûå òðè ñèìâîëà � îäíà èç öèôð îò 0 äî
9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíûì íàáîðîì øèôðà îòêðûòü êàìåðó
õðàíåíèÿ.
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Ðåøåíèå. ×èñëî âîçìîæíûõ øèôðîâûõ êîìáèíàöèé ðàâíî A4
10 =

= 104 = 10000. Òàê êàê áëàãîïðèÿòñòâóåò îòêðûâàíèþ êàìåðû îäíà-
åäèíñòâåííàÿ êîìáèíàöèÿ ñèìâîëîâ, òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
1/10000.

Ïðèìåð 1.9. Èìåþòñÿ àâòîïîãðóç÷èêè ÷åòûðåõ ðàâíîöåííûõ ìà-
ðîê, êîòîðûìè óäîâëåòâîðÿþòñÿ çàÿâêè ïðåäïðèÿòèé. Æåëåçíîäî-
ðîæíûé óçåë ïîñëàë çàÿâêó íà òðè àâòîïîãðóç÷èêà. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïîëó÷èò àâòîïîãðóç÷èêè îäíîé ìàðêè.

Ðåøåíèå. ×èñëî âàðèàíòîâ, êîòîðûìè ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíà çà-
ÿâêà ïðåäïðèÿòèÿ, ðàâíî C

3
4 = C3

6 = 20. Ñðåäè íèõ èìååòñÿ ÷åòûðå
áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ âàðèàíòà. Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
4/20 = 0,2.



Ëåêöèÿ 2

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ è óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòè.

Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé

2.1 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω èç n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, èìåþùåå n-
ìåðíûé îáúåì, è ñèñòåìó A åãî ïîäìíîæåñòâ, òàêæå èìåþùèõ n-
ìåðíûé îáúåì:

A = {A : A ⊂ Ω ⊂ Rn, A èìååò îáúåì µ(A)}.

Äëÿ ëþáîãî A ∈ A ïîëîæèì

P (A) =
µ(A)
µ(Ω)

(2.1)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì îïðåäåëåíèè n-ìåðíîãî
îáúåìà âåëè÷èíà P (A) ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñ.ñ. A, êîòîðîå ñîñòîèò
â ïîïàäàíèè òî÷êè (x1, . . . , xn) â îáëàñòü A è ñ ýòîé îáëàñòüþ îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ. Âûðàæåíèå (2.1) íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îïðå-

äåëåíèåì âåðîÿòíîñòè è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðàê-
òè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïðèìåð 2.1. Â òî÷êå K, ïîëîæåíèå êîòîðîé íà òåëåôîííîé ëèíèè
BD äëèíû L ðàâíîâîçìîæíî, ïðîèçîøåë ðàçðûâ. Îïðåäåëèòü âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà K óäàëåíà îò òî÷êè B íà ðàññòîÿíèå,
íå ìåíüøåå l.

23
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B C K D

l
L

Ðèñ. 2.1: Ðàçðûâ òåëåôîííîé ëèíèè

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ÷åðòåæ (ðèñ. 2.1). Âûáåðåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà
Ω îòðåçîê BD, òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîïà-
äàíèÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîé òî÷êè íà îòðåçîê CD. Íî ìåðà îòðåçêà �
åãî äëèíà è, òàê êàê µ(CD) = L − l, à µ(BD) = L, òî ïî ôîðìóëå
(2.1) ïîëó÷èì P (CD) = (L− l)/L = 1− l/L.

Ïðèìåð 2.2. Â ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè èç ïðîìåæóòêà [0, T ] ðàâ-
íîâîçìîæíû ïîñòóïëåíèÿ â ïðèåìíèê äâóõ ñèãíàëîâ. Ïðèåìíèê áó-
äåò çàáèò, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ ñèãíà-
ëîâ áóäåò ìåíüøå τ . Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèåìíèê
áóäåò çàáèò.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå óäîáíî ñ÷èòàòü ìíîæåñòâîì Ω êâàäðàò
OTMT , èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå.

x

y

O

A

τ T

τ

T
M

Ðèñ. 2.2: Ãåîìåòðèÿ ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ



Ëåêöèÿ 2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ è óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòè 25

Ïóñòü x è y � ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ äâóõ ñèãíàëîâ â ïðèåìíèê.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïîñëåäíèé áóäåò çàáèò, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî:

|y − x| < τ,

èëè
x− τ < y < x + τ.

Íà ðèñóíêå ýòîìó íåðàâåíñòâó ñîîòâåòñòâóåò çàêðàøåííàÿ îáëàñòü
A. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà îòíîøåíèþ ïëî-
ùàäåé çàêðàøåííîé îáëàñòè ê ïëîùàäè êâàäðàòà OTMT , ïðè÷åì,
ïëîùàäü ôèãóðû A ðàâíà ïëîùàäè äàííîãî êâàäðàòà ìèíóñ ïëî-
ùàäè òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå âûðåçàþòñÿ èç êâàäðàòà çàêðàøåííîé
îáëàñòüþ. Ïîýòîìó

P (A) =
P (Ω)− (T − τ)2

P (Ω)
=

T 2 − (T − τ)2

T 2
= 1−

(
1− τ

T

)2
.

2.2 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Íåçàâèñèìîñòü ñ.ñ.

Âåðîÿòíîñòü ñ.ñ. ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðåàëèçàöèè äðóãèõ ñ.ñ. Íà-
ïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîåçä äîåäåò áåç ïðîèñøåñòâèé, çàâè-
ñèò îò ñîñòîÿíèÿ ëîêîìîòèâà, âàãîíîâ, êâàëèôèêàöèè ìàøèíèñòà è
ò.ä.

Ïóñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ñåðèÿ èç n îïûòîâ, â êîòîðûõ ìîãóò ïðî-
èçîéòè ñ.ñ. A è B. Îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé îñóùåñòâëåíèÿ ñ.ñ.
A ïðè óñëîâèè ðåàëèçàöèè ñ.ñ. B íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà hA/B = k/nB,
ãäå k � ÷èñëî îñóùåñòâëåíèé ñ.ñ. A â îïûòàõ, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî
ñ.ñ. B. Î÷åâèäíî, ÷òî k = nAB è ïîýòîìó

hA/B =
k/n

nB/n
=

nAB/n

nB/n
=

hAB

hB
.

Ýòà ôîðìóëà ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíîâûâàåò ïîíÿòèå óñëîâíîé
âåðîÿòíîñòè.
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Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P (A/B) ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A ïðè
óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñëó÷àéíîå ñîáûòèå B, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

P (A/B) =
P (AB)
P (B)

, P (B) 6= 0.

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

P (AB) = P (A/B)P (B).

Ýòà ôîðìóëà ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíî-
ñòè, ïðè÷åì, äëÿ ÷èñëà ñ.ñ., áîëüøåãî äâóõ, ïðèíèìàåò âèä:

P (A1 . . . An) = P (A1)P (A2/A1) · . . . · P (An/A1 . . . An−1).

Äâà ñ.ñ. A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè âåðîÿòíîñòü èõ
ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ âåðîÿòíîñòåé:

P (AB) = P (A)P (B).

Áîëåå, ÷åì äâà, ñ.ñ. A1, . . . , An íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P (AiAk . . . Am) = P (Ai)P (Ak) . . . P (Am)

ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ i, k, . . . ,m, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó 1 è n.
Åñëè A è B íåçàâèñèìû, òî

P (A/B) = P (AB)/P (B) = P (A)P (B)/P (B) = P (A),

òî åñòü óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñ.ñ. A ðàâíà åãî áåçóñëîâíîé âåðîÿòíî-
ñòè. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì î íåçàâèñèìî-
ñòè ñ.ñ.

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ.ñ. Åñëè
A1, . . . , An íåçàâèñèìû, òî

P (A1 . . . An) = P (A1)P (A2) · . . . · P (An).
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Ïðèìåð 2.3. Â çàëå îæèäàíèÿ ñòàíöèè Êîíäðàêèíî óñòàíîâëåíû
òðè èãðàëüíûõ àâòîìàòà òðåõ ðàçëè÷íûõ ôèðì. Âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî â òå÷åíèå ãîäà ïåðâûé, âòîðîé èëè òðåòèé àâòîìàòû, ñî-
îòâåòñòâåííî, íå âûéäóò èç ñòðîÿ ðàâíû 0, 6; 0, 7; 0, 8. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ãîäà íå âûéäóò èç ñòðîÿ: à) òîëü-
êî îäèí àâòîìàò, á) ðîâíî äâà àâòîìàòà, â) âñå òðè àâòîìàòà.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñ.ñ.: Ai = ¾i-é àâòîìàò íå âûéäåò èç ñòðîÿ â
òå÷åíèå ãîäà¿, i = 1, 2, 3; Aa, Aá, Aâ � ñ.ñ., óêàçàííûå â ïï. à), á) è
â) óñëîâèÿ çàäà÷è. Ñ.ñ. Aa ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aa = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3.

Ñëàãàåìûå â ýòîé ôîðìóëå ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè ñ.ñ., à ìíî-
æèòåëè êàæäîãî ñëàãàåìîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìûå ñ.ñ.
Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñ.ñ. è òåî-
ðåìó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ.ñ., ïîëó÷àåì

P (Aa) = P (A1)P
(
A2

)
P
(
A3

)
+ P

(
A1

)
P (A2) P

(
A3

)
+

+ P
(
A1

)
P
(
A2

)
P (A3) =

= 0,6 · 0,3 · 0,2 + 0,4 · 0,7 · 0,2 + 0,4 · 0,3 · 0,8 = 0,188;

ïðè÷åì, âåðîÿòíîñòè ñ.ñ., ïðîòèâîïîëîæíûõ ñ.ñ. A1, A2, A3 íàõîäèì
ïî ôîðìóëàì:

P
(
A1

)
= 1− P (A1) = 1− 0, 6 = 0, 4;

P
(
A2

)
= 1− P (A2) = 0, 3; P

(
A3

)
= 1− P (A3) = 0, 2.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì îñòàëüíûå âåðîÿòíîñòè:

P (Aá) = 0, 452, P (Aâ) = 0, 336.

Ïðèìåð 2.4 (Çàäà÷à î íàäåæíîñòè). Ìåõàíèçì âûõîäèò èç ñòðîÿ,
åñëè âûõîäèò èç ñòðîÿ õîòÿ áû îäíà èç åãî n äåòàëåé. Äåòàëè
âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
èñïðàâíîé ðàáîòû ìåõàíèçìà â òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà âðå-
ìåíè T , åñëè âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ i-é äåòàëè ðàâíà pi.
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Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü èñïðàâíîé ðàáîòû i-é äåòàëè â òå÷åíèå çàäàí-
íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ðàâíà qi = 1− pi. Îáîçíà÷èì Ai ñîáûòèå,
ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â òå÷åíèå âðåìåíè T äåòàëü ïðîðàáîòàåò èñ-
ïðàâíî. Òàê êàê ñ.ñ. A1, . . . , An íåçàâèñèìû, òî ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé

P (A1 · . . . ·An) = P (A1) · . . . · P (An) = q1 · . . . · qn.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

p̃n = P (A1 · . . . ·An) = q1 · . . . · qn.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå pi ðàâíû: p1 = · · · = pn = p, òî

p̃n = qn = (1− p)n,

ãäå q = 1− p. Çàìåòèì, ÷òî limn→∞ p̃n = 0.

Ïðèìåð 2.5. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ìåæäó òî÷êàìè M è N ñîñòàâ-
ëåíà ïî ñõåìå, ïðèâåäåííîé íà ðèñ.

M NK1

K2

K3

K4

K5

Âåðîÿòíîñòè âûõîäà èç ñòðîÿ ýëåìåíòîâ Ki (ðàçðûâ öåïè) â òå-
÷åíèå âðåìåíè T ðàâíû P (A1) = 0,6; P (A2) = 0,4; P (A3) = 0,7;
P (A4) = 0,9; P (A5) = 0,5; ãäå Ai � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â âûõîäå
èç ñòðîÿ ýëåìåíòà Ki. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ðàçðûâà öåïè çà
âðåìÿ T .

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì A ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â ðàçðûâå öåïè çà âðåìÿ
T . Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

A = A1 ∪A2A3A4 ∪A5.
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé è òåîðåìó
óìíîæåíèÿ äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, ïîëó÷àåì

P (A) = P (A1 ∪A2A3A4 ∪A5) = P (A1 ∪ (A2A3A4 ∪A5)) =
= P (A1) + P (A2A3A4 ∪A5)− P (A1A2A3A4 ∪A1A5) =
= P (A1) + P (A2A3A4) + P (A5)− P (A2A3A4A5)−
− P (A1A2A3A4)− P (A1A5) + P (A1A2A3A4A5) =

= P (A1) + P (A2)P (A3)P (A4) + P (A5)−
− P (A2)P (A3)P (A4)P (A5)− P (A1)P (A2)P (A3)P (A4)−
− P (A1)P (A5) + P (A1)P (A2)P (A3)P (A4)P (A5).

Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü çíà÷åíèÿ çàäàííûõ âåðîÿòíîñòåé:

P (A) = 0,6 + 0,4 · 0,7 · 0,9 + 0,5− 0,4 · 0,7 · 0,9 · 0,5−
− 0,6 · 0,4 · 0,7 · 0,9− 0,6 · 0,5 + 0,6 · 0,4 · 0,7 · 0,9 · 0,5 =

= 0,6 + 0,252 + 0,5− 0,126− 0,1512− 0,3 + 0,0756 =
= 0,8504.

2.3 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü ñ.ñ. A1, . . . , An îáðàçóþò ðàçáèåíèå. Òîãäà îíè íåñîâìåñòíû è
âìåñòå ñ íèìè íåñîâìåñòíû ñ.ñ. AAi, AAj , i 6= j, ãäå A - ëþáîå ñ.ñ.
Ñëåäîâàòåëüíî,

A = AΩ = A(A1 + . . . + An) = AA1 + . . . + AAn =
n∑

i=1

AAi.

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñ.ñ. è òåî-
ðåìó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ çàâèñèìûõ ñ.ñ., ïîëó÷àåì

P (A) =
n∑

i=1

P (AAi) =
n∑

i=1

P (A/Ai)P (Ai).
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Ôîðìóëà

P (A) =
n∑

i=1

P (A/Ai)P (Ai).

íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 2.6. Â êàæäîì èç äâóõ ó÷ðåæäåíèé Îôèñ1 è Îôèñ2 ðàáî-
òàþò ïî 3 âàøèõ çíàêîìûõ è 5 íåçíàêîìûõ âàì ëþäåé. Èçâåñòíî,
÷òî îäèí ñîòðóäíèê èç Îôèñ1 ïåðåøåë ðàáîòàòü â Îôèñ2, à ïîòîì
êòî-òî èç Îôèñ2 îðãàíèçîâàë ÷àñòíîå ïðåäïðèÿòèå. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü, ÷òî ÷àñòíîå ïðåäïðèÿòèå îðãàíèçîâàë âàø çíàêîìûé?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ñ.ñ.:
Açí = ¾Èç Îôèñ1 â Îôèñ2 ïåðåøåë çíàêîìûé¿,
Aíçí = ¾Èç Îôèñ1 â Îôèñ2 ïåðåøåë íåçíàêîìûé¿,
B = ¾Çíàêîìûé îðãàíèçîâàë ÷àñòíîå ïðåäïðèÿòèå¿.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è P (Açí) = 3
8 , P (Aíçí) = 5

8 . Òàê êàê ñ.ñ. Açí è Aíçí

îáðàçóþò ðàçáèåíèå, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿò-
íîñòè:

P (B) = P (B/Açí)P (Açí) + P (B/Aíçí)P (Aíçí).

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè òîæå íàõîäèì èç óñëîâèÿ çàäà÷è:

P (B/Açí) =
4
9
, P (B/Aíçí) =

3
9
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P (B) =
4
9
· 3
8

+
3
9
· 5
8

=
9
24

=
3
8

= 0, 375.
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2.4 Ôîðìóëà Áàéåñà

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ñ.ñ. A1, . . . , An îáðàçóþò ðàçáèåíèå è P (A) 6= 0,
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Áàéåñà:

P (Ai/A) =
P (A/Ai)P (Ai)

n∑
j=1

P (A/Aj)P (Aj)
, i = 1, n,

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ôîðìóëå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè èìååì

P (Ai/A) =
P (AAi)
P (A)

=
P (A/Ai)P (Ai)

P (A)
.

Ïîäñòàâëÿÿ â çíàìåíàòåëü âìåñòî âåðîÿòíîñòè P (A) åå âûðàæåíèå
èç ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì ôîðìóëó Áàéåñà. Ïîñëåä-
íÿÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïðèìåð 2.7. Çàïîìèíàþùèå óñòðîéñòâà, âûïîëíåííûå íà èíòå-
ãðàëüíûõ ñõåìàõ, ìîãóò èìåòü òðè âèäà äåôåêòîâ: A1 � äåôåêòû
ñõåì îáðàìëåíèÿ; A2 � äåôåêòû, âûçâàííûå ïàðàçèòíûìè ñâÿçÿ-
ìè ìåæäó ÿ÷åéêàìè; A3 � äåôåêòû àäðåñíûõ øèí. Âåðîÿòíîñòè
ýòèõ äåôåêòîâ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, P (A1) = 0,1; P (A2) = 0,6;
P (A3) = 0,3. Ïîñëå äèàãíîñòèêè çàïîìèíàþùåãî óñòðîéñòâà ñ ïî-
ìîùüþ íàáîðà òåñòîâ íàáëþäàëñÿ íåêîòîðûé ðåçóëüòàò (ïðîèçî-
øëî ñîáûòèå A), óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè êîòîðîãî äî äèàãíîñòèêè
áûëè ðàâíû P (A/A1) = 0,4; P (A/A2) = 0,2; P (A/A3) = 0,3. Óñòàíî-
âèòü, êàêîé äåôåêò íàèáîëåå âåðîÿòåí ïîñëå äèàãíîñòèêè.

Ðåøåíèå. Òàê êàê

P (A) = P (A/A1)P (A1) + P (A/A2)P (A2) + P (A/A3)P (A3) =
= 0,4 · 0,1 + 0,2 · 0,6 + 0,3 · 0,3 = 0,25,
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òî ïî ôîðìóëå Áàéåñà ïîëó÷àåì

P (A1/A) =
P (A/A1)P (A1)

P (A)
=

0,4 · 0,1
P (A)

=
0,04
0,25

= 0,16;

P (A2/A) =
P (A/A2)P (A2)

P (A)
=

0,2 · 0,6
P (A)

=
0,12
0,25

= 0,48;

P (A3/A) =
P (A/A3)P (A3)

P (A)
=

0,3 · 0,3
P (A)

=
0,09
0,25

= 0,36.

Èòàê, â ðåçóëüòàòå äèàãíîñòèêè óñòàíîâëåíî, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòåí
äåôåêò, âûçâàííûé ïàðàçèòíûìè ñâÿçÿìè ìåæäó ÿ÷åéêàìè.

Ôîðìóëó Áàéåñà åùå íàçûâàþò ôîðìóëîé ãèïîòåç, òàê êàê ñ.ñ. A1,
. . . , An ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàçëè÷íûå ãèïîòåçû, âûñêàçàí-
íûå î ÷åì-ëèáî. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà Áàéåñà ïîêàçûâàåò, êàê
èçìåíÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç â ðåçóëüòàòå îñóùåñòâëåíèÿ íåêî-
òîðîãî ñ.ñ. A: äî îïûòà ýòè âåðîÿòíîñòè ðàâíÿëèñü P (Ai), à ïîñëå
îïûòà � P (Ai/A).



Ëåêöèÿ 3

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

3.1 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èçó÷àþòñÿ ïåðåìåííûå âåëè÷èíû, çíà÷åíèÿ
êîòîðûõ òðóäíî ïðåäñêàçàòü çàðàíåå. Íàïðèìåð, âðåìÿ ðàñôîðìèðî-
âàíèÿ ñîñòàâà èëè êîëè÷åñòâî ïðîäàííûõ çà ñóòêè æåëåçíîäîðîæíûõ
áèëåòîâ. Òàêèå âåëè÷èíû åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè.

Ìåõàíèçì ïðèíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ñ.â.) ñâîåãî ñëó÷àé-
íîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê âûáîð ý.ñ.ñ. ω èç Ω è âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè X(ω). Òàêèì îáðàçîì, ñ.â. � ôóíêöèÿ
íà ïðîñòðàíñòâå ý.ñ.ñ. è òî, êàêîå åå çíà÷åíèå ðåàëèçóåòñÿ â îïûòå,
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêîå èìåííî ý.ñ.ñ. ω èç Ω â äàííîì îïûòå ïðîèçîé-
äåò. Êîíå÷íî, ñ.ñ., ñâÿçàííûå ñ X, äîëæíû ïðèíàäëåæàòü àëãåáðå A
ñ.ñ., ïðè÷åì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü òîëüêî
îò ñ.ñ. âèäà

Ax = {ω : X(ω) < x},

ãäå x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à îñòàëüíûå ñ.ñ. óæå áóäóò ïðèíàäëå-
æàòü àëãåáðå A àâòîìàòè÷åñêè.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñ.â. òàêîâî. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ X = X(ω), ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðîé ñ.ñ. Ax ∈ Ω.

Ïðèìåð 3.1. Ïîñòðîèòü ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ñ.â., äëÿ ïðèìå-
ðîâ 1.1� 1.3.

Ðåøåíèå. Â ïðèìåðå 1.1 çàäàäèì ñ.â. X êàê ôóíêöèþ ý.ñ.ñ. èç Ω

33
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X = X(ω) =


3S, åñëè ω = BBB,
2S, åñëè ω ∈ {BBH, BHB,HBB},
S, åñëè ω ∈ {BHH, HBH,HHB},
0, åñëè ω = HHH,

ãäå S � âåëè÷èíà âûèãðûøà ïî ëîòåðåéíîìó áèëåòó. Ò.î. X(ω) �
ñóììà âûèãðûøåé Èâàíîâà ïî òðåì ëîòåðåéíûì áèëåòàì.

Â ïðèìåðå 1.2 ñ.â. X � êîëè÷åñòâî ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ, êîòîðûå
ïðèäåòñÿ êóïèòü Èâàíîâó, ÷òîáû âûèãðàòü, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

X = X(ω) = k + 1, åñëè ω = H . . .H︸ ︷︷ ︸
k

B.

Â ïðèìåðå 1.3 ìîæíî çàäàòü ôóíêöèþ X = X(ω) = ω − 13.15
ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñ.â. îïîçäàíèÿ ïîåçäà.

Îäíàêî çàäàâàòü ïîäîáíûì îáðàçîì ñ.â. íå âñåãäà óäîáíî, òåì
áîëåå, ÷òî ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòèêà ñ.â., êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (âåðîÿòíîñòåé) ñ.â. X è îïðåäåëÿåòñÿ
âåðîÿòíîñòüþ ñ.ñ. Ax:

F (x) = P (X < x) = P (Ax) = P (X ∈ (−∞, x)).

Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ñ.â., ÷òî äåìîí-
ñòðèðóþò

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

1◦. 0 ≤ F (x) ≤ 1.

Ñâîéñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî F (x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿò-
íîñòü.

2◦. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñ.â. â èíòåðâàë [x1, x2) ðàâíà ðàçíîñòè
çíà÷åíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, âû÷èñëåííûõ íà êîíöàõ èíòåðâà-
ëà:

P (x1 ≤ X < x2) = F (x2)− F (x1).
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Òàê êàê

{ω : X(ω) < x2} = {ω : X(ω) < x1}+ {ω : x1 ≤ X(ω) < x2},

òî

F (x2) = P (X < x2) =
= P (X < x1) + P (x1 ≤ X < x2) = F (x1) + P (x1 ≤ X < x2),

èç ÷åãî è ñëåäóåò òðåáóåìîå ñâîéñòâî.

3◦. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå óáûâàåò:

x1 < x2 =⇒ F (x1) ≤ F (x2).

Ïóñòü x1 < x2. Èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî

F (x2)− F (x1) = P (x1 ≤ X < x2) ≥ 0,

òàê êàê âåðîÿòíîñòü íåîòðèöàòåëüíà.

4◦. lim
x→−∞

F (x) = F (−∞) = 0, lim
x→∞

F (x) = F (∞) = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x → −∞ èíòåðâàë (−∞, x) → (−∞,−∞) è,
ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â òàêîé èíòåðâàë äîëæíà ñòðå-
ìèòüñÿ ê íóëþ. Ïðè x →∞ èíòåðâàë (−∞, x) → (−∞,∞) è, çíà÷èò,
F (x) äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñ.â. ïðèìåò êàêîå-
íèáóäü çíà÷åíèå. ßñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñ.ñ. ðàâíà åäèíèöå.

5◦. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà ñëåâà:

F (x− 0) = F (x).

Òàê êàê F (x) îãðàíè÷åíà, òî îíà ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå îñè
Ox. Îäíàêî îíà íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíà è ïîýòîìó ìîæåò èìåòü
òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Îáû÷íî ïðèíèìàþò, ÷òî â òî÷êàõ ðàç-
ðûâà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà ñëåâà.

6◦. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ.â. ïðèìåò çíà÷åíèå x, ðàâíà âåëè÷èíå
ñêà÷êà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â äàííîé òî÷êå:

P (X = x) = F (x + 0)− F (x).

Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, åñëè äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà 3, 4 è 5.
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3.2 Íåïðåðûâíûå ñ.â. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé.

Åñëè ôóíêöèÿ F (x) íåïðåðûâíà è íåäèôôåðåíöèðóåìà ëèøü â êî-
íå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ âñåîáúåìëþùàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà ñ.â., êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ åå ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé,
îáîçíà÷àåòñÿ f(x) è â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñâÿçàíà ñ íåé ðàâåíñòâîì

f(x) = F ′(x).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùèå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, íàçûâàåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé. Òèïè÷íûé ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðå-
ðûâíîé ñ.â. èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 3.1:

O

1

F (x)

x

y

Ðèñ. 3.1: Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñ.â.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íåïðåðûâ-
íîé ñ.â. áóäåì íàçûâàòü åå çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåðàìè íåïðåðûâíûõ ñ.â. ìîãóò ñëóæèòü âðåìåíà ïîãðóçêè
èëè ðàçãðóçêè æ.ä. âàãîíà, âðåìÿ åãî ðåìîíòà, îáúåì òîïëèâà, èç-
ðàñõîäîâàííîãî ëîêîìîòèâîì, è äð.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ È
ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ Ñ.Â.

1◦. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íåîòðèöàòåëüíà: f(x) ≥ 0.
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Òàê êàê f(x) = F ′(x), à F (x) íå óáûâàåò, òî F ′(x) ≥ 0 è, çíà÷èò,
f(x) ≥ 0 òîæå.

2◦. P (a ≤ X < b) =
b∫
a

f(x)dx.

Òàê êàê F (x) ÿâëÿåòñÿ äëÿ f(x) ïåðâîîáðàçíîé, òî èç ñâîéñòâà 2
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ñðàçó ïîëó-
÷àåì òðåáóåìîå. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñ.â. â èíòåð-
âàë [a, b) ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè-
÷åííîé ñâåðõó ãðàôèêîì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, à ñíèçó � èíòåð-
âàëîì [a, b):

O

y = f(x)

b∫
a

f(x) dx

x

y

a b

Ðèñ. 3.2: Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðîìåæóòîê [a, b).

3◦. Óñëîâèå íîðìèðîâêè:
∞∫

−∞
f(x)dx = 1.

Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè,
ñîñðåäîòî÷åííîé ïîä âñåì ãðàôèêîì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, ðàâ-
íà åäèíèöå. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà è
ñâîéñòâà 4 ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

4◦. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé âûðàæà-
åòñÿ ôîðìóëîé

F (x) =

x∫
−∞

f(x)dx.
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Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòåé.

5 ◦. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ñ.â. ïðèìåò êîíêðåòíîå
çíà÷åíèå, ðàâíà íóëþ: P (X = x) = 0.

Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è åå ñâîé-
ñòâà 6.

Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, åñëè äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà 1 è 3.

Ïðèìåð 3.2. Äàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñ.â. X:
F (x) = a(b + arctg x). Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ a è b, íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X, à òàêæå âå-
ðîÿòíîñòü åå ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë (−1; 1).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

F (+∞) = 1 = a
(
b +

π

2

)
, F (−∞) = 0 = a

(
b− π

2

)
.

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàõîäèì, ÷òî a = 1/π, b = π/2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

F (x) =
1
2

+
1
π

arctg x.

Íàéäåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé çàäàííîé ñ.â.:

f(x) = F ′(x) =
1

π(1 + x2)
.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñ.â. X â èíòåðâàë (−1; 1) ðàâíà

P (−1 < X < 1) = F (1)− F (−1) =
3
4
− 1

4
=

1
2

= 0,5.
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Ïðèìåð 3.3. Ñ.â. X èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, ðàâíóþ
f(x) = C(1 − x2) íà èíòåðâàëå (−1; 1), è ðàâíóþ íóëþ âíå ýòîãî
èíòåðâàëà. Íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà C è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ýòîé ñ.â.

Ðåøåíèå. Òàê êàê
∫∞
−∞ f(x) dx = 1, òî

∞∫
−∞

f(x) dx = C

1∫
−1

(1− x2) dx = C

(
x− x3

3

)∣∣∣∣1
−1

= C · 4
3

= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, C = 3/4.
Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

F (x) =

x∫
−∞

f(t) dt =


0, x ≤ −1;

3
4

x∫
−1

(1− t2) dt, −1 < x < 1;

1, x ≥ 1;

=

=


0, x ≤ −1;

3
4

(
t− t3

3

)∣∣∣x
−1

, −1 < x < 1;

1, x ≥ 1;

=

=


0, x ≤ −1;

3
4

(
x− x3

3

)
+ 1

2 , −1 < x < 1;
1, x ≥ 1.

Ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è F (x) ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.3.

3.3 Äèñêðåòíûå ñ.â.

Âòîðûì âàæíûì êëàññîì ñ.â. ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûå ñ.â. Ê íèì îò-
íîñÿò ñ.â., ïðèíèìàþùèå ëèøü êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé.
Ýòè çíà÷åíèÿ îáîçíà÷àþò x1, x2, . . . , xk, . . ., à èõ âåðîÿòíîñòè, ñîîò-
âåòñòâåííî, p1, p2, . . . , pk, . . ., òàê ÷òî pk = P (X = xk), k = 1, 2, . . ..
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 < x2 < . . ..
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x

y

O−1 1

1
y = f(x)

y = F (x)

Ðèñ. 3.3: Ê ïðèìåðó 3.3

Ïðèìåðàìè äèñêðåòíûõ ñ.â. ìîãóò ñëóæèòü êîëè÷åñòâî îòêàçîâ
àïïàðàòóðû çà ìåñÿö; êîëè÷åñòâî ñëóæàùèõ, íå âûøåäøèõ íà ðàáîòó
ïî áîëåçíè; ÷èñëî âûçîâîâ, ïîñòóïèâøèõ íà òåëåôîííóþ ñòàíöèþ çà
ñóòêè è äð.

Èç îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñ.â. âèäíî, ÷òî åå óäîáíî çàäàâàòü
ïàðàìè ÷èñåë (xk, pk), êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèáî â âèäå òàá-
ëèöû ÷èñåë, íàçûâàåìîé ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

xk x1 x2 . . . xi . . .

pk p1 p2 . . . pi . . .
,

ëèáî â âèäå ëîìàíîé, çâåíüÿ êîòîðîé ñîåäèíÿþò òî÷êè (xk, pk) íà
ïëîñêîñòè xOp, è íàçûâàåìîé ìíîãîóãîëüíèêîì ðàñïðåäåëåíèÿ

(ñì. ðèñ. 3.4).
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñ.â. ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòî-

ÿííîé, ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé, ïðè÷åì, âåëè÷èíà ¾ñòóïåíüêè¿ â òî÷-
êå xk ðàâíà pk (ñì. ðèñ. 3.5).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü çàäàíî ÷èñëî x è x1, x2, . . . , xk ìåíüøå x, à
äðóãèå çíà÷åíèÿ ñ.â. X (xk+1, xk+2, . . .) áîëüøå x. Òîãäà â ñèëó òîãî,
÷òî ñ.ñ. {X = xi}, {X = xj} ïðè i 6= j íåñîâìåñòíû, íà îñíîâàíèè
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p1
p2

p3

p4

p5

x1 x2 x3 x4 x5
x

y

O

Ðèñ. 3.4: Ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì

F (x) = P (X < x) = P [(X = x1) + (X = x2) + . . . + (X = xk)] =
= P (X = x1) + P (X = x2) + . . . + P (X = xk) =
= p1 + p2 + . . . + pk,

èëè

O
x

y

x1 x2 x3 x4 x5

1

p1

p2

p3

p4

p5

Ðèñ. 3.5: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñ.â.
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F (x) =
∑

k: xk<x

pk. (3.1)

Ýòà ôîðìóëà è äîêàçûâàåò ñòóïåí÷àòîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
äèñêðåòíîé ñ.â.

Âåðîÿòíîñòè pk îáëàäàþò ñâîéñòâîì (óñëîâèå íîðìèðîâêè)

n∑
k=1

pk = 1,

ãäå n � ÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü.
Äåéñòâèòåëüíî,

F (∞) = 1 =
∑

xk<∞
pk =

n∑
k=1

pk = 1.

Ôóíêöèþ, ðÿä èëè ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñ.â.
áóäåì íàçûâàòü åå çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü â ïðèìåðå 1.7 X � ñ.â., ðàâíàÿ ÷èñëó æåí-
ùèí ñðåäè îòîáðàííûõ ñåìè ÷åëîâåê. Ïîñòðîèòü äëÿ ýòîé ñ.â. ðÿä,
ìíîãîóãîëüíèê è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Äàííàÿ ñ.â. ìîæåò ïðèíèìàòü ñ íåíóëåâûìè âåðîÿòíîñòÿ-
ìè ëèøü çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 è 4. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ çíà÷åíèé â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ôîðìóëîé âûáîðî÷íîãî êîíòðîëÿ ðàâíû

p1 = P (X = 1) =
C1

4C6
6

C7
10

=
1
30
≈ 0,33;

p2 = P (X = 2) =
C2

4C5
6

C7
10

=
3
10

= 0,3;

p3 = P (X = 3) =
C3

4C4
6

C7
10

=
1
2

= 0,5;

p4 = P (X = 4) =
C4

4C3
6

C7
10

=
1
6
≈ 0,17.
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Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàí â òàáëèöå:

xk 1 2 3 4
pk 1/30 3/10 1/2 1/6

à ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ � íà ðèñ.:

0,5

x
O

y

1 2 3 4

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì ïî ôîðìóëå (3.1):

F (x) =


0, x ≤ 1;

1/30, 1 < x ≤ 2;
1/30 + 3/10, 2 < x ≤ 3;

1/30 + 3/10 + 1/2, 3 < x ≤ 4;
1/30 + 3/10 + 1/2 + 1/6, x > 4;

=

=


0, x ≤ 1;

1/30, 1 < x ≤ 2;
1/3, 2 < x ≤ 3;
5/6, 3 < x ≤ 4;
1, x > 4.

Åå ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.6.

Ïðèìåð 3.5. Ñòàíîê íåïðåðûâíî ïðîèçâîäèò îäíîòèïíûå äåòàëè,
êîòîðûå ïîäâåðãàþòñÿ âûáîðî÷íîìó êîíòðîëþ. Ïðè îáíàðóæåíèè
äåôåêòíîé äåòàëè ñòàíîê îñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ ïåðåíàëàäêè. Ñ.â.
X � íîìåð ïåðâîé îáíàðóæåííîé äåôåêòíîé äåòàëè. Ïîñòðîèòü
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O
x

y

1/3

5/6
1

1 2 3 4

Ðèñ. 3.6: Ê ïðèìåðó 3.4

ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ýòîé ñ.â., ñ÷èòàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëå-
íèÿ äåòàëè ñ äåôåêòîì ïîñòîÿííà è ðàâíà p.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëü íå èìååò äåôåêòà,
q = 1 − p. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâàÿ îáíàðóæåííàÿ äåòàëü ñ äå-
ôåêòîì áóäåò k-é ïî ñ÷åòó, ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî 1-ÿ,...,(k−1)-ÿ
äåòàëè íå èìåþò äåôåêòîâ, à k-ÿ èìååò. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå óìíî-
æåíèÿ äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ.ñ.

P (X = k) = pk = pqk−1,

k = 1, 2, . . .. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

xk 1 2 3 . . . k . . .

pk p pq pq2 . . . pqk−1 . . .

Åñëè ïðèâëå÷ü ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî óñëîâèå ðàâåíñòâà ñóììû âåðîÿòíîñòåé
åäèíèöå âûïîëíÿåòñÿ:

∞∑
k=1

pqk−1 = p
1

1− q
=

p

p
= 1.
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Ñëó÷àéíûå âåêòîðû

4.1 Ñëó÷àéíûé âåêòîð è åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Íà ïðàêòèêå ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ ÷àñòî îïèñûâàþòñÿ íå îäíîé ñ.â.,
à íåñêîëüêèìè, îáðàçóþùèìè ñèñòåìó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èëè ñëó-
÷àéíûé âåêòîð. Ýòè ñèñòåìû ñ.â. òðåáóþò ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ,
òàê êàê èõ ñâîéñòâà íå èñ÷åðïûâàþòñÿ ñâîéñòâàìè ñîñòàâëÿþùèõ èõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñëó÷àéíûì âåêòîðîì X = (X1, . . . , Xn) íàçûâàåòñÿ âåêòîð,
êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X (ñîâìåñòíîé
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X1, . . . , Xn) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âå-
ðîÿòíîñòü:

F (x) = F (x1, . . . , xn) = P (X1 < x1, . . . , Xn < xn), (4.1)

ãäå x = (x1, . . . , xn) � îáû÷íûé âåêòîð ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîìïî-
íåíòàìè.

Ïîíÿòèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà è åå ñâîé-
ñòâà ïðîùå âñåãî èçó÷èòü íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòî-
ðà X = (X, Y ). Åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôîðìóëîé (4.1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé
òî÷êè (X, Y ) â îáëàñòü D, èçîáðàæåííóþ íà ñëåäóþùåì ðèñ.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ýòó îáëàñòü áóäåì îáîçíà÷àòü x, y
∣∣. Òàêèì îá-

ðàçîì,

P (x, y) = P (X < x, Y < y) = P
(
(X, Y ) ∈ x, y

∣∣) .

45
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×òîáû îòëè÷èòü ôóíêöèþ ðàñïðå-

O
x

y

D

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îò ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X è Y , áóäåì
ïîñëåäíèå îáîçíà÷àòü FX(x), FY (y) è íà-
çûâàòü ÷àñòíûìè ôóíêöèÿìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß
ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÀ

1◦. 0 ≤ F (x, y) ≤ 1.

Ñâîéñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî F (x, y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðî-
ÿòíîñòü.

2◦. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè X = (X, Y ) â ïðÿìî-
óãîëüíèê R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

O
x

y

R

a b

c

d

Ðèñ. 4.1: Ê âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèê

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

P (X ∈ R) = F (b, d) + F (a, c)− F (a, d)− F (b, c).
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Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è
òåîðåìó ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñîâìåñòíûõ ñ.ñ., ïîëó÷àåì, ÷òî

P =
(
X ∈ b, d

∣∣) = P (X ∈ R) + P
(
X ∈ a, d

∣∣ ∪ b, c
∣∣) =

= P (X ∈ R) + P
(
X ∈ a, d

∣∣)+ P
(
X ∈ b, c

∣∣)− P
(
X ∈ a, c

∣∣),
à ýòî ðàâíîñèëüíî äîêàçûâàåìîìó ñâîéñòâó.

3◦. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå óáûâàåò êàê ïî x, òàê è ïî y.

Ïóñòü x1 < x2. Òîãäà

F (x2, y)− F (x1, y) = P (X < x2, Y < y)− P (X < x1, Y < y) =

= P [(X < x1, Y < y) + (x1 ≤ X < x2, Y < y)]− P (X < x1, Y < y) =

= P (x1 ≤ X < x2, Y < y) ≥ 0,

îòêóäà ñëåäóåò óáûâàíèå F (x, y) ïî x. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ åå
óáûâàíèå ïî y.

4◦. F (x,−∞) = F (−∞, y) = 0.

Â ñàìîì äåëå, F (x,−∞) = P (X < x, Y < −∞). Íî íè îäíî ÷èñ-
ëî íå ìîæåò áûòü ìåíüøå −∞ è ïîýòîìó òàêàÿ âåðîÿòíîñòü äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî ñî âòîðîé ÷àñòüþ ôîðìó-
ëû.

5◦. F (x,∞) = FX(x), F (∞, y) = FY (y).

Íàïðèìåð, F (x,∞) = P (X < x, Y < ∞) = P (X < x) = FX(x).

6◦. F (∞,∞) = 1.

Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà:

F (∞,∞) = P (X < ∞, Y < ∞) = 1.

7◦. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà ñëåâà ïî êàæäîìó àðãóìåí-
òó.
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4.2 Ñëó÷àéíûé âåêòîð íåïðåðûâíîãî òèïà

Êàê ñðåäè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âûäåëÿþòñÿ äâà êëàññà íåïðåðûâ-
íûõ è äèñêðåòíûõ ñ.â., òàê è ñðåäè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ìîæíî âûäå-
ëèòü äâà êëàññà âåêòîðîâ, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå.

Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà F (x, y) íåïðå-
ðûâíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó è íå èìååò âòîðîé ñìåøàííîé ïðîèç-
âîäíîé F

′′
xy(x, y) ëèøü íà êîíå÷íîì ÷èñëå êðèâûõ â íåêîòîðîé îáëà-

ñòè íà ïëîñêîñòè xOy, òî òàêîé ñëó÷àéíûé âåêòîð íàçûâàåòñÿ ñëó-
÷àéíûì âåêòîðîì íåïðåðûâíîãî òèïà (ÑÂÍÒ).

Ïðèìåðàìè ÑÂÍÒ ìîãóò ñëóæèòü ðîñò è âåñ ÷åëîâåêà; íàïðÿæå-
íèå è òîê â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè; âëàæíîñòü, òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå
âîçäóõà; ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýêñïëóàòàöèè îáîðóäîâàíèÿ è âðåìÿ åãî
íàðàáîòêè íà îòêàç è äð.

Äëÿ ÑÂÍÒ âìåñòî åãî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) â ðàñ÷å-
òàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ áîëåå óäîáíóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé,
îáîçíà÷àåòñÿ f(x, y) è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f(x, y) = F
′′
xy(x, y).

Çíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäÿò
ïî ôîðìóëå

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(x, y)dxdy. (4.2)

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ÑÂÍÒ íà-
çûâàþò åãî çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ .

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ
ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÀ

1◦. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íåîòðèöàòåëüíà: f(x, y) ≥ 0.
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Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ âòîðîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé èìååì

f(x, y) = F
′′
xy(x, y) = (F

′
x(x, y))

′
y =

= lim
∆y→0

F
′
x(x, y + ∆y)− F

′
x(x, y)

∆y
= lim

∆x→0
lim

∆y→0

H(x, y, x + ∆x, y + ∆y)
∆x ·∆y

,

ãäå H(x, y, x + ∆x, y + ∆y) = F (x + ∆x, y + ∆y) − F (x, y + ∆y) −
−F (x + ∆x, y) + F (x, y). Ïðè ∆x ·∆y > 0 ÷èñëèòåëü äðîáè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ÑÂÍÒ â ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøè-
íàìè (x, y), (x, y + ∆y), (x + ∆x, y), (x + ∆x, y + ∆y), êîòîðàÿ, êàê è
âñÿêàÿ âåðîÿòíîñòü, íåîòðèöàòåëüíà; íåîòðèöàòåëüíà, ñëåäîâàòåëü-
íî, è âñÿ äðîáü. Ïðè ∆x ·∆y < 0 ÷èñëèòåëü ðàâåí âåðîÿòíîñòè ïîïà-
äàíèÿ ÑÂÍÒ â óêàçàííûé ïðÿìîóãîëüíèê, âçÿòîé ñî çíàêîì ìèíóñ;
íî è çíàìåíàòåëü äðîáè îòðèöàòåëåí. Ïîýòîìó è â ýòîì ñëó÷àå äðîáü
íåîòðèöàòåëüíà. Òàê êàê ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íå èçìåíÿåò çíàê ðå-
çóëüòàòà, òî f(x, y) âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà.

2◦.
∞∫

−∞

∞∫
−∞

f(x, y)dxdy = 1.

Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (4.2) è ñâîéñòâà 6 ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ÑÂÍÒ ïîëó÷àåì:

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)dxdy = F (∞,∞) = 1.

3 ◦. Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (÷àñòíûå) fX(x), fY (y) ñ.â. X è Y ,
ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

fX(x) =

∞∫
−∞

f(x, y)dy, fY (y) =

∞∫
−∞

f(x, y)dx.
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Â ñèëó ôîðìóëû (4.2) è ñâîéñòâà 5 ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂÍÒ
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

FX(x) = F (x,∞) =

x∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)dxdy.

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî x, ïðèõîäèì ê ïåðâîìó èç äîêàçûâàåìûõ âû-
ðàæåíèé:

F
′
X(x) = fX(x) =

∞∫
−∞

f(x, y)dy.

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.

4 ◦. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (X, Y ) â îáëàñòü D
íà ïëîñêîñòè xOy ðàâíà äâîéíîìó èíòåãðàëó ïî ýòîé îáëàñòè îò
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ÑÂÍÒ f(x, y):

P ((X, Y ) ∈ D) =
∫∫
D

f(x, y)dxdy.

Ïðèìåð 4.1. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñèñòåìû ñ.â. (X, Y ) èìååò
âèä

f(x, y) =
{

c(x + y), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1;
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîíñòàíòó c, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äàí-
íîé ñèñòåìû ñ.â., ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X è Y è âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíèê R ñ âåðøèíàìè
(−0, 5;−0, 5), (−0, 5; 0, 5), (0, 5;−0, 5), (0, 5; 0, 5).

Ðåøåíèå. Îáëàñòü D íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé
çàäàííîé ñèñòåìû ñ.â., ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.2
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O
x

y

D

1

1

Ðèñ. 4.2: Îáëàñòü íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

×òîáû íàéòè êîíñòàíòó c, âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 2 ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòåé ÑÂÍÒ:

1 =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)dxdy = c

1∫
0

dx

1∫
0

(x + y)dy = c

1∫
0

(
xy +

y2

2

) ∣∣∣∣1
0

dx =

= c

1∫
0

(
x +

1
2

)
dx = c

(
x2

2
+

x

2

) ∣∣∣∣1
0

= c.

Ñëåäîâàòåëüíî, c = 1.
Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íàéäåì ïî ôîðìóëå (4.2). Ïðè x < 0 èëè

y < 0, î÷åâèäíî, F (x, y) = 0. Ïðè x ∈ [0; 1] è y ∈ [0; 1]

F (x, y) =

x∫
0

y∫
0

(x + y)dxdy =

x∫
0

(
xy +

y2

2

)
dx =

1
2
(
x2y + xy2

)
.

Åñëè x > 1 à y ∈ [0; 1], òî

F (x, y) =

1∫
0

y∫
0

(x + y)dydx =
1
2
(
x2y + xy2

) ∣∣∣∣1
0

=
1
2
(
y + y2

)
.

Àíàëîãè÷íî, ïðè y > 1, x ∈ [0; 1] ïîëó÷àåì F (x, y) = 1
2

(
x + x2

)
.
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Åñëè æå x > 1, y > 1, òî F (x, y) = 1. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ôîðìóëå:

F (x, y) =


0 x ≤ 0 èëè y ≤ 0;

xy(x + y)/2, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1;
y(y + 1)/2, x > 1, 0 ≤ y ≤ 1;
x(x + 1)/2, 0 ≤ x ≤ 1, y > 1;

1, x > 1, y > 1.

(4.3)

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (X, Y ) â çàäàííûé ïðÿìî-
óãîëüíèê íàéäåì, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì 2 ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ:

P ((X, Y ) ∈ R) = F (0, 5; 0, 5) + F (−0, 5;−0, 5)− F (−0, 5; 0, 5)−

− F (0, 5;−0, 5) =
1
8

+ 0− 0− 0 =
1
8
.

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 5
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) ðàâíà

FX(x) = F (x,∞) =


0, x < 0;

(x + x2)/2, 0 ≤ x ≤ 1;
1 x > 1,

è ïîýòîìó

fX(x) = F
′
X(x) =

{
0, x < 0 èëè x > 1;

x + 1/2, 0 < x < 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî fY (y) = fX(y).

4.3 Ñëó÷àéíûé âåêòîð äèñêðåòíîãî òèïà

Äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð X = (X, Y ) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àé-
íûì âåêòîðîì äèñêðåòíîãî òèïà (ÑÂÄÒ), åñëè ìíîæåñòâî
åãî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî. Ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèé ÑÂÄÒ áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ïàðàìè ÷èñåë (xi, yj), à
âåðîÿòíîñòè ýòèõ çíà÷åíèé îáîçíà÷èì

pij = P (X = xi, Y = yj), i = 1, n; j = 1,m.
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Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òðîåê ÷èñåë (xi, yj , pij) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂÄÒ è îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ñïåöèàëüíîé òàáëèöû,
ïðèìåðû êîòîðîé áóäóò ðàññìîòðåíû äàëüøå.

×àñòíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X è Y áóäåì òåïåðü îáîçíà-
÷àòü (xi, pi•) è (yj , p•j) ñîîòâåòñòâåííî. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂÄÒ
íå ñâîäèòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè ÷àñòíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X è
Y , íî îáðàòíàÿ çàäà÷à âñåãäà ðàçðåøèìà: çíàÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
ÑÂÄÒ, ìîæíî íàéòè ÷àñòíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ åãî êîìïîíåíò
ïî ôîðìóëàì:

pi• =
m∑

j=1

pij , p•j =
n∑

i=1

pij , (4.4)

ãäå m, n � áåñêîíå÷íîñòè èëè êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñ.â.
X è Y ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâóþ ôîðìóëó â (4.4):

pi• = P (X = xi) = P [(X = xi)Ω] =
= P [(X = xi)(Y = y1) + . . . + (X = xi)(Y = ym)] =

= P [(X = xi)(Y = y1)] + . . . + P [(X = xi)(Y = ym)] =
m∑

j=1

pij .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ è âòîðàÿ ôîðìóëà â (4.4).
Òàê êàê

n∑
i=1

pi• = 1,

òî, ñóììèðóÿ â ïåðâîì ðàâåíñòâå (4.4) ïî i, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂÄÒ:

n∑
i=1

m∑
j=1

pij = 1.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂÄÒ îïðåäåëÿåò åãî ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ ðàâåíñòâîì

F (x, y) =
∑

i: xi<x

∑
j: yj<y

pij .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

x1 < . . . < xi < x < xi+1 < . . . ,

y1 < . . . < yj < y < yj+1 < . . . ,

òî íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà è òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñ.ñ. èìååì

F (x, y) = P (X < x, Y < y) =
= P{[(X = x1) + . . . + (X = xi)][(Y = y1) + . . . + (Y = yj)]} =
= P [(X = x1)(Y = y1)] + . . . + P [(X = x1)(Y = yj)] + . . .+

+ P [(X = xi)(Y = y1)] + . . . + P [(X = xi)(Y = yj)] =

=
∑

i: xi<x

∑
j: yj<y

pij .

Ïðèìåð 4.2. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. X è Y çàäàíî òàáëè-
öåé

X\Y 0 1 2
−2 0, 1 0, 2 0, 1
2 0, 3 0, 1 0, 2

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y ) è áåç-
óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X è Y .

Ðåøåíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂÄÒ îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

F (x, y) =
∑

i xi<x

∑
j: yj<y

pij ,
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òî â äàííîì ñëó÷àå îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàáëèöåé

X\Y y ≤ 0 0 < y ≤ 1 1 < y ≤ 2 y > 2
x ≤ −2 0 0 0 0

−2 < x ≤ 2 0 0,1 0,3 0,4
x > 2 0 0,4 0,7 1

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîÿò âî âíóòðåííèõ êëåòêàõ òàá-
ëèöû.

Áåçóñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X è Y íàõîäèì èç ðà-
âåíñòâ

pi• =
3∑

j=1

pij , p•j =
2∑

i=1

pij ,

è ïîýòîìó îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðÿäàìè ðàñïðåäåëåíèé:

xi −2 2
pi• 0,4 0,6

yj 0 1 2
p•j 0,4 0,3 0,3



Ëåêöèÿ 5

Íåçàâèñèìîñòü ñ.â.

Ôóíêöèÿ îäíîãî ñëó÷àéíîãî àðãóìåíòà

5.1 Íåçàâèñèìîñòü ñ.â.

Ïðè èçó÷åíèè ñ.ñ. ìû âèäåëè, ÷òî èõ íåçàâèñèìîñòü óïðîùàëà íåêî-
òîðûå ôîðìóëû è ðåøåíèå çàäà÷ â öåëîì. Íåçàâèñèìîñòü ñ.â. èãðàåò
òó æå ðîëü � îíà íå òîëüêî óïðîùàåò ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè, íî
è ïîçâîëÿåò ìíîãèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå,
÷ò�î â îáùåì ñëó÷àå (ïðè îòñóòñòâèè íåçàâèñèìîñòè ñ.â.) áûëî áû
íåâîçìîæíî.

Ñ.â. X1, . . . , Xn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè èõ ïîïàäàíèå
â ëþáûå ïîäìíîæåñòâà B1, . . . , Bn ÷èñëîâîé îñè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè ñ.ñ.:

P (X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn) = P (X1 ∈ B1) · . . . · P (Xn ∈ Bn); (5.1)

B1, . . . , Bn ⊂ R. Åñëè ýòî ðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ äëÿ êàêèõ-ëèáî ìíî-
æåñòâ B1, . . . , Bn, òî ñ.â. X è Y íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü X = (X, Y ) � ÑÂÄÒ, çàäàííàÿ ðÿäîì ðàñïðå-
äåëåíèÿ (xi, yj , pij). Òîãäà X è Y íåçàâèñèìû, åñëè è òîëüêî åñëè

∀(i, j)pij = P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi)(Y = yj) = pi•p•j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (5.1) ïðè
n = 2, B1 = {xi}, B2 = {yj}. Äîñòàòî÷íîñòü îñòàâèì áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà.

56
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Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü X = (X, Y ) � ÑÂÍÒ. Ñ.â. X è Y íåçàâèñèìû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(x, y) = fX(x)fY (y). (5.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëèøü íåîáõîäèìîñòü (ñì. ðèñ. 5.1).

O
x

y

R

x x + ∆x

y

y + ∆y

Ðèñ. 5.1: Ê òåîðåìå î íåçàâèñèìîñòè íåïðåðûâíûõ ñ.â.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (X, Y ) â ïðÿìîóãîëüíèê
R ñ îäíîé ñòîðîíû ðàâíà

P ((X, Y ) ∈ R) =
∫∫
R

f(x, y)dxdy

è ïî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

P ((X, Y ) ∈ R) = f(c, d)dxdy ≈ f(x, y)dxdy, (c, d) ∈ R, (5.3)

à ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ äëÿ çàâèñèìûõ ñ.ñ. èìååì

P ((X, Y ) ∈ R) = P (x ≤ X ≤ x + ∆x, y ≤ Y ≤ y + ∆y) =
= P (x ≤ X ≤ x + ∆x)P ( y ≤ Y ≤ y + ∆y/x ≤ X ≤ x + ∆x).

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñ.â. X è Y

P ( y ≤ Y ≤ y + ∆y/x ≤ X ≤ x + ∆x) = P ( y ≤ Y ≤ y + ∆y)
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è ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ñðåäíåì óæå äëÿ îäíîìåðíîãî îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà

P ((X, Y ) ∈ R) = P (x ≤ X ≤ x + ∆x)P ( y ≤ Y ≤ y + ∆y) =

=

x+∆x∫
x

fX(x)dx

y+∆y∫
y

fY (y)dy ≈ fX(x)dx · fY (y)dy.

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå è ðàâåíñòâî (5.3), ïîëó÷àåì

f(x, y)dxdy ≈ fX(x)dx · fY (y)dy.

Ñîêðàùàÿ íà dxdy è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè dx → 0, dy → 0, ïðèõî-
äèì ê òî÷íîé ôîðìóëå (5.2).

Åñëè ðàâåíñòâî (5.2) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ââîäÿò ôóíêöèþ

f(y/x) =
f(x, y)
fX(x)

, (5.4)

íàçûâàåìóþ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ñ.â. Y ïî îò-
íîøåíèþ ê ñ.â. X. Òîãäà f(x, y) = f(y/x)fX(x). Àíàëîãè÷íî ìîæíî
ïîëó÷èòü, ÷òî f(x, y) = f(x/y)fY (y).

Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî èç ôîðìóë (5.4) è (5.2) íàõîäèì, ÷òî

f(y/x) =
f(x, y)
fX(x)

=
fX(x)fY (y)

fX(x)
= fY (y),

f(x/y) = fX(x),

òî åñòü óñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàâíû áåçóñëîâíûì fX(x),
fY (y).

Ïðèìåð 5.1. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äâóõ ñ.â. X è Y ðàâíà

f(x, y) =
{

λµe−(λx+µy), x ≥ 0, y ≥ 0;
0, x ≤ 0 èëè y ≤ 0,

λ, µ > 0. Äîêàçàòü, ÷òî X è Y íåçàâèñèìû.
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Ðåøåíèå. Íàéäåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X:

fX(x) =

∞∫
0

λµe−(λx+µy)dy = λµ
1
−µ

e−(λx+µy)

∣∣∣∣∞
0

=

= −λe−λx(e−µ∞ − 1) = λe−λx,

åñëè x ≥ 0, è fX(x) = 0, åñëè x < 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. Y :

fY (y) =
{

µe−µy, y ≥ 0;
0 y < 0.

Î÷åâèäíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

f(x, y) = fX(x)fY (y),

è ïîýòîìó ñ.â. X è Y íåçàâèñèìû.

Åñëè X = (X, Y ) � ÑÂÄÒ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ (xi, yj , pij)
è ñ.â. X è Y çàâèñèìû, òî óñëîâíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

êîìïîíåíòû X ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòà Y ïðèíÿëà çíà÷åíèå
yj , íàçûâàåòñÿ ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (xi, pi/j•), ãäå

pi/j• = P (X = xi/Y = yj) =
pij

p•j
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîì-

ïîíåíòû Y ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòà X ïðèíÿëà çíà÷åíèå xi:

p•j/i = P (Y = yj/X = xi) =
pij

pi•
.

Òàê æå, êàê è äëÿ ÑÂÍÒ, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ.â.
X è Y óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò ñ áåçóñëîâíûìè:

pi/j• = pi•, p•j/i = p•j .
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5.2 Ôóíêöèÿ îäíîãî ñëó÷àéíîãî
íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà

Ïóñòü y = ϕ(x) � îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà x. Åñëè âìåñòî
x â ýòó ôîðìóëó ïîäñòàâèòü ñ.â. X, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû, êîòîðàÿ è ñàìà ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Y :

Y = ϕ(X).

Åå åùå íàçûâàþò ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé (ñ.ô.).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ.â. X íåïðåðûâíà è âñå åå çíà÷åíèÿ ïðèíàä-

ëåæàò èíòåðâàëó (a, b), à ôóíêöèÿ ϕ(x) äèôôåðåíöèðóåìà, ñòðîãî
âîçðàñòàåò íà (a, b) è èìååò â ýòîì èíòåðâàëå îáðàòíóþ ôóíêöèþ
x = ϕ−1(y). Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Y :

FY (y) = P (Y < y) = P (ϕ(X) < y) = P (X < ϕ−1(y)) = FX(ϕ−1(y)).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì è ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòåé ñ.â. Y :

fY (y) = fX

(
(ϕ−1(y)

) [
ϕ−1(y)

]′
. (5.5)

Åñëè æå ϕ(x) ñòðîãî óáûâàåò íà èíòåðâàëå (a, b), òî

FY (y) = P (Y < y) = P (ϕ(X) < y) = P (X > ϕ−1(y)) = 1−FX(ϕ−1(y)).

Çíà÷èò,

fY (y) = F
′
Y (y) = −fX

(
(ϕ−1(y)

) [
ϕ−1(y)

]′
. (5.6)

Îáúåäèíÿÿ ðàâåíñòâà (5.5) è (5.6) â îäíî, ïîëó÷àåì

fY (y) = fX

(
(ϕ−1(y)

) ∣∣∣[ϕ−1(y)
]′∣∣∣ .

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ ϕ(x) êóñî÷íî-ìîíîòîííà è ïóñòü y � ôèê-
ñèðîâàííîå ÷èñëî, à J1(y), . . . , Jn(y) � èíòåðâàëû âèäà [·, ·), íà êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ϕ(x) < y (ñì. ðèñ. 5.2).
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O
x

y

y

J1(y) J2(y)

y = ϕ(x)

Ðèñ. 5.2: Ê îïðåäåëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñ.â.

Òîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Y íà îñíîâàíèè òåîðåìû ñëî-
æåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñ.ñ. èìååò âèä

FY (y) = P (Y < y) = P

(
n∑

i=1

(X ∈ Ji(y))

)
=

=
n∑

i=1

P (X ∈ Ji(y)) =
n∑

i=1

∫
Ji(y)

fX(x)dx.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. Y ,
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé: fY (y) =
= F

′
Y (y).

Ïðèìåð 5.2. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â.

Y = min(X, X2),

åñëè ñ.â. X èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé fX(x).

Ðåøåíèå. Ãðàôèê ôóíêöèè y = ϕ(x) = min(x, x2) èìååò âèä, ïîêà-
çàííûé íà ðèñ. 5.3.

Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, îáðàòíàÿ ê íåé ôóíê-
öèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ϕ−1(y) =
{

y, y /∈ (0; 1);√
y, y ∈ (0; 1);



Ëåêöèÿ 5. Íåçàâèñèìîñòü ñ.â. 62

O
x

y

1

1

Ðèñ. 5.3: Ãðàôèê ôóíêöèè y = min(x, x2).

è èìååò ïðîèçâîäíóþ

[
ϕ−1(y)

]′
=

{
1, y /∈ (0; 1);
1

2
√

y , y ∈ (0; 1).

Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.5) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé
ñ.â. Y ðàâíà

fY (y) =

{
fX(y), y /∈ (0; 1);
fX(

√
y)

2
√

y , y ∈ (0; 1);

5.3 Ôóíêöèÿ îäíîãî ñëó÷àéíîãî
äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà

Åñëè ñ.â. X äèñêðåòíà, òî äèñêðåòíà è ñ.â. Y = ϕ(X). Çàêîí åå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íàéäåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ñâÿçü
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ìåæäó çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂÄÒ è åãî êîìïîíåíò:

P (Y = yj) =
n∑

i=1

P (X = xi, Y = yj) =

=
n∑

i=1

P (Y = yj/X = xi)P (X = xi).

Íî

P (Y = yj/X = xi) =
{

1, åñëè ϕ(xi) = yj;

0, åñëè ϕ(xi) 6= y.

Çíà÷èò,

P (Y = yj) =
∑

i: ϕ(xi)=yj

P (X = xi).

Åñëè âñå yj ðàçëè÷íû, òî

P (Y = yj) = P (X = xj), (5.7)

ñ÷èòàÿ, ÷òî yj = ϕ(xj).

Ïðèìåð 5.3. Äëÿ óñëîâèé ïðèìåðà 4.2 ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü
ñ.â. X è Y , íàéòè óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ (xi, pi/2•) è
(yj , p•1/j), íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Z = Y 2 è T = 2−X.

Ñ.â. X è Y íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òàê êàê ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå

p11 = 0,1 6= p1•p•1 = 0,4 · 0,4 = 0,16.

Óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ, îñíîâûâàÿñü íà ôîðìóëàõ

pi/j• =
pij

p•j
, p•j/i =

pij

pi•
,

çàïèøåì â âèäå ðÿäîâ ðàñïðåäåëåíèé:

xi −2 2
pi/2• 2/3 1/3

yj 0 1 2
p•1/j 1/4 2/4 1/4
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Òàê êàê ñ.â.X è Y ïðèíèìàþò òîëüêî ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, òî çàêîíû
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Z = Y 2 è T = 2−X â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì
(5.7) èìåþò âèä:

zj 0 2 4
pj 0, 4 0, 3 0, 3

ti 0 4
pi 0, 6 0, 4



Ëåêöèÿ 6

Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ñ.â.

Ñóììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

6.1 Ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íåïðåðûâíîãî òèïà

Ðàññìîòðèì îáû÷íóþ ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ

z = ϕ(x1, . . . , xn)

è âìåñòî äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn ïîäñòàâèì â íåå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn, îáðàçóþùèå ÑÂÍÒ X = (X1, . . . , Xn).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ñëó-

÷àéíûõ àðãóìåíòîâ Z = ϕ(X1, . . . , Xn), çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿ-
åòñÿ ñ.â. Z.

Â îñíîâíîì ìû áóäåì èçó÷àòü ñëó÷àéíûå ôóíêöèè äâóõ ñëó÷àé-
íûõ àðãóìåíòîâ âèäà Z = ϕ(X, Y ). Ãëàâíîé çàäà÷åé áóäåò îòûñêàíèå
çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Z ïðè èçâåñòíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ
ÑÂÍÒ X = (X, Y ).

Ïóñòü f(x, y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X è Y ,
òîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Z íà îñíîâàíèè åå îïðåäåëåíèÿ è
ñâîéñòâ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

FZ(z) = P (Z < z) = P (ϕ(x, y) < z) = P (X ∈ D(z)) =

=
∫∫

D(z)

f(x, y)dxdy, (6.1)

65



Ëåêöèÿ 6. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ñ.â. 66

ãäå D(z) = {(x, y) : ϕ(x, y) < z}. Äàëåå ìîæíî íàéòè è ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé ñ.â. Z:

fZ(z) = F
′
Z(z).

Ïðèìåð 6.1. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X = (X, Y )
îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé f(x, y). Íàéòè ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé ÷àñòíîãî Y/X.

Ðåøåíèå. ×àñòíîå Y/X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ äâóõ ñëó÷àé-
íûõ ïåðåìåííûõ X è Y , òî åñòü Z = Y/X = ϕ(X, Y ). Îáëàñòü
D(z), ïî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå â ôîðìóëå (6.1), óêà-
çàíà øòðèõîâêîé íà ðèñ. 6.1 è îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

D(z) =
{

(x, y) : y
x < z

}
.

O
x

y

D(z)

D(z)

y = zx

Ðèñ. 6.1: Îáëàñòü D(z) äëÿ ÷àñòíîãî äâóõ ñ.â.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Z ðàâíà

FZ(z) =
∫∫

D(z)

f(x, y)dxdy =

0∫
−∞

dx

∞∫
zx

f(x, y)dy +

∞∫
0

dx

zx∫
−∞

f(x, y)dy.
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Äàëåå ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. Z:

fZ(z) = F
′
Z(z) = −

0∫
−∞

xf(x, zx)dx +

∞∫
0

xf(x, zx)dx.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñ.â. X è Y íåçàâèñèìû, òî

fZ(z) = −
0∫

−∞

xfX(x)fY (zx)dx +

∞∫
0

xfX(x)fY (zx)dx.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Z = ϕ(X1, . . . , Xn) ïðè
n > 2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (6.1):

FZ(z) = P (Z < ϕ(x1, . . . , xn)) =
∫
· · ·
∫

D(z)

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

(6.2)
ãäå D(z) = {(x1, . . . , xn) : ϕ(x1, . . . , xn) < z}, f(x1, . . . , xn) � ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòåé ÑÂÍÒ X = (X1, . . . , Xn).

Ïðèìåð 6.2. Ñ.â. X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëå-
íû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ FX(x). Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñ.â. Y = min(X1, . . . , Xn) è Z =
= max(X1, . . . , Xn).

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (6.2) è íåçàâèñèìîñòü ñ.â. X1, . . . , Xn,
íàõîäèì

FY (y) = P (Y < y) = 1− P (Y ≥ y) = 1− P [min(X1, . . . , Xn) ≥ y] =
= 1− P (X1 ≥ y, . . . ,Xn ≥ y) =
= 1− P (X1 ≥ y) · . . . · P (Xn ≥ y) =
= 1− [1− P (X1 < y)] · . . . · [1− P (Xn < y)] =
= 1− [1− FX(y)] · . . . · [1− FX(y)] = 1− [1− FX(y)]n,
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FZ(z) = P (Z < z) = P [max(X1, . . . , Xn) < z] =
= P (X1 < z, . . . , Xn < z) = P (X1 < z) · . . . · P (Xn < z) =
= FX(z) · . . . · FX(z) = [FX(z)]n.

Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Y è Z, ïîëó÷àåì èõ
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé:

fY (y) = F
′
Y (y) = −n[1− Fx(y)]n−1(−1)F

′
X(y) =

= n[1− FX(y)]n−1fX(y),

fZ(z) = F
′
Z(z) = n[FX(z)]n−1fX(z).

Ìû âèäèì, ÷òî ýòè ïëîòíîñòè âûðàæàþòñÿ íå òîëüêî ÷åðåç ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X, íî è ÷åðåç åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

6.2 Ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà äèñêðåòíîãî òèïà

Åñëè X = (X, Y ) � ÑÂÄÒ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ (xi, yj , pij), òî
ôóíêöèÿ Z = ϕ(X, Y ) ïðîäóöèðóåò äèñêðåòíóþ ñ.â. Z, ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

FZ(z) = P (ϕ(X, Y ) < z) =
∑

i,j:ϕ(xi,yj)<z

pij. (6.3)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì èíäåêñàì i è j, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕ(xi, yj) < z.

Ïðèìåð 6.3. Äëÿ óñëîâèé ïðèìåðà 4.2 ïðåäûäóùåé ëåêöèè íàéòè
ôóíêöèþ è ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Z = XY .

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (6.3), íàõîäèì

FZ(z) = P (XY ) < z) =
∑

i,j:xiyj<z

pij =
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=



0, z ≤ −4;
p13 = 0, 1, −4 < z ≤ −2;

p12 + p13 = 0, 3, −2 < z ≤ 0;
p11 + p12 + p13 + p21 = 0, 7, 0 < z ≤ 2;

p11 + p12 + p13 + p21 + p22 = 0, 8, 2 < z ≤ 4;
p11 + p12 + p13 + p21 + p22 + p23 = 1, z > 4;

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

xj −4 −2 0 2 4
pj 0, 1 0, 2 0, 4 0, 1 0, 2

6.3 Ñóììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Êîìïîçèöèÿ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Î÷åíü âàæíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, ÷àñòî âñòðå÷àþùåé-
ñÿ íà ïðàêòèêå, ÿâëÿåòñÿ ñóììà äâóõ ñ.â.: Z = ϕ(X, Y ) = X + Y .
×òîáû íàéòè åå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåæäå âñåãî èçîáðàçèì îá-
ëàñòü D(z) = {(x, y) : x + y < z} = {(x, y) : y < z − x} èç ôîðìóëû
(6.1) íà ïëîñêîñòè xOy (ñì. ðèñ. 6.2.).

O
x

y

D(z)
y = z − x

Ðèñ. 6.2: Îáëàñòü D(z) äëÿ ñóììû äâóõ ñ.â.
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Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ ôîðìóëó è ðèñóíîê äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðå-
äåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ
ñ.â.:

FZ(z) =

∞∫
−∞

dx

z−x∫
−∞

f(x, y)dy.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íàõîäèòñÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì äàííîãî âûðàæåíèÿ:

fZ(z) = F
′
Z(z) =

∞∫
−∞

fX(x, z − x)dx.

Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî ýòà ôîðìóëà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

fZ(z) =

∞∫
−∞

fX(x)fY (z − x)dx. (6.4)

Íà îñíîâàíèè ñèììåòðè÷íîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëà-
ãàåìûõ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

fZ(z) =

∞∫
−∞

fX(z − x)fY (x)dx.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñóììû äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñ.â. ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ñëàãàåìûõ:

fZ(z) = fX(x) ∗ fY (y),

è íàçûâàåòñÿ òàêæå êîìïîçèöèåé çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X è
Y .

Åñëè X = (X, Y ) � ÑÂÄÒ, òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ
ñ.â. ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

P (Z = zk) = P (X + Y = zk) =
∑

i,j:xi+yj=zk

pij , (6.5)
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ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òåì èíäåêñàì i è j, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî xi + yj = zk.

Ïðè íåçàâèñèìîñòè ñ.â. X è Y ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ
â ñëåäóþùåå:

P (Z = zk) =
n∑

i=1

P (X = xi)P (Y = zk − xi),

êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü äèñêðåòíîé êîìïîçèöèåé çàêîíîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ.â. X è Y .

Ïðèìåð 6.4. Ïàññàæèð åçäèò èç ãîðîäà íà äà÷ó äâóìÿ ýëåêòðè÷-
êàìè ñ ïåðåñàäêîé. Ïåðâóþ ýëåêòðè÷êó åìó ïðèõîäèòñÿ æäàòü íå
áîëåå 20 ìèí., à âòîðóþ � íå áîëåå 40 ìèí. Ñ÷èòàÿ âðåìåíà îæè-
äàíèÿ X è Y ïåðâîé è âòîðîé ýëåêòðè÷åê íåçàâèñèìûìè ñ.â., èìå-
þùèìè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

fX(x) =
{

1/20, x ∈ [0; 20];
0, x 6∈ [0; 20];

fY (y) =
{

1/40, x ∈ [0; 40];
0, x 6∈ [0; 40];

íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñóììàðíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (6.4):

fX+Y (z) =

∞∫
−∞

fX(x)fY (z − x)dx =
1
20

20∫
0

fY (z − x)dx.

Î÷åâèäíî, ÷òî

fY (z − x) 6= 0 ∧ 0 ≤ x ≤ 20 ⇐⇒ 0 ≤ z − x ≤ 40 ∧ 0 ≤ x ≤ 20 ⇐⇒
⇐⇒ z − 40 ≤ x ≤ z ∧ 0 ≤ x ≤ 20 ⇐⇒
⇐⇒ max(z − 40, 0) ≤ x ≤ min(z, 20).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

fX+Y (z) =



1
800

z∫
0

dx = z
800 , 0 ≤ z ≤ 20;

1
800

20∫
0

dx = 1
40 , 20 ≤ z ≤ 40;

1
800

20∫
z−40

dx = 60−z
800 , 40 ≤ z ≤ 60;

0, z > 60.

Ãðàôèê ïîëó÷åííîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîêàçàí íà ðèñóíêå 6.3.

O
z

fX+Y

20 40 60

1
40

Ðèñ. 6.3: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñóììàðíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ

Ïðèìåð 6.5. Íàéòè ñóììó ñ.â. X è Y èç ïðèìåðà 4.2.

Ðåøåíèå. Ñ.â. Z = X +Y ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü ñëåäóþùèå çíà÷å-
íèÿ: −2,−1, 0, 2, 3, 4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6.5) ïîëó÷àåì

P (Z = −2) = p11 = 0, 1; P (Z = −1) = p12 = 0, 2;
P (Z = 0) = p13 = 0, 1; P (Z = 2) = p21 = 0, 3;
P (Z = 3) = p22 = 0, 1; P (Z = 4) = p23 = 0, 2.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ñ.â. x è y èìååò âèä:

zk −2 −1 0 2 3 4
pk 0, 1 0, 2 0, 1 0, 3 0, 1 0, 2
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×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñ.â.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Õîòÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé èëè äèñ-
êðåòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äàþò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñ.â. è
ñëó÷àéíûõ âåêòîðàõ, äàëåêî íå âñåãäà ýòè õàðàêòåðèñòèêè óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü íà ïðàêòèêå. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ ìíîãîìåðíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé. Åñëè îñîáåííîñòè ðåøàåìîé çàäà÷è íå ïîìîãàþò ñäåëàòü
âûâîä äàæå î òèïå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â., ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ìå-
òîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, êîòîðàÿ òðåáóåò, íàïðèìåð, äëÿ
íàäåæíîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîé ñ.â. îò
500 äî 1000 íàáëþäåíèé çà åå ðåàëèçàöèÿìè. Ïðîâåäåíèå òàêîãî êîëè-
÷åñòâà ýêñïåðèìåíòîâ íå âñåãäà âîçìîæíî, òàê êàê îïûòû ìîãóò ïî-
òðåáîâàòü áîëüøèõ çàòðàò âðåìåíè (íàïðèìåð, â ñåëüñêîì õîçÿéñòâå
îáû÷íî íà îäèí îïûò óõîäèò îäèí ãîä) èëè çíà÷èòåëüíûõ ôèíàí-
ñîâûõ âëîæåíèé (íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè ïðåäåë ïðî÷íîñòè êàêîãî-
ëèáî äîðîãîñòîÿùåãî óñòðîéñòâà, åãî íàäî ñëîìàòü).

Â ïîäîáíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ îïðåäåëå-
íèåì òàê íàçûâàåìûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå äàþò ïðåä-
ñòàâëåíèå ëèøü î íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ ïîâåäåíèÿ ñ.â. è ñëó÷àé-
íûõ âåêòîðîâ. Âïðî÷åì, ñàìè õàðàêòåðèñòèêè íàñòîëüêî âàæíû, ÷òî
èìååò ñìûñë íàéòè èõ äàæå ïðè èçâåñòíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â.
Ýòîé ïîñëåäíåé çàäà÷åé ìû ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ, à ïîëó÷åíèå ïðèáëè-
æåííûõ çíà÷åíèé ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñ.â. ïî íàáëþäåíèÿì çà
åå ðåàëèçàöèÿìè îòëîæèì äî ëåêöèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

73
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Ïåðâîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé, êîòîðóþ ìû èçó÷èì, ÿâëÿ-
åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå ñ.â. X ¾â
ñðåäíåì¿. ×àñòî èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû: ñðåäíèé ðîñò, ñðåäíèé âåñ,
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë, ñðåäíÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà è ò.ï.
Âñå ýòî � â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì íåïðåðûâíîé ñ.â. íàçûâà-
åòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (åñëè îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ)

MX =

∞∫
−∞

xf(x)dx, (7.1)

ãäå f(x) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X.
Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñ.â. X íàçûâà-

åòñÿ ñóììà èëè ðÿä (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷åì ÿâëÿåòñÿ n � ÷èñëîì
èëè ñèìâîëîì ∞):

MX =
n∑

i=1

xipi, (7.2)

ãäå xi � âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñ.â.X, à pi = P (X = xi),� âåðîÿòíîñòè
ýòèõ çíà÷åíèé.

Â ôîðìóëàõ (7.1) è (7.2) ìû ïðåæäå âñåãî çàìå÷àåì, ÷òî çíà÷å-
íèÿ ñ.â. ñóììèðóþòñÿ ñ íåêîòîðûì ¾âåñîì¿: äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â.
òàêèì ¾âåñîì¿ ñëóæèò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, à äëÿ äèñêðåòíîé
ñ.â. � âåðîÿòíîñòè pi. Òàêèì îáðàçîì, áîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ ñ.â.
(÷àùå ðåàëèçóþùèåñÿ â îïûòàõ) âíîñÿò áîëüøèé âêëàä â ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå. Â ðåçóëüòàòå ôîðìóëû (7.1) è (7.2) äåéñòâèòåëüíî
îïðåäåëÿþò íåêîòîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ñ.â. X, íàçûâàåìîå â òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.

Ïîíÿòíî, ÷òî íàëè÷èå â ôîðìóëàõ (7.1), (7.2) íåñîáñòâåííîãî èí-
òåãðàëà è ðÿäà ìîæåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü (åñëè èíòåãðàë èëè ðÿä ðàñõîäÿòñÿ).
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X =
= (X1, . . . , Xn) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

MX = (MX1, . . . ,MXn).

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó C ñëó÷àéíîé ñ
ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé f(x) = δ(x− C), ãäå δ(x) � èçâåñòíàÿ âàì
äåëüòà-ôóíêöèÿ. Òîãäà

P (X = C) = lim
ε→0

C+ε∫
C−ε

δ(x− C)dx = 〈z = x− C, dz = dx〉 =

= lim
ε→0

ε∫
−ε

δ(x)dx = lim
ε→0

1 = 1,

P (X 6= C) = 1− P (X = C) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìà-
åò ñâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à äðóãèå çíà÷åíèÿ � ñ âåðîÿòíîñòüþ
0. Òàêèå âåëè÷èíû, â îòëè÷èå îò ¾íàñòîÿùèõ¿ ñ.â., áóäåì íàçûâàòü
äåòåðìèíèðîâàííûìè.

À òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ, ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà òîëüêî äëÿ íåïðåðûâ-
íûõ ñ.â.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÆÈÄÀÍÈß

1◦. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû ðàâíî
ñàìîé ýòîé âåëè÷èíå:

MC = C.

Íà îñíîâàíèè òîëüêî ÷òî ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ äåòåðìèíèðî-
âàííîé âåëè÷èíû è îäíîãî èç ñâîéñòâ äåëüòà-ôóíêöèè ïîëó÷àåì

MC =

∞∫
−∞

xδ(x− C)dx = C.
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2◦. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè îäíîãî ñëó÷àéíîãî àðãóìåí-
òà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Mϕ(X) =

∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx

äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â. X ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé f(x), à äëÿ
äèñêðåòíîé ñ.â., çàäàííîé ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ (xi, pi), � ïî ôîðìó-
ëå

Mϕ(X) =
n∑

i=1

ϕ(xi)pi.

3◦. Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ:

M(CX) = C ·MX.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå ñâîéñòâî äëÿ ϕ(x) = Cx,
ïîëó÷àåì

M(CX) =

∞∫
−∞

Cxf(x)dx = C

∞∫
−∞

xf(x)dx = CMX.

4 ◦. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ àðãóìåí-
òîâ ϕ(X, Y ) äëÿ ÑÂÍÒ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Mϕ(X, Y ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(x, y)f(x, y)dxdy,

ãäå f(x, y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X è Y ; à
äëÿ ÑÂÄÒ � ïî ôîðìóëå

Mϕ(X, Y ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

ϕ(xi, yj)pij ,

ãäå (xi, yi, pij) � çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X = (X, Y ).
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5◦. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû äâóõ ñ.â. ðàâíî ñóììå èõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

M(X + Y ) = MX + MY.

Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå ñâîéñòâî äëÿ ôóíêöèè ϕ(x, y) = x + y,
ïîëó÷àåì

M(X + Y ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(x + y)f(x, y)dxdy =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xf(x, y)dxdy +

∞∫
−∞

∞∫
−∞

yf(x, y)dxdy =

=

∞∫
−∞

x

 ∞∫
−∞

f(x, y)dy

 dx +

∞∫
−∞

y

 ∞∫
−∞

f(x, y)dx

 dy =

=

∞∫
−∞

xfX(x)dx +

∞∫
−∞

yfY (y)dy = MX + MY.

6◦. Åñëè ñ.â. X è Y íåçàâèñèìû, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ
ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

MXY = MX ·MY.

Ñíîâà îáðàòèìñÿ ê ñâîéñòâó 4, ïðèíèìàÿ ϕ(x, y) = xy è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü äâóõ íåçàâèñèìûõ ñ.â. ðàñêëàäûâàåò-
ñÿ â ïðîèçâåäåíèå èõ ÷àñòíûõ ïëîòíîñòåé: f(x, y) = fX(x) · fY (y), è
ïîýòîìó

MXY =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xyf(x, y)dxdy =

∞∫
−∞

xfX(x)dx

∞∫
−∞

yfY (y)dy =

= MX ·MY.
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Ïðèìåð 7.1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. X, èìåþùåé
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

f(x) =
1√
2πσ

exp
[
−(x−m)2

2σ2

]
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
íåïðåðûâíîé ñ.â.:

MX =

∞∫
−∞

xf(x)dx =
1√
2πσ

∞∫
−∞

x exp
[
−(x−m)2

2σ2

]
dx =

=
〈

z =
x−m√

2σ
, dx =

√
2σdz

〉
=

=
1√
π

∞∫
−∞

(m +
√

2σz) exp
(
−z2

)
dz =

=
m√
π

∞∫
−∞

exp
(
−z2

)
dz +

√
2
π

σ

∞∫
−∞

z exp
(
−z2

)
dz.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ðàâåí
√

π,
òàê êàê ÿâëÿåòñÿ óäâîåííûì èíòåãðàëîì Ïóàññîíà (ñì. ïðèëîæå-
íèå C), à âòîðîé ðàâåí íóëþ, ïîòîìó ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
íå÷åòíà. Ñëåäîâàòåëüíî, MX = m.

Ïðèìåð 7.2. Èìååòñÿ n èäåíòè÷íûõ áëîêîâ àïïàðàòóðû, êàæäûé
èç êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ p ìîæåò èìåòü äåôåêò. Áëîê ïîä-
ñîåäèíÿåòñÿ ê ýëåêòðîííîìó óñòðîéñòâó è âêëþ÷àåòñÿ òîê; ïðè
îáíàðóæåíèè äåôåêòà áëîê ñðàçó æå çàìåíÿåòñÿ äðóãèì áëîêîì.
Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. X � ÷èñëà áëîêîâ, êîòîðûå
áóäóò èñïðîáîâàíû.

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé ñ.â. èìååò
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âèä

xk 1 2 3 · · · i · · · n

pk q pq p2q · · · pi−1q · · · pn−1

ãäå q = 1 − p. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììû êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ïîëó÷àåì

MX =
n−1∑
i=1

ipi−1q + npn−1 =

(
n−1∑
i=1

pi

)′

p

q + npn−1 =

= q

(
p− pn

1− p

)′

p

+ npn−1 =

= q
(1− npn−1)(1− p) + p− pn

(1− p)2
+ npn−1 =

=
1− npn−1 − p + npn + p− pn + npn−1 − npn

1− p
=

1− pn

1− p
.

Åñëè ñ.â. X ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
òî åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óäîáíî íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðîèç-

âîäÿùåé ôóíêöèè

G(u) =
∞∑
i=0

piu
i,

ãäå pi = P (X = i), à u, |u| ≤ 1, � äåéñòâèòåëüíàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ
ïåðåìåííàÿ.

Òàê êàê

G′(u) =
∞∑
i=1

ipiu
i−1,

òî
MX = G′(1). (7.3)
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Ïðèìåð 7.3 (çàêîí Ïóàññîíà). Äèñêðåòíàÿ ñ.â. X çàäàíà ðÿäîì
ðàñïðåäåëåíèÿ (

i,
λi

i!
e−λ

)
, i = 0, 1, . . . .

Âû÷èñëèòü åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ çàäàííîé ñ.â. è íàéäåì
åå ïðîèçâîäíóþ:

G(u) =
∞∑
i=0

λi

i!
e−λui = e−λ

∞∑
i=0

(λu)i

i!
= e−λeλu = eλ(u−1),

G′(u) = λeλ(u−1).

Ïî ôîðìóëå (7.3) íàõîäèì: MX = G′(1) = λ.

Ïðèìåð 7.4. Ñ.â. X èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

f(x) =
{

λe−λx, x ≥ 0;
0 x < 0;

λ > 0. Óñòàíîâèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò è ÷åìó ðàâíî
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. Y = eX .

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 2 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîëó÷à-
åì

MY = MeX =

∞∫
−∞

exf(x)dx =

∞∫
0

exλe−λxdx = λ

∞∫
0

e(1−λ)xdx =

=
λ

1− λ
e(1−λ)x

∣∣∣∣∞
0

.

Ïðè λ ≤ 1 èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå
ñóùåñòâóåò; ïðè λ > 1 èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ðàâíî

MY =
λ

λ− 1
.
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Ïðèìåð 7.5. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. X è Y çàäàíî òàáëè-
öåé

X\Y −1 2
−1 0, 4 0, 3
1 0, 2 0, 1

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. Z = X2 − Y 2.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî 4 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ÑÂÄÒ
ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèè ϕ(x, y) = x2 − y2. Ïîëó÷èì:

MZ = M(X2 − Y 2) = [(−1)2 − (−1)2] · 0,4 + [12 − (−1)2] · 0,2+

+ [(−1)2 − 22] · 0,3 + (12 − 22) · 0,1 = −0,9− 0,3 = −1,2.



Ëåêöèÿ 8

Äèñïåðñèÿ. Êîâàðèàöèÿ.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

8.1 Äèñïåðñèÿ ñ.â.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà òèïà àïïàðàòóðû, ïðè÷åì, X � âðå-
ìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû àïïàðàòóðû I òèïà, à Y � òàêîå æå âðåìÿ äëÿ
àïïàðàòóðû II òèïà. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ áåçîò-
êàçíîé ðàáîòû àïïàðàòóðû îáîèõ âèäîâ îäèíàêîâî: MX = MY . Íà
ðèñóíêå èçîáðàæåíû íàáëþäåíèÿ çà ýòèìè ñ.â. Âèäíî, ÷òî íàáëþäå-
íèÿ çà ñ.â. X ëîæàòñÿ áîëåå ¾êó÷íî¿, õîòÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
îáåèõ ñ.â. ðàâíû. Ýòî ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ïëàíîâûé ðåìîíò àïïà-
ðàòóðû I òèïà ïðîâîäèòü ðåæå, ÷åì àíàëîãè÷íîå ìåðîïðèÿòèå äëÿ
àïïàðàòóðû âòîðîãî òèïà.

X

Y

MX = MY

Ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè ðàññìîòðåííûõ íàìè ñ.â. X è Y òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé ôèêñèðóåò ñ ïîìîùüþ òàêîé õàðàêòåðèñòèêè êàê äèñ-
ïåðñèÿ , êîòîðîé íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îò-

82
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êëîíåíèÿ ñ.â. X îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

DX = M(X −MX)2. (8.1)

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áåðåòñÿ íå
îò ñàìîãî îòêëîíåíèÿ |X − MX|, à îò åãî êâàäðàòà? Òîëüêî ïîòî-
ìó, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîäóëÿ äåëàþò åãî ¾íåóäîáíûì¿ â
ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ, à êâàäðàò ìîäóëÿ ýòèõ íåäîñòàòêîâ íå
èìååò. Â ðåçóëüòàòå ðàçáðîñ çíà÷åíèé ñ.â. îòíîñèòåëüíî åå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà åäèíèö, â êîòîðûõ
èçìåðÿåòñÿ ñàìà ñ.â. Âïðî÷åì, äàííîå íåñîîòâåòñòâèå óñòðàíÿåòñÿ
ââåäåíèåì åùå îäíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè ðàçáðîñà ñ.â. X:

σX =
√

DX,

êîòîðàÿ èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ñàìà ñ.â. X, è íàçûâàåòñÿ
åå ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì (ñ.ê.î.).

Èç ôîðìóëû (8.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ñ.â. X, èìåþùåé
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé f(x), äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

DX =

∞∫
−∞

(x−MX)2f(x)dx,

à äëÿ äèñêðåòíîé ñ.â. X, çàäàííîé ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ (xi, pi), �
ïî ôîðìóëå

DX =
n∑

i=1

(xi −MX)2pi,

ãäå n � ÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü.
Òàê êàê äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ, îíà, êàê âñÿêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü, à ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü. ×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü, ÷òî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèñïåðñèÿ, ðàññìîòðèì åå ñâîéñòâà.
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ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ

1◦. Äèñïåðñèÿ íåîòðèöàòåëüíà: DX ≥ 0.

Ýòî ñëåäóåò ïðÿìî èç åå îïðåäåëåíèÿ.

2◦. Äèñïåðñèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû ðàâíà íóëþ: DC = 0.

Òàê êàê MC = C, òî DC = M(C−MC)2 = M(C−C)2 = M0 = 0.

3◦. Äåòåðìèíèðîâàííûé ìíîæèòåëü âûíîñèòñÿ çà çíàê äèñïåðñèè
â êâàäðàòå:

D(CX) = C2DX.

Äåéñòâèòåëüíî,

D(CX) = M(CX −M(CX))2 = M(CX − CMX)2 =

= M(C2(X −MX)2) = C2M(X −MX)2 = C2DX.

4◦. Äèñïåðñèÿ ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ êâàäðàòà ñ.â. ìè-
íóñ êâàäðàò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

DX = MX2 − (MX)2.

Âîò äîêàçàòåëüñòâî:

DX = M(X −MX)2 = M(X2 − 2X ·MX + (MX)2) =

= MX2 − 2 · (MX)2 + (MX)2 = MX2 − (MX)2.

5◦. Åñëè ñ.â. X è Y íåçàâèñèìû, òî äèñïåðñèÿ ñóììû ýòèõ ñ.â. ðàâíà
ñóììå èõ äèñïåðñèé:

D(X + Y ) = DX + DY.

Íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà ïîëó÷àåì

D(X + Y ) = M(X + Y )2 − [M(X + Y )]2 =

= M(X2 + 2XY + Y 2)− (MX + MY )2 =

= MX2 + 2MXY + MY 2 − (MX)2 − 2MXMY −MY 2,
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òî åñòü

D(X + Y ) = DX + DY + 2MXY − 2MXMY. (8.2)

Íî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñ.â. MXY = MXMY , ïîýòîìó D(X + Y ) =
= DX + DY .

Ïîïðîáóéòå ñàìè âûðàçèòü äèñïåðñèè

D(−X), D(X − Y ), D(X + C)

÷åðåç äèñïåðñèè íåçàâèñèìûõ ñ.â. X è Y , ñ÷èòàÿ, ÷òî C � äåòåðìè-
íèðîâàííàÿ âåëè÷èíà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ïðè
k = 1) ìîìåíòà k-ãî ïîðÿäêà ñ.â. X:

αk = MXk,

à äèñïåðñèÿ � ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ïðè k = 2) åå öåíòðàëüíîãî ìî-
ìåíòà k-ãî ïîðÿäêà :

µk = M(X −MX)k.

Ýòè ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè òîæå íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ïðè îïèñà-
íèè íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ ñ.â.

Ïðèìåð 8.1. Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ â 20 çíàêîâ ìîæåò
áûòü èñêàæåíî íå áîëåå 5 çíàêîâ; ñ.â. X � êîëè÷åñòâî çíàêîâ, èñêà-
æåííûõ ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íåå èìååò
âèä:

xk 0 1 2 3 4 5
pk 0,1 0,1 0,2 0,4 0,1 0,1

Íàéòè äèñïåðñèþ è ñ.ê.î. ýòîé ñ.â.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

MX = 0 · 0,1 + 1 · 0,1 + 2 · 0,2 + 3 · 0,4 + 4 · 0,1 + 5 · 0,1 =
= 0,1 + 0,4 + 1,2 + 0,4 + 0,5 = 2,6.
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Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî 4 äèñïåðñèè:

MX2 = 02 · 0,12 + 12 · 0,1 + 22 · 0,2 + 32 · 0,4 + 42 · 0,1 + 52 · 0,1 =
= 0,1 + 0,8 + 3,6 + 1,6 + 2,5 = 8,6;

DX = MX2 − (MX)2 = 8,6− 2,62 = 1,84;
σX ≈ 1,36.

Ïðèìåð 8.2. Íàéòè äèñïåðñèþ ñ.â. X, çàäàííîé ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ

F (x) =


0, x < 1;

x3−1
7 , 1 ≤ x ≤ 2;

1 x > 2.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé çàäàííîé ñ.â.

f(x) = F ′(x) =
{

0, x < 1 ∨ x > 2;
3
7x2, 1 < x < 2,

è åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

MX =

∞∫
−∞

xf(x) dx =

2∫
1

3
7
x3 dx =

3x4

28

∣∣∣∣2
1

=
48
28
− 3

28
=

45
28
≈ 1,607.

Äàëåå âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà ñ.â.

MX2 =

∞∫
−∞

x2f(x) dx =

2∫
1

3
7
x4 dx =

3x5

35

∣∣∣∣2
1

=
96
35
− 3

35
=

93
35

,

à çàòåì äèñïåðñèþ

DX = MX2 − (MX)2 =
93
35
−
(

45
28

)2

=
291
3920

≈ 0,074.
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Èíîãäà äëÿ äèñêðåòíûõ ñ.â. (îñîáåííî èìåþùèõ áåñ÷èñëåííîå
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé) óäîáíåå âû÷èñëÿòü äèñïåðñèþ ñ ïîìîùüþ ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè. Ïóñòü ñ.â. X ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ: 0, 1, 2, . . . . Òîãäà åå äèñïåðñèþ ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ïðî-
èçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ýòîé ñ.â.:

G(u) =
n∑

k=0

pku
k.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêóþ ôóíêöèþ äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü,
ïîëó÷èì

G′′(u) =
n∑

k=2

k(k − 1)pku
k−2,

à, çíà÷èò,

G′′(1) =
n∑

k=2

k(k − 1)pk = MX(X − 1) = MX2 −MX =

= DX + (MX)2 −MX.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ôîðìóëó:

DX = G′′(1) + MX − (MX)2. (8.3)

Ïðèìåð 8.3. Íàéòè äèñïåðñèþ ñ.â., ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Ïóàñ-
ñîíà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïóàññîíîâñêîé ñ.â. áûëî íàéäåíî â ïðè-
ìåðå 7.3 è îêàçàëîñü ðàâíûì λ. Íàéäåì äèñïåðñèþ, èñïîëüçóÿ ïðî-
èçâîäÿùóþ ôóíêöèþ è ôîðìóëó (8.3). Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå
G

′′
(u) = λ2eλ(u−1), òî

DX = λ2 + λ− λ2 = λ.
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8.2 Êîâàðèàöèÿ

Ðàíåå íàìè ðàññìàòðèâàëèñü äâà òèïà âçàèìîñâÿçåé, êîòîðûå ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü ìåæäó ñ.â.: ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü è ñâÿçü, âûðàæàþ-
ùàÿñÿ óñëîâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå îäíîé ñ.â.
çàâèñèò îò çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ äðóãîé ñ.â. Ïîñëåäíÿÿ âçàèìî-
ñâÿçü íàçûâàåòñÿ òàêæå âåðîÿòíîñòíîé . Îäíîé èç åå õàðàêòåðè-
ñòèê ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàöèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y , êîòî-
ðîé íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ îòêëîíåíèé
ýòèõ ñ.â. îò ñâîèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

cov(X, Y ) = M(X −MX)(Y −MY ). (8.4)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà äëÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íåïðåðûâíîãî òèïà, èìåþùåãî ïëîòíîñòü âåðî-
ÿòíîñòåé f(x, y), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

cov(X, Y ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(x−MX)(y −MY )f(x, y)dxdy,

à äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà äèñêðåòíîãî òèïà � ïî ôîðìóëå

cov(X, Y ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(xi −MX)(yj −MY )pij ,

ãäå n, m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà èëè∞, (xi, yj) � âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X, Y ), pij = P (X = xi, Y = yj) � âåðîÿòíîñòè
ýòèõ çíà÷åíèé.

Ðàññìîòðèì

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÊÎÂÀÐÈÀÖÈÈ

1◦. Êîâàðèàöèÿ íå èçìåíÿåòñÿ îò ïåðåñòàíîâêè ñ.â.:

cov(X, Y ) = cov(Y, X).
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2◦. Êîâàðèàöèÿ ñ.â. ñ ñàìîé ñîáîé åñòü äèñïåðñèÿ ýòîé ñ.â.:

cov(X, X) = DX.

3◦. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê êîâàðèàöèè:

cov(CX, Y ) = cov(X, CY ) = C cov(X, Y ).

Ýòè ñâîéñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ êîâàðèà-
öèè.

4◦. Êîâàðèàöèÿ ñ.â. ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ïðîèçâåäå-
íèÿ ýòèõ ñ.â. ìèíóñ ïðîèçâåäåíèå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé:

cov(X, Y ) = MXY −MX ·MY.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (8.4) ïîëó÷àåì

cov(X, Y ) = M(XY −XMY − Y MX + MX ·MY ) =
= MXY −MX ·MY −MY ·MX + MX ·MY =
= MXY −MX ·MY.

5◦. Äèñïåðñèÿ ñóììû äâóõ ñ.â. âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D(X + Y ) = DX + DY + 2 cov(X, Y ).

Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (8.2) è ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà. Äîêàæè-
òå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî

D(X − Y ) = DX + DY − 2 cov(X, Y ).

6◦. Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî èõ êîâàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå MXY = MX ·MY è èç ñâîéñòâà
4 ñðàçó ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Èç ñâîéñòâà 6 ñëåäóåò, ÷òî ñ.â. X è Y çàâèñèìû, åñëè èõ êîâàðè-
àöèÿ íå ðàâíà íóëþ.
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Êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé cov(X) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X =
= (X1, . . . , Xn) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

cov(X) =


DX1 cov(X1, X2) . . . cov(X1, Xn)

cov(X2, X1) DX2 . . . cov(X2, Xn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cov(Xn, X1) cov(Xn, X2) . . . DXn

 . (8.5)

8.3 Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Áîëåå òîíêîé, ÷åì êîâàðèàöèÿ, õàðàêòåðèñòèêîé âçàèìîñâÿçè ñ.â. X
è Y ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè , îïðåäåëÿåìûé êàê îò-
íîøåíèå êîâàðèàöèè ýòèõ ñ.â. ê ïðîèçâåäåíèþ èõ ñ.ê.î.:

r =
cov(X, Y )

σXσY
.

Åñëè r 6= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñ.â. X è Y êîððåëèðîâàíû , â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå èõ íàçûâàþò íåêîððåëèðîâàííûìè . Ñâîéñòâî 6
êîâàðèàöèè ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî íåçàâèñèìûå ñ.â. íåêîððåëè-
ðîâàíû. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, ñëó÷àéíûé âåêòîð äèñêðåòíîãî
òèïà èìååò ðàñïðåäåëåíèå, ïðåäñòàâëåííîå ñëåäóþùåé òàáëèöåé

xi\yj −1 0 1
−1 0 1/4 0
0 1/4 0 1/4
1 0 1/4 0

Òîãäà ðÿäû ðàñïðåäåëåíèé ñ.â. X è Y îäèíàêîâû:

xi yi −1 0 1
pi• p•j 1/4 1/2 1/4

Ñëåäîâàòåëüíî, MX = MY = (−1) · 1
4 +0 · 1

2 +1 · 1
4 = 0, cov(X, Y ) = 0

è, çíà÷èò, X è Y íåêîððåëèðîâàíû. Íî îíè çàâèñèìû, òàê êàê

p11 = 0 6= p1• · p•1 =
1
4
· 1
4

=
1
16

.
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Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû:
|r| ≤ 1. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, âîçüìåì ñ.â. X è Y ñ åäèíè÷íîé äèñïåð-
ñèåé: DX = DY = 1. Òîãäà

D(X ± Y ) = DX + DY ± 2 cov(X, Y ) = 2± 2r = 2(1± r) ≥ 0,

òàê êàê äèñïåðñèÿ D(X ± Y ) íåîòðèöàòåëüíà. Ïîýòîìó 1 ± r ≥ 0, à
|r| ≤ 1.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ëèíåéíîé ñâÿ-
çè ìåæäó ñ.â. X è Y : åñëè Y = aX + b, òî |r| = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

cov(X, Y ) = cov(X, aX + b) =
= M(X −MX)(aX + b−M(aX + b)) =
= M(X −MX)(aX + b− aMX − b) =
= aM(X −MX)M(X −MX) =

= aσ2
X ,

σ2
Y = D(aX + b) = a2σ2

X , σY = |a|σX ,

r =
aσ2

X

σX |a|σX

=
a

|a|
= ±1.

Âîîáùå ãîâîðÿ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè õàðàêòåðèçóåò è ñòåïåíü
ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó X è Y , òàê êàê, ÷åì áîëüøå ìîäóëü r, òåì
áîëüøå çàâèñèìîñòü ìåæäó X è Y ïîõîæà íà ëèíåéíóþ, íî ýòîò
âîïðîñ ìû îñòàâèì áåç ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

8.4 Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé âåðîÿòíîñòíîé çàâèñèìîñòè, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé è ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçìåíåíèå îäíîé
ñ.â. âûçûâàåò èçìåíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äðóãîé ñ.â.

Âîçüìåì òîò ñëó÷àé, êîãäà ñ.â. X è Y ïðèáëèæåííî ñâÿçàíû ìåæ-
äó ñîáîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ âèäà Y ' aX+b, è ïîñòàâèì çàäà÷ó
ïîäîáðàòü òàêèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí a è b, ÷òîáû ýòà ëèíåéíàÿ ñâÿçü â
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êàêîì-òî ñìûñëå íàèëó÷øèì îáðàçîì îòðàæàëà äåéñòâèòåëüíóþ âå-
ðîÿòíîñòíóþ ñâÿçü ìåæäó äàííûìè ñ.â. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ
òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ , êîòîðûé
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ìèíèìóìà ôóíêöèè

G(a, b) = M(Y − aX − b)2 (8.6)

ïî àðãóìåíòàì a è b. Ôóíêöèÿ G(a, b) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñ.â. Y îò ñ.â. aX +b. Ïîíÿòíî,
÷òî ìàëîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî ñâèäåòåëüñòâóåò î
ïðèáëèæåííî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñ.â. X è Y .

Ïðåæäå ÷åì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ (8.6), ïðåîáðàçóåì åå, îáî-
çíà÷àÿ mX = MX, mY = MY :

G(a, b) = M[Y −mY − a(X −mX) + mY − amX − b]2 =

= M(Y −mY )2 + a2M(X −mX)2 + (mY − amX − b)2−
− 2aM(Y −mY )(X −mX) + 2M(Y −mY )︸ ︷︷ ︸

0

(mY − amX − b)−

− 2aM(X −mX)︸ ︷︷ ︸
0

(mY − amX − b).

Â ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ âîçíèêàþò äèñïåðñèè ñ.â.X è Y , ïîñëåäíèå
äâà ðàâíû íóëþ, à M(Y −mY )(X −mX) = cov(X, Y ) = σXσY r, ãäå
r � êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñ.â. X è Y . Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

G(a, b) = DY + a2DX + (mY − amX − b)2 − 2aσXσY r.

×òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ, ïðèìåíèì òåîðèþ
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, äëÿ ÷åãî íàéäåì ïåðâûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ôóíêöèè G(a, b) è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ:

∂G

∂a
= 2aσ2

X − 2mX(mY − amX − b)− 2σXσY r = 0,

∂G

∂b
= −2(mY − amX − b) = 0.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïåðâîì óðàâíåíèè ðàâíî íóëþ â ñèëó âòîðîãî
óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî íàõîäèòñÿ a, à çàòåì
èç âòîðîãî � b:

a =
σY

σX
r, b = mY − amX .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè äåé-
ñòâèòåëüíî îáåñïå÷èâàþò åå ìèíèìóì. Ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåì äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Íàéäåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèè G:

∂2G

∂a2
= 2σ2

X + 2m2
X > 0,

∂2G

∂a∂b
= 2mX ,

∂2G

∂b2
= 2,

è ñîñòàâèì èç íèõ îïðåäåëèòåëü:

H =
∣∣∣∣ 2σ2

X + 2m2
X 2mX

2mX 2

∣∣∣∣ = 4σ2
X > 0.

Òàê êàê ëåâûé âåðõíèé ýëåìåíò îïðåäåëèòåëÿ è îí ñàì ïîëîæèòåëü-
íû, òî, çíà÷èò, íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íà ñàìîì äåëå îáåñ-
ïå÷èâàþò ìèíèìóì ôóíêöèè G.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a è b â èñêîìóþ ëèíåéíóþ çà-
âèñèìîñòü, ïîëó÷àåì ïðÿìóþ ëèíåéíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé

ðåãðåññèè Y íà X:

Y −mY ' σY

σX
r(X −mX), (8.7)

ïðè÷åì, âåëè÷èíà a =
σY

σX
r íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðåãðåñ-

ñèè Y íà X.
Î÷åâèäíî, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðÿìóþ ëè-

íåéíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ðåãðåññèè X íà Y :

X −mX ' σX

σY
r(Y −mY ). (8.8)
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Ïîäñòàâèì òàêæå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a è b â ôóíêöèþ G:

G = M
(

Y − σY

σX
rX −mY +

σY

σX
rmX

)2

=

= M
[
Y −mY −

σY

σX
r(X −mX)

]2

=

= DY +
σ2

Y

σ2
X

r2DX − 2r2σY

σX
σXσY =

= DY − r2σ2
Y = σ2

Y (1− r2).

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íîé äèñïåðñèåé ñ.â.
Y îòíîñèòåëüíî ñ.â. X. Îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ïîêàçûâàåò âåëè÷è-
íó ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ñ.â. Y îò ëèíåéíîé ôóíêöèè
aX + b. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè r = ±1 îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà
íóëþ, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ñ.â. X è Y ñâÿçàíû òî÷íîé ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòüþ:

Y −mY =
σY

σX
(X −mX),

à ïðÿìûå ðåãðåññèè (8.7) è (8.8) ñîâïàäàþò. Ïîïóòíî îòìåòèì, ÷òî
ïðè r 6= ±1, âûðàçèâ, íàïðèìåð, èç (8.7) X ÷åðåç Y , ìû íå ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå (8.8). Ýòèì ëèíèè ðåãðåññèè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ
ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé.

8.5 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíîñòåé

Î÷åíü ÷àñòî äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè âèäà

Y = ϕ (X) (8.9)

äîñòàòî÷íî ñâÿçàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ (èëè êî-
âàðèàöèþ) àðãóìåíòà X ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè çàâèñèìîé
ïåðåìåííîé Y . Íàïðèìåð, ìîæíî çàìåíèòü óðàâíåíèå (8.9) ïðèáëè-
æåííûì ëèíåéíûì ðàâåíñòâîì

Y ≈ U = k (X −MX) + b,
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ãäå k è b � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íàäî îïðåäåëèòü. Â ìåòîäå ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíîñòåé äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-
þò äâà êðèòåðèÿ, ïîëó÷àÿ äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

I êðèòåðèé. Ïîñòîÿííûå k è b âûáèðàþò èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèè òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî
âûðàæåíèÿ ôóíêöèè:

MY = MU, DY = DU.

Èñõîäÿ èç ýòîãî êðèòåðèÿ, ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå:

MY = MU = M [k (X −MX) + b] = b,

ñëåäîâàòåëüíî,
b = MY.

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîé âå-
ëè÷èíû íàéäåì

MU2 = M [k (X −MX) + b]2 =

= M
[
k2 (X −MX)2 + 2kb (X −MX) + b2

]
=

= k2DX + b2 = k2DX + (MY )2 .

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ðàâåíñòâà äèñïåðñèé:

DY = DU = MU2 − (MU)2 = k2DX + (MY )2 − (MY )2 = k2DX.

Òàêèì îáðàçîì,

k = ±
√

DY

DX
.

Çíàê â ôîðìóëå ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû çíàêè òî÷íîé è àï-
ïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèé ñîâïàäàëè.

II êðèòåðèé. Ïîñòîÿííûå k è b âûáèðàþò èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà

J = M (Y − U)2 ,
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òî åñòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåé âåëè÷èíû êâàäðàòà îòêëîíå-
íèÿ òî÷íîé è àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè äðóã îò äðóãà.

Ïðåîáðàçóåì ýòîò ôóíêöèîíàë:

J = M [Y − k (X −MX)− b]2 =

= M [(Y −MY ) + MY − k (X −MX)− b]2 =

= DY + (MY )2 + k2DX + b2 − 2k cov (X, Y )− 2bMY.

Ïðèìåíèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà:

∂J

∂k
= 2kDX − 2 cov (X, Y ) = 0,

∂J

∂b
= 2b− 2MY = 0,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíîé òî÷êîé ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðà çíà÷åíèé

b = MY, k =
cov (X, Y )

DX
.

Îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèîíàëà,
ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà:

H =

∣∣∣∣∣ ∂2J
∂k2

∂2J
∂k∂b

∂2J
∂b∂k

∂2J
∂b2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2DX 0

0 2

∣∣∣∣ = 4DX > 0.

Ïðèìåð 8.4. Ñòàòèñòè÷åñêè ëèíåàðèçîâàòü íåëèíåéíîñòü âèäà

Y = ϕ (x) = max (X, 0) ,

åñëè X � ñ.â., ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [−a, a].

Ðåøåíèå. Óñëîâèå çàäà÷è ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X èìååò âèä

fX (x) =
{

1
2a , x ∈ [−a, a];
0, x /∈ [−a, a].

Êðîìå òîãî, ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ñ.â. ðàâíû MX = 0,
DX = (2a)2 /12 = a2/3. Ïî îáîèì ðàññìîòðåííûì êðèòåðèÿì

b = MY =

a∫
−a

1
2a

max (x, 0) dx =
1
2a

a∫
0

x dx =
1
2a
· x2

2

∣∣∣∣a
0

=
a2

4a
=

a

4
.
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Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî êðèòåðèÿ íàäî åùå íàéòè äèñïåðñèþ ñ.â.
Y :

MY 2 =

a∫
−a

1
2a

[max (x, 0)]2 dx =
1
2a

a∫
0

x2 dx =
1
2a
· x3

3

∣∣∣∣a
0

=
a3

6a
=

a2

6
;

DY = MY 2 − (MY )2 =
a2

6
− a2

16
=

5a2

48
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

k = ±
√

DY

DX
=±

√
5a2/48
a2/3

=
√

5
4

.

Çíàê ïëþñ áûë âûáðàí ïîòîìó, ÷òî òî÷íàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà.
Òàêèì îáðàçîì,

max (X, 0) ≈ a

4
+
√

5
4

X.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî êðèòåðèÿ òðåáóåòñÿ íàéòè êîâàðèàöèþ ñ.â.
X è Y :

cov (X, Y ) = cov (X, ϕ (X)) = MXϕ (X)−MXMϕ (X) =

= MXϕ (X) =

∞∫
−∞

xϕ (x)
1
2a

dx =
1
2a

a∫
−a

xmax (x, 0) dx =

=
1
2a

a∫
0

x2 dx =
1
2a
· x3

3

∣∣∣∣a
0

=
a2

6
.

Ïîýòîìó

k =
cov (X, Y )

DX
=

5a2/48
a2/3

=
5
16

è â äàííîì ñëó÷àå

max (X, 0) ≈ a

4
+

5
16

X.



Ëåêöèÿ 9

Òèïè÷íûå äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Íåêîòîðûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷àùå, ÷åì äðó-
ãèå, èñïîëüçóþòñÿ êàê â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, òàê è â ñàìîé
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èëè òàêîé ðîäñòâåííîé åé íàóêå, êàê ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Ïîýòîìó îíè çàñëóæèâàþò ñïåöèàëüíîãî èçó÷å-
íèÿ.

9.1 Ñõåìà Áåðíóëëè
è áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ñõåìîé Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü n íåçàâèñèìûõ îïû-
òîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ p âîçìîæíî
îñóùåñòâëåíèå ñ.ñ. A. Â ýòó ñõåìó óêëàäûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áðîñàíèé ìîíåòû (A = ¾Âûïàäåíèå ãåðáà¿, p = 1/2), êîñòè (A =
= ¾Âûïàäåíèå øåñòåðêè¿, p = 1/6), èñïûòàíèå íåñêîëüêèõ èäåí-
òè÷íûõ ýëåêòðîìîòîðîâ (A = ¾Ýëåêòðîìîòîð ïðîðàáîòàë çàäàííîå
êîëè÷åñòâî ÷àñîâ¿, p îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íàäåæíîñòè ýëåêòðîìî-
òîðà) è ò.ä.

Ââåäåì ñ.â. X � êîëè÷åñòâî îïûòîâ, â êîòîðûõ ïðîèçîéäåò ñ.ñ. A.
Ýòó ñ.â. åùå íàçûâàþò ÷èñëîì óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè. Íàéäåì
âåðîÿòíîñòü P (X = k) òîãî, ÷òî ÷èñëî óñïåõîâ áóäåò ðàâíî çàäàí-
íîìó ÷èñëó k (0 ≤ k ≤ n). Äëÿ ýòîãî ðåøèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòóþ
çàäà÷ó: îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðâûõ k îïûòàõ îñó-
ùåñòâèòñÿ ñ.ñ. A, à â îñòàëüíûõ n − k îïûòàõ îíî íå ðåàëèçóåòñÿ.
Î÷åâèäíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ äëÿ íåçàâè-

98
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ñèìûõ ñ.ñ. ðàâíà pkqn−k, ãäå q = 1− p. Òî÷íî òàêîé æå áóäåò âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî â k îïûòàõ ñ çàäàííûìè íîìåðàìè ñ.ñ. A ïðîèçîéäåò,
à â äðóãèõ îïûòàõ íå ïðîèçîéäåò. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ÷èñ-
ëà óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñóììû âñåõ òàêèõ
(íåñîâìåñòíûõ) ñ.ñ., ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ýòèõ ñîáûòèé ðàâíî ÷èñëó
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûáîðà k ôèêñèðîâàííûõ íîìåðîâ îïûòîâ èç
n íîìåðîâ, òî åñòü ðàâíà Ck

npkqn−k. Òàêèì îáðàçîì,

pk = P (X = k) = Ck
npkqn−k, k = 0, . . . , n,

ïðè÷åì,
∑n

k=0 pk =
∑n

k=0 Ck
npkqn−k = (p+q)n = 1. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ.â. X èìååò âèä

xk 0 1 . . . k . . . n

pk qn npqn−1 . . . Ck
npkqn−k . . . pn

Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì , à ñ.â. X � áèíî-

ìèàëüíîé ñ.â.
Íàéäåì åå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì áåðíóë-

ëèåâñêèå ñ.â. Xi, êîòîðûå ïðèíèìàþò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ: 1, åñëè â
i-ì îïûòå ñ.ñ. A ïðîèçîøëî; è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðÿä ðàñïðåäå-
ëåíèÿ äëÿ òàêîé ñ.â. âûãëÿäèò î÷åíü ïðîñòî:

xi 0 1
pi q p

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû ðàñ÷åòà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ äèñêðåò-
íûõ ñ.â., ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

MXi = 0 · q + 1 · p = p, MX2
i = 02 · q + 12 · p = p,

DXi = MX2
i − (MXi)2 = p− p2 = p(1− p) = pq.

Òàê êàê ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
âñåõ áåðíóëëèåâñêèõ ñ.â., òî åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-
ñèÿ (ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè Xi) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

MX =
n∑

i=1

MXi = np, DX =
n∑

i=1

DXi = npq.
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Ïðèìåð 9.1. Ïÿòü ñòðåëêîâ ñòðåëÿþò â ìèøåíü. Âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ äëÿ êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 0,8. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
òðè èç íèõ ïîïàäóò â ìèøåíü? Êàêîå ñëåäóåò îæèäàòü ñðåäíåå
÷èñëî ïîïàäàíèé?

Ðåøåíèå. Èìååì ñõåìó Áåðíóëëè ñ ÷èñëîì îïûòîâ n = 5 è ñ.ñ. A =
=¾Ñòðåëîê ïîïàäåò â ìèøåíü¿, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè â êàæäîì
îïûòå ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ P (A) = 0,8.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áèíîìèàëüíîé ñ.â. X � êîëè÷åñòâà ïîïàäà-
íèé â ìèøåíü ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü òðåõ ïîïàäàíèé ðàâíà

P (X = 3) = C3
50,830,22 = 10 · 0,512 · 0,04 = 0,2048.

Ñðåäíåå ÷èñëî ïîïàäàíèé âûðàæàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì:

MX = np = 5 · 0,8 = 4.

Ïðèìåð 9.2. Äëÿ óñëîâèé ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî íå ìåíåå òðåõ ñòðåëêîâ ïîïàäóò â ìèøåíü.

Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðè, ÷åòûðå èëè ïÿòü ñòðåëêîâ ïî-
ïàäóò â ìèøåíü, ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ïåðå÷èñëåííûõ ñ.ñ., ðàâíà

P (X = 3) + P (X = 4) + P (X = 5) =

= 0,2048 + C4
50,840,2 + C5

50,850,20

= 0,2048 + 0,4096 + 0,32768 = 0,94208.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî k0 óñïåõîâ â
ñõåìå Áåðíóëëè. ×òîáû åãî íàéòè, âû÷èñëèì îòíîøåíèå

P (X = k + 1)
P (X = k)

=
Ck+1

n pk+1qn−k−1

Ck
npkqn−k

=

=
n!k!(n− k!)

(k + 1)!(n− k − 1)!n!
· p

q
=

(n− k)p
(k + 1)q

.

(9.1)
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Èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî P (X = k+1) = P (X = k)
ðàâíîñèëüíî (n − k)p = (k + 1)q, èëè np − q = k, ò.å. ðàâåíñòâî
âåðîÿòíîñòåé äëÿ ¾ñîñåäíèõ¿ çíà÷åíèé ñ.â. ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
âåëè÷èíà np− q ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, ðàâíûì k.

Íàèâåðîÿòíåéøåìó ÷èñëó k0 ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
âåðîÿòíîñòè ÷èñëà óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè, ò.å. äîëæíà âûïîëíÿòü-
ñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:

P (X = k0) ≥ P (X = k0 − 1), P (X = k0) ≥ P (X = k0 + 1),

êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

P (X = k0 − 1)
P (X = k0)

≤ 1,
P (X = k0 + 1)

P (X = k0)
≤ 1.

Ê îáîèì íåðàâåíñòâàì ïðèìåíèì ôîðìóëó (9.1), ïðè÷åì, êî âòîðîìó
íåïîñðåäñòâåííî, à ê ïåðâîìó � óìåíüøèâ k íà åäèíèöó è ¾ïåðåâåð-
íóâ¿ îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé; ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:{ k0

n−k0+1 ·
q
p ≤ 1,

n−k0
k0+1 ·

p
q ≤ 1;

{
k0q ≤ np− pk0 + p,
np− k0p ≤ k0q + q;

{
k0 ≤ np + p,
k0 ≥ np− q.

Ïîñëåäíþþ ñèñòåìó ìîæíî çàìåíèòü äâîéíûì íåðàâåíñòâîì:

np− q ≤ k0 ≤ np + p.

Ðàçíîñòü ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòüþ ñîñòàâëÿåò 1. Ïîýòîìó, åñëè
np−q � äðîáíîå ÷èñëî, òî k0 = bnp+pc, ãäå bac åñòü íàèáîëüøåå öå-
ëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå a. Åñëè æå np− q � öåëîå, òî, êàê áûëî
ïîêàçàíî ðàíåå, âåðîÿòíîñòè äâóõ ñîñåäíèõ çíà÷åíèé îäèíàêîâû è,
çíà÷èò, ñóùåñòâóþò äâà íàèâåðîÿòíåéøèõ çíà÷åíèÿ ñ.â.: k′0 = np− q,
k′′0 = np + p. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî äðóã äðóãó òðåõ âåðî-
ÿòíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾ñîñåäíèì¿ çíà÷åíèÿì ñ.â., íåâîçìîæíî.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

P (X = k − 1) = P (X = k) = P (X = k + 1)
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è, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå íåðàâåíñòâ, ïîëó÷èì np− q = k =
= np + p. Íî òîãäà np + p − np + q = 0, p + q = 0. Ýòî âîçìîæíî
òîëüêî ïðè p = 0 èëè p = 1. Îòáðîñèâ ýòè òðèâèàëüíûå ñëó÷àè,
îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì òàê:

k0 = bnp+pc � åäèíñòâåííîå íàèâåðîÿòíåéøåå çíà÷åíèå ñ.â., åñëè
np− q äðîáíîå,

k′0 = np − q, k′′0 = np + p � äâà íàèâåðîÿòíåéøèõ çíà÷åíèÿ ñ.â.,
åñëè np− q öåëîå.

Ïðèìåð 9.3. Èñïûòûâàåòñÿ 10 ïðèáîðîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïðèáîð âûäåðæèò èñïûòàíèå, ðàâíà 0,7. Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå
÷èñëî ïðèáîðîâ, êîòîðûå ïðîéäóò èñïûòàíèå.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå n = 10, p = 0,7 è np−q = 10·0,7−0,3 = 6,7
äðîáíîå. Ïîýòîìó,

k0 = b10 · 0,7 + 0,7c = b7,7c = 7.

Ïðèìåð 9.4. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, åñëè ÷èñ-
ëî ïðèáîðîâ óìåíüøèòü íà åäèíèöó?

Ðåøåíèå. Òåïåðü n = 9 è np − q = 9 · 0,7 − 0,3 = 6 öåëîå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååòñÿ äâà íàèâåðîÿòíåéøèõ çíà÷åíèÿ

k1 = np− q = 6 è k2 = np + p = 7.

9.2 Ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïóñòü â ñõåìå Áåðíóëèè â îäíîì è òîì æå îïûòå ìîãóò ïðîèçîé-
òè íåñîâìåñòíûå ñ.ñ. A1, . . . , Am ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pm, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðè÷åì, pi > 0,

∑m
i=1 pi = 1. Îáîçíà÷èì Xi ÷èñëî îïûòîâ,

â êîòîðûõ ïðîèçîéäåò ñ.ñ. Ai (¾÷èñëî óñïåõîâ¿ äëÿ ñ.ñ. Ai). Ââåäåì
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âåêòîð X = (X1, . . . , Xm) è íàéäåì âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ âåê-
òîðà ¾÷èñëà óñïåõîâ¿ K = (k1, . . . , km) â äàííîé ñåðèè îïûòîâ:

P (X = K) = P (X = k1, . . . , Xm = km), (9.2)

k1 + · · · + km = n. Òàê êàê îñóùåñòâëåíèå ñ.ñ. Xi = ki âëèÿåò íà âå-
ðîÿòíîñòè îñóùåñòâëåíèÿ äðóãèõ ñ.ñ. X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xm (íà-
ïðèìåð, ïðè ðåàëèçàöèè ñ.ñ. Xi = n äðóãèå ñ.ñ. Aj , j 6= i, âîîáùå
ïðîèçîéòè íå ìîãóò), òî ñ.â. X1, . . . , Xm íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü â ôîðìóëå (9.2) âû÷èñëèì ïî òåîðåìå óìíîæå-
íèÿ äëÿ çàâèñèìûõ ñ.ñ.:

P (X = K) = P (X1 = k1) · P (X2 = k2/X1 = k1) · . . . ·
· P (Xm−1 = km−1/X1 = k1, . . . , Xm−2 = km−2)·
· P (Xm = km/X1 = k1, . . . , Xm−1 = km−1),

(9.3)

ïðè÷åì, ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü, î÷åâèäíî, ðàâåí 1 â ñèëó óñëîâèÿ
k1 + · · ·+ km = n.

Âåðîÿòíîñòü P (X1 = k1) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî â k1 ôèêñèðîâàííûõ îïûòàõ ïðîèçîéäåò ñ.ñ. A1, íà ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ñïîñîáîâ âûáðàòü k1 îïûòîâ èç n:

P (X1 = k1) = Ck1
n pk1

1 .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ è îñòàëüíûå âåðîÿòíîñòè:

P (X2 = k2/X1 = k1) = Ck2
n−k1

pk2
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P (Xm−1 = km−1/X1 = k1, . . . , Xm−2 = km−2) = C
km−1

n−k1−···−km−2
p

km−1

m−1 ,

P (Xm = km/X1 = k1, . . . , Xm−1 = km−1) = Ckm
n−k1−···−km−1

pkm
m .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâî (9.3) è èñïîëüçóÿ ñâîé-
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ñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èì

P (X = K) = Ck1
n pk1

1 · Ck2
n−k1

pk2
2 · . . . · Ckm−1

n−k1−···−km−2
p

km−1

m−1 ·

· Ckm
n−k1−···−km−1

pkm
m =

n!
k1!(n− k1)!

· (n− k1)!
k2!(n− k1 − k2)!

· · ·

· (n− k1 − · · · − km−2)!
km−1!(n− k1 − · · · − km−1)!

· (n− k1 − · · · − km−1)!
km!(n− k1 − · · · − km)!

·

· pk1
1 pk2

2 · . . . · pkm
m .

Ñîêðàùàÿ îäèíàêîâûå ìíîæèòåëè â ÷èñëèòåëÿõ è çíàìåíàòåëÿõ äðî-
áåé, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

P (X = K) =
n!

k1!k2! . . . km!
pk1
1 pk2

2 · . . . · pkm
m , (9.4)

ïðè÷åì, èç ôîðìóëû (B.1) ñëåäóåò, ÷òî∑
k1+···+km=n

n!
k1! . . . km!

pk1
1 . . . pkm

m = (p1 + · · ·+ pm)n = 1.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (9.4) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíûì . Íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷èñëà

n!
k1!k2! . . . km!

pk1
1 pk2

2 · . . . · pkm
m

íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè , òàê êàê ÿâ-
ëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà (ïîëèíîìà), ïîëó÷àåìîãî èç
âûðàæåíèÿ (p1 + · · ·+ pm)n ðàñêðûòèåì ñêîáîê (ñì. ïðèëîæåíèå B).

Òàê êàê X1, . . . , Xm � áèíîìèàëüíûå ñ.â., òî èõ ÷èñëîâûå õàðàê-
òåðèñòèêè ðàâíû MXi = npi, DXi = npiqi, ãäå qi = 1 − pi. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî
âåêòîðà X îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

MX = (np1, . . . , npm). (9.5)
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Íàéäåì êîâàðèàöèþ ñ.â. Xi è Xj ïðè i 6= j. Êàê áûëî ïîêàçàíî
ïðè ðàññìîòðåíèè ñõåìû Áåðíóëëè, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Xi =
n∑

s=1

Xis,

ãäå Xis � áåðíóëëèåâñêàÿ ñ.â., êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ pi, åñëè â s-ì îïûòå ïðîèçîøëî ñ.ñ. Ai, è çíà÷åíèå 0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

cov (Xi, Xj) = MXiXj −MXi ·MXj , (9.6)

äëÿ ÷åãî âû÷èñëèì

MXiXj = M
n∑

s=1

Xis

n∑
t=1

Xjt =
n∑

s=1

n∑
t=1

MXisXjt.

Åñëè s = t, òî ñ.â. XisXjt ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òàê êàê â îäíîì è
òîì æå îïûòå ñ.ñ. Ai è Aj ïðîèçîéòè íå ìîãóò. Åñëè æå s 6= t, òî îíà
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ pipj â òîì ñëó÷àå, åñëè â s-ì
îïûòå ïðîèçîéäåò ñîáûòèå Ai, à â t-ì îïûòå ïðîèçîéäåò ñîáûòèå Aj ,
è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òàêèì îáðàçîì,

MXiXj =
{

0, s = t;
1 · pipj + 0, s 6= t.

Ñëåäîâàòåëüíî,

MXiXj =
n∑

s,t=1
s 6=t

pipj = n (n− 1) pipj

è òîãäà èç ðàâåíñòâà (9.6) ïîëó÷èì

cov(Xi, Xj) = n (n− 1) pipj − npinpj = n (n− 1− n) pipj = −npipj .
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Ñîãëàñíî (8.5), êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

cov(X) = n


p1q1 −p1p2 . . . −p1pm

−p2p1 p2q2 . . . −p2pm

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−pmp1 −pmp2 . . . pmqm

 . (9.7)

Ïðèìåð 9.5. Ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì îáëàñòíîãî öåíòðà èç
êàæäûõ 100 íîâûõ ñåìåé (îáà ñóïðóãà ïåðâûé ðàç âñòóïàþò â áðàê)
10% ðàçâîäÿòñÿ è îáà ñóïðóãà â íîâûé áðàê íå âñòóïàþò, 50% ðàçâî-
äÿòñÿ è, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí èç ñóïðóãîâ âñòóïàåò â íîâûé áðàê,
40% äîæèâàþò âìåñòå äî ñòàðîñòè. Â÷åðà â ãîðîäå îáðàçîâàëîñü 7
ñåìåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî òðè èç íèõ ðàçâåäóòñÿ è ñóïðóãè
íå âñòóïÿò â íîâûé áðàê, à äâå ñîõðàíÿò ñâîé áðàê äî ñòàðîñòè?
Êàêîâû ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè áóäóùåé íîâîé ñåìüè?

Ðåøåíèå. Ââåäåì ñ.ñ.: A1 = ¾Ñåìüÿ ðàçâåäåòñÿ è ñóïðóãè â íîâûé
áðàê íå âñòóïÿò¿; A2 = ¾Ñåìüÿ ðàçâåäåòñÿ è, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí
èç ñóïðóãîâ âñòóïèò â íîâûé áðàê¿; A3 = ¾Ñåìüÿ íå ðàçâåäåòñÿ¿.

Èìååì ñõåìó Áåðíóëëè ñ 7 îïûòàìè è òðåìÿ ñ.ñ. A1, A2, A3 è
ñîîòâåòñòâóþùèìè èì âåðîÿòíîñòÿìè p1 = 0,1; q1 = 0,9; p2 = q2 =
0,5; p3 = 0,4; q3 = 0,6. Ïóñòü Xi � ¾÷èñëî óñïåõîâ¿ â ýòîé ñõåìå
äëÿ ñ.ñ. Ai è ïóñòü âåêòîð X = (X1, X2, X3). Òîãäà ïî ôîðìóëå (9.4)
èìååì

P (X = (3, 3, 2)) =
7!

3!2!2!
0,130,520,42 = 0,0084.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé èñïîëüçóåì
ôîðìóëó (9.5):

MX = (np1, np2, np3) = (0,7; 3,5; 2,8).

Ýòîò âåêòîð ïîêàçûâàåò ñðåäíåå ÷èñëî ñåìåé, êîòîðûå ïîñëå çàêëþ-
÷åíèÿ áðàêà ðåàëèçóþò òî èëè èíîå ïðîäîëæåíèå æèçíåííîãî ïóòè.

Ìàòðèöó êîâàðèàöèé âû÷èñëèì íà îñíîâàíèè (9.7):

cov(X) = 7

 0,09 −0,05 −0,04
−0,05 0,25 −0,2
−0,04 −0,2 0,24

 =

 0,63 −0,35 −0,28
−0,35 1,75 −1,4
−0,28 −1,4 1,68

 .
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9.3 Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî îïûòîâ â ñõåìå Áåðíóëëè íåîãðàíè÷åííî
óâåëè÷èâàåòñÿ: n → ∞, à âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñ.ñ. A â îäíîì
îïûòå íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàåòñÿ: p → 0, ïðè÷åì, ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ âåëè÷èí ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé íåíóëåâîé êîíå÷íîé âåëè÷èíå
λ : np → λ, λ 6= 0, λ < ∞. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè ïåðåñòàåò áûòü
áèíîìèàëüíûì è òðàíñôîðìèðóåòñÿ â íîâûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì λn = np è ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè
÷èñëà óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè:

P (X = k) = Ck
npkqn−k =

n!
k!(n− k)!

pkqn−k =

=
(n− k + 1) · . . . · (n− 1)n

k!

(
λn

n

)k (
1− λn

n

)n−k

.

Ïîìåíÿåì ìåñòàìè ÷èñëèòåëè ïåðâûõ äâóõ äðîáåé, à ïîñëå ýòîãî
êàæäûé ñîìíîæèòåëü ÷èñëèòåëÿ ïåðâîé äðîáè ðàçäåëèì íà n; ïî-
ñëåäíèé ìíîæèòåëü âñåãî âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè:

P (X = k) =
λk

n

k!
·
(

1− k − 1
n

)
· . . . ·

(
1− 1

n

)
· 1 ·

(
1− λn

n

)n

·

·
(

1− λn

n

)−k

.

Ïðè n → ∞ âåëè÷èíà λk
n → λk, âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ, çà

èñêëþ÷åíèåì ïðåäïîñëåäíåãî, ñòðåìÿòñÿ ê 1, à ïðåäïîñëåäíèé ìíî-
æèòåëü â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì ñòðåìèò-
ñÿ ê e−λ. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ÷èñëà óñïåõîâ â äàííîì ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

pk = P (X = k) =
λk

k!
e−λ,
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ïðè÷åì,
∑∞

k=0
λk

k! e
−λ = e−λ

∑∞
k=0

λk

k! = e−λeλ = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñ.â. X èìååò ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

xk 0 1 . . . k . . .

pk e−λ λe−λ . . . λk

k! e
−λ . . .

Òàêîé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêèì , êàê è ñ.â.,
èìåþùàÿ ýòî ðàñïðåäåëåíèå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïóàññîíîâñêîé ñ.â. áûëî íàéäåíî â ïðè-
ìåðå 7.3, à äèñïåðñèÿ � â ïðèìåðå 8.3. Îáå âåëè÷èíû îêàçàëèñü ðàâ-
íûìè λ:

MX = DX = λ.

Ïðèìåð 9.6. Âåðîÿòíîñòü îïå÷àòîê íà îäíîé ñòðàíèöå ðàâíà 0,01.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êíèãå ñ 200 ñòðàíèöàìè èìååòñÿ 5
ñòðàíèö ñ îïå÷àòêàìè. Ñêîëüêî â ñðåäíåì èìååòñÿ â êíèãå ñòðàíèö
ñ îïå÷àòêàìè?

Ðåøåíèå. Èìååì ñõåìó Áåðíóëëè ñ n = 200, p = P (A) = 0,01, ãäå
A = ¾Íà ñòðàíèöå èìåþòñÿ îïå÷àòêè¿. Òàê êàê n âåëèêî, à p ìàëî,
òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ÷èñëà óñïåõîâ ìîæíî ïðèáëèæåííî
ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. X � êîëè÷åñòâà ñòðàíèö ñ îïå÷àòêàìè �
ïóàññîíîâñêèì ñ ïàðàìåòðîì λ ≈ 200 · 0,01 = 2.

Òîãäà

P (X = 5) ≈ 25

5!
e−2 =

32
120

· 0,13534 ≈ 0,036.

Ñðåäíåå ÷èñëî ñòðàíèö ñ îïå÷àòêàìè âûðàæàåòñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì ñ.â. X, êîòîðîå ðàâíî ïàðàìåòðó λ, ò.å. äâóì.

9.4 Ìíîãîìåðíîå ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Âîçüìåì â ñõåìå Áåðíóëëè, ðàññìîòðåííîé â ï. 9.2, íå m ñ.ñ. è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èì ñ.â., à íà îäíî áîëüøå: A1, . . . , Am+1. Ïóñòü ïðè ýòîì
÷èñëî îïûòîâ n →∞, à âåðîÿòíîñòè pi → 0, i = 1,m, ïðè÷åì, òàê, ÷òî
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npi → λi 6= 0, i = 1,m. Îáîçíà÷èì λi,n = npi è ðàññìîòðèì, êàê èçìå-
íèòñÿ ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå âåðîÿòíîñòü âåêòîðà ¾÷èñëà
óñïåõîâ¿. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ p1 + · · ·+ pm+1 = 1, k1 + · · ·+ km+1 = n
ïîëó÷èì

P (X = (k1, . . . , km+1)) =
(k1 + · · ·+ km+1)!

k1! . . . km+1!
pk1
1 . . . pkm

m p
km+1

m+1 =

=
n!

k1! . . . km+1!
pk1
1 . . . pkm

m (1− p1 − · · · − pm)km+1 =

=
n!

k1! . . . km+1!
·
λk1

1,n

nk1
· · · · ·

λkm
m,n

nkm

(
1− λ1,n

n
− · · · − λm,n

n

)km+1

=

=
λk1

1,n . . . λkm
m,n

k1! . . . km+1!
· n!
nk1 . . . nkm

·

·
(

1− λ1,n + · · ·+ λm,n

n

)n−k1−···−km

=

=
λk1

1,n . . . λkm
m,n

k1! . . . km!
· n!
km+1!nk1+···+km

·

·
(

1− λ1,n + · · ·+ λm,n

n

)n(
1− λ1,n + · · ·+ λm,n

n

)−k1−···−km

. (9.8)

Ïðåäñòàâèì âòîðóþ äðîáü â âèäå

n!
km+1!nk1+···+km

=
(n− km+1 + 1) (n− km+1 + 2) . . . n

nn−km+1
=

=
(

1− km+1 − 1
n

)(
1− km+1 − 2

n

)
. . . 1

è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n → ∞. Î÷åâèäíî, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
ñòðåìèòñÿ ê 1, à λi,n → λi, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (9.8) ïðåîáðà-
çóåòñÿ â ôîðìóëó

P (X = (k1, . . . , km)) =
λk1

1 . . . λkm
m

k1! . . . km!
e−(λ1+···+λm). (9.9)



Ëåêöèÿ 9. Òèïè÷íûå äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ 110

Ðàâåíñòâî X = (k1, . . . , km+1) çàìåíåíî íà X = (k1, . . . , km), òàê êàê
ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé ôîðìóëû íå çàâèñèò îò km+1.

Îìåòèì, ÷òî

∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

km=1

λk1
1 . . . λkm

m

k1! . . . km!
e−(λ1+···+λm) =

= e−(λ1+···+λm)
∞∑

k1=1

λk1
1

k1!
· · ·

∞∑
km=1

λkm
1

km!
= e−(λ1+···+λm)e−λ1 · · · e−λm = 1.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (9.9) íàçûâàåòñÿ ìíîãîìåð-
íûì ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî (9.9)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P (X = (k1, . . . , km)) =
λk1

1

k1!
e−λ1 . . .

λkm
m

km!
e−λm ,

òî ìíîãîìåðíîå ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
èçâåäåíèå îäíîìåðíûõ ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé íåçàâèñèìûõ

ñ.â. Y1, . . . , Ym, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà P (Yi = ki) = λ
ki
i

ki!
e−λi .

Ïîýòîìó âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è êîâàðèàöèîííàÿ ìàò-
ðèöà ìíîãîìåðíîãî ïóàññîíîâñêîãî âåêòîðà èìåþò âèä

MX = (λ1, . . . , λm) , cov(X) =

 λ1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . λm

 .

Ïðèìåð 9.7. Âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü â ëîòåðåþ ñîñòàâëÿåò 0,001,
ïîëó÷èòü ïðåìèþ � 0,01, ïîïàñòü â ìàãàçèíå ïîä àêöèþ ñíèæå-
íèÿ öåí � 0,02. Íåêòî êàæäûé äåíü íàäååòñÿ âûèãðàòü â ëîòåðåþ,
ïîëó÷èòü ïðåìèþ è ïîïàñòü ïîä àêöèþ ñíèæåíèÿ öåí. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åìó â òå÷åíèå ãîäà 5 ðàç óäàñòñÿ âûèãðàòü â
ëîòåðåþ, òðèæäû ïîëó÷èòü ïðåìèþ è 2 ðàçà ïîäïàñòü ïîä àêöèþ
ñíèæåíèÿ öåí?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ãîäó 365 äíåé. Èìååì ñõåìó Áåðíóëëè èç n = 365
îïûòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ìîãóò ïðîèçîéòè ñ.ñ.: A1 = ¾Íåêòî
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âûèãðàåò â ëîòåðåþ¿, A2 = ¾Íåêòî ïîëó÷èò ïðåìèþ¿, A3 = ¾Íåêòî
ïîäïàäåò ïîä àêöèþ ñíèæåíèÿ öåí¿ ñ óêàçàííûìè â óñëîâèè çàäà÷è
âåðîÿòíîñòÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, p1 = 0,001, p2 = 0,01, p3 = 0,02. Òàê
êàê ýòè âåðîÿòíîñòè ìàëû, òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èñ-
êîìîé âåðîÿòíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìíîãîìåðíîå ïóàññîíîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè λ1 ≈ np1 = 0,365, λ2 ≈ np2 = 3,65,
λ3 ≈ np3 = 7,3. Îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ïî ôîðìóëå (9.9):

P (X = (5, 3, 2)) ≈ 0,3655 · 3,653 · 7,32

5!3!2!
e−(0,365+3,65+7,3) =

=
16,7876
1440

· 0,000012 = 1,42 · 10−7.

Âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà â
äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä

MX ≈ (0,365; 3,65; 7,3) , cov(X) ≈

 0,365 0 0
0 3,65 0
0 0 7,3

 .

9.5 Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñ.â. X èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå , åñëè åå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

xk 1 2 3 . . . k . . .

pk p p(1− p) p(1− p)2 . . . p(1− p)k−1 . . .

Òàêàÿ ñ.â. áûëà ðàññìîòðåíà â ïðèìåðå 3.5. ×òîáû íàéòè ÷èñ-
ëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñ.â., èìåþùåé ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå,
ðàññìîòðèì åå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

G(u) =
∞∑
i=1

p(1− p)i−1ui =
pu

1− (1− p)u



Ëåêöèÿ 9. Òèïè÷íûå äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ 112

è ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè

G′(u) = p
1− (1− p)u + (1− p)u

[1− (1− p)u]2
=

p

[1− (1− p)u]2
,

G′′(u) =
2p[1− (1− p)u](1− p)

[1− (1− p)u]4
=

2p(1− p)
[1− (1− p)u]3

.

Òîãäà

MX = G′(1) =
p

p2
=

1
p
,

DX = G′′(1) + MX − (MX)2 =
2(1− p)

p2
+

1
p
− 1

p2
=

=
2− 2p + p− 1

p2
=

1− p

p2
.

9.6 Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå âîçíèêàåò â çàäà÷å âûáîðî÷íîãî êîíòðîëÿ (ïðè-
ìåð 1.6). Ñ.â. X èìååò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå , åñ-
ëè åå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ îáðàçóþò ïàðû

(xk, pk) =

(
k,

Ck
KC l−k

L−K

C l
L

)
, k = 0,min(l, K), l ≤ L, K ≤ L.

Ýòî � äåéñòâèòåëüíî ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê èñïîëüçóÿ ñëåä-
ñòâèå A.1 è äîãîâîðåííîñòü î òîì, ÷òî Cm

n = 0, åñëè m > n, ïîëó÷èì

K∑
k=0

Ck
KC l−k

L−K

C l
L

=
1

C l
L

K∑
k=0

Ck
KC l−k

L−K =
1

C l
L

C l
L = 1.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàêîé ñ.â. ïîëó÷èì, ïðèìåíèâ ôîðìóëó
(A.3) è ðàâåíñòâî lC l

L = LC l−1
L−1, êîòîðîå ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (A.2)

ïðè r = 1, n = L è k = l:

MX =

∑K
k=1 kCk

KC l−k
L−K

C l
L

=
KC l−1

L−1

C l
L

=
K

L
l.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà ñ.â. ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-
ìóëû (A.5) ðàâíî

MX2 =

∑K
k=0 k2Ck

KC l−k
L−K

C l
L

=
K
[
(K − 1)C l−2

L−2 + C l−1
L−1

]
C l

L

=

= K

[
(K − 1) (L−2)!

(l−2)!(L−l)! + (L−1)!
(l−1)!(L−l)!

]
l!(L− l)!

L!
=

= K

[
(K − 1)(L− 2)!l!

(l − 2)!L!
+

(L− 1)!l!
(l − 1)!L!

]
=

= K

[
(K − 1)(l − 1)l

(L− 1)L
+

l

L

]
=

Kl

L
· Kl − l −K + 1 + L− 1

L− 1
=

=
Kl

L
· Kl − l −K + L

L− 1
.

Íàéäåì äèñïåðñèþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ñ.â.:

DX = MX2 − (MX)2 =
Kl

L
· Kl − l −K + L

L− 1
− K2l2

L2
=

=
Kl

L

(
Kl − l −K + L

L− 1
− Kl

L

)
=

=
Kl

L
· KlL− lL−KL + L2 −KlL + Kl

L (L− 1)
=

=
Kl

L
· −lL−KL + L2 + Kl

L (L− 1)
=

Kl

L
· L (L−K)− l (L−K)

L (L− 1)
=

=
Kl

L
· (L−K) (L− l)

L (L− 1)
.

DX = K
l

L

(
1− K

L

)
L− l

L− 1
.
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10.1 Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ñ.â. X íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b],
åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä

f(x) =

 0, x /∈ [a, b];
1

b− a
, x ∈ [a, b].

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ýòîé ôóíêöèè î÷åâèäíà, à óñëîâèå íîðìèðîâêè
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ:

∞∫
−∞

f(x) dx =

b∫
a

1
b− a

dx =
1

b− a

b∫
a

dx =
1

b− a
x

∣∣∣∣b
a

=
1

b− a
(b−a) = 1.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé âàì ôîðìóëå:

F (x) =

x∫
−∞

f(x)dx

114
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è ðàâíà

F (x) =


0, x < a;

x∫
a

dx
b−a , x ∈ [a, b];

b∫
a

dx
b−a , x > b;

=


0, x < a;

x
b−a

∣∣x
a
, x ∈ [a, b];

x
b−a

∣∣b
a
, x > b;

=

=


0, x < a;

x−a
b−a , x ∈ [a, b];

1, x > b.

(10.1)

Ãðàôèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî-
ìåðíîé ñ.â. ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.1.

a b

x

y

1
b−a

y = f(x)

O a b

x

y

1

y = F (x)

O

Ðèñ. 10.1: Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñ.â.

Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñ.â. X:

MX =

∞∫
−∞

xf(x)dx =

b∫
a

x

b− a
dx =

1
b− a

· x2

2

∣∣∣∣b
a

=
a + b

2
,

MX2 =

∞∫
−∞

xf(x)dx =

b∫
a

x2

b− a
dx =

1
b− a

· x3

3

∣∣∣∣b
a

=
a2 + ab + b2

3
,

DX = MX2 − (MX)2 =
a2 + ab + b2

3
− a2 + 2ab + b2

4
=

=
a2 − 2ab + b2

12
=

(b− a)2

12
.



Ëåêöèÿ 10. Òèïè÷íûå íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ 116

Ïðèìåð 10.1. Âðåìÿ îæèäàíèÿ X(ìèí.) ïàññàæèðîì ýëåêòðè÷-
êè ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0; 40]. Íàéòè ñðåäíåå âðåìÿ
îæèäàíèÿ ïàññàæèðîì ýëåêòðè÷êè è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî
âðåìÿ áóäåò ìåíüøå 10 ìèí.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñ.â. X âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé (10.1), ïðè÷åì, â äàííîì ñëó÷àå a = 0, b = 40. Çíà÷èò,
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàññàæèð áóäåò îæèäàòü ýëåêòðè÷êó ìåíüøå
10 ìèí., ðàâíà

P (X < 10) = P (−∞ < X < 10) = F (10)− F (−∞) =
10− 0
40− 0

=
1
4
.

Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ ïàññàæèðîì ýëåêòðè÷êè ÿâëÿåòñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñ.â. X, ðàñïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî, è ïî-
òîìó

MX =
a + b

2
=

0 + 40
2

= 20 (ìèí.).

10.2 Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ãîâîðÿò, ÷òî ñ.â. X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, èëè èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå N(m,σ), åñëè îíà ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùåé ïëîò-
íîñòüþ âåðîÿòíîñòåé:

f(x) =
1√
2πσ

exp
[
−(x−m)2

2σ2

]
.

Ôóíêöèÿ ýòà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé, òàê
êàê îíà ïîëîæèòåëüíà è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè:

∞∫
−∞

f(x) dx =
1√
2πσ

∞∫
−∞

e−
(x−m)2

2σ2 dx =
〈

u =
x−m√

2σ
, du =

dx√
2σ

〉
=

=
1√
π

∞∫
−∞

e−u2
du =

2√
π

∞∫
0

e−u2
du =

2√
π
·
√

π

2
= 1,
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òàê êàê èíòåãðàë Ïóàññîíà ðàâåí (ñì. ïðèëîæåíèå C)

∞∫
0

e−x2
dx =

√
π

2
.

Ïî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîïûòàåìñÿ íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ýòîé ñ.â.:

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt =

=
1√
2πσ

x∫
−∞

exp
[
−(t−m)2

2σ2

]
dt =

〈
u =

t−m

σ
, du =

dt

σ

〉
=

=
1√
2π

(x−m)/σ∫
−∞

e−u2/2du.

Êàê èçâåñòíî, èíòåãðàë
∫

exp(−u2)du íå âûðàæàåòñÿ â ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèÿõ è ïîýòîìó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé
ñ.â. òîæå íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîíå÷íîé êîìáèíà-
öèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Òåì íå ìåíåå, ïðèìåíÿÿ òåîðèþ ðÿäîâ
èëè ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê è
òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñ.â., ðàñïðåäåëåííîé
N(0; 1), à ïî ýòèì äàííûì íàéòè è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñ.â., èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå N(m, σ).

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé è ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. ñ ðàñïðåäåëåíèåì N(0; 1) ñîîòâåòñòâåííî

ϕ(x) =
1√
2π

exp
(
−x2

2

)
, Φ∗(x) =

1√
2π

x∫
−∞

exp
(
−u2

2

)
du.

Òîãäà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëü-
íîé íîðìàëüíîé ñ.â. ñ ðàñïðåäåëåíèåì N(m,σ) âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ýòè
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ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =
1
σ

ϕ

(
x−m

σ

)
, F (x) = Φ∗

(
x−m

σ

)
.

Òàáëèöû ôóíêöèé ϕ(x) è Φ∗(x), íàçûâàåìîé òàêæå èíòåãðàëîì
âåðîÿòíîñòåé , ïðåäñòàâëåíû â ïðèëîæåíèÿõ G.1 è G.2, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ñ.â. òèïè÷åí äëÿ
ãðàôèêîâ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ñ.â., à ãðàôèê ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîêàçàí íà ðèñ. 10.2. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà åãî
ñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = m è òåì
áîëüøåå ¾ðàñïëàñòûâàíèå¿ âäîëü îñè Ox, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð σ
(ìû óâèäèì, ÷òî îí ðàâåí ñ.ê.î íîðìàëüíîé ñ.â.).

σ1 > σ2

m

σ2

σ1

O

x

y

Ðèñ. 10.2: Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íîðìàëüíûõ ñ.â.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íîðìàëüíîé ñ.â. áûëî íàéäåíî â ïðè-
ìåðå 7.1 è îêàçàëîñü ðàâíûì ïàðàìåòðó m. ×òîáû âû÷èñëèòü äèñ-
ïåðñèþ, ñíîâà èñïîëüçóåì èíòåãðàë Ïóàññîíà.

DX =

∞∫
−∞

(x−MX)2f(x)dx =
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=
1√
2πσ

∞∫
−∞

(x−m)2 exp
[
−(x−m)2

2σ2

]
dx =

=
〈

u =
x−m√

2σ
, du =

dx√
2σ

〉
=

2σ2

√
π

∞∫
−∞

u2e−u2
du =

=
〈

α = u, dβ = ue−u2
, dα = du, β = −1

2
e−u2

〉
=

=
2σ2

√
π

−1
2
ue−u2

∣∣∣∣∞
−∞

+
1
2

∞∫
−∞

e−u2
du

 =

=
2σ2

√
π
· 1
2
· 2 ·

√
π

2
= σ2.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû m è σ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. �
ýòî åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñ.ê.î.

Î÷åíü ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íîð-
ìàëüíîé ñ.â. â çàäàííûé îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè [a, b]. Ïðèìåíÿÿ èç-
âåñòíîå âàì ñâîéñòâî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. è ñâÿçü ìåæäó
ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â., ðàñïðåäåëåííûìè N(m,σ) è N(0; 1),
ïîëó÷àåì

P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a) = Φ∗
(

b−m

σ

)
− Φ∗

(
a−m

σ

)
=

= Φ
(

b−m

σ

)
− Φ

(
a−m

σ

)
,

(10.1)

ãäå Φ(x)� ÷àñòî èñïîëüçóåìûé âìåñòî èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòåé Φ∗(x)

èíòåãðàë Φ(x) = 1√
2π

x∫
0

exp
(
−u2

2

)
du. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (10.1), íåîá-

õîäèìî èìåòü â âèäó ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé Φ∗(x) è Φ(x):

Φ∗(−x) = 1− Φ∗(x), Φ(−x) = −Φ(x), Φ∗(x) =
1
2

+ Φ(x).
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Äåéñòâèòåëüíî,

Φ∗(−x) + Φ∗(x) =
1√
2π

−x∫
−∞

exp
(
−u2

2

)
du +

1√
2π

x∫
−∞

exp
(
−u2

2

)
du =

= 〈â ïåðâîì èíòåãðàëå: u = −t, du = −dt〉 =

=
1√
2π

− x∫
∞

+

x∫
−∞

 =
1√
2π

 ∞∫
x

+

x∫
−∞

 =

=
1√
2π

∞∫
−∞

exp
(
−u2

2

)
du = 1;

Φ(−x) =
1√
2π

−x∫
0

exp
(
−u2

2

)
du = 〈u = −t, du = −dt〉 =

= − 1√
2π

x∫
0

exp
(
− t2

2

)
dt = −Φ(x);

Φ∗(x) =
1√
2π

x∫
−∞

exp
(
−u2

2

)
du =

=
1√
2π

0∫
−∞

exp
(
−u2

2

)
du +

1√
2π

x∫
0

exp
(
−u2

2

)
du =

=
1
2

+ Φ(x);

òàê êàê 1√
2π

0∫
−∞

exp
(
−u2

2

)
du = 1

2 .

Åùå îäíà ïîëåçíàÿ ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíàÿ äîëÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà îòðåçêå [m− 3σ,m + 3σ]:

P (|X −MX| ≤ 3σ) ≈ 0, 9973. (10.2)
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Ïî-äðóãîìó: âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ íîðìàëüíîé ñ.â. îò ñâîåãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áîëüøå, ÷åì íà 3σ, ïðàêòè÷åñêè ðàâíà íóëþ.
Ôîðìóëà (10.2) íàçûâàåòñÿ òàêæå ¾ïðàâèëîì òðåõ ñèãì¿.

Ïðèìåð 10.2. Åñëè øàðèê äëÿ ïîäøèïíèêà íå ïðîõîäèò ÷åðåç îò-
âåðñòèå äèàìåòðîì d1, íî ïðîõîäèò ÷åðåç îòâåðñòèå äèàìåòðîì
d2 > d1, òî åãî ðàçìåð ñ÷èòàåòñÿ ïðèåìëåìûì. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå øàðèê áðàêóåòñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äèàìåòð øàðèêà d � ðàñïðå-
äåëåííàÿ N(m,σ) ñ.â., ïðè÷åì, m = (d1 + d2) /2, σ = (d2 − d1) /4.
Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàðèê áóäåò çàáðàêîâàí.

Ðåøåíèå. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü p ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñ.â. d
íå ïîïàäåò â èíòåðâàë (d1, d2). Ïîýòîìó

p = 1− P (d1 < d < d2) = 1−
[
Φ∗
(

d2 −m

σ

)
− Φ∗

(
d1 −m

σ

)]
=

= 1−
[
Φ∗
(

d2 − d1

2σ

)
− Φ∗

(
d1 − d2

2σ

)]
= 2− 2Φ∗

(
d2 − d1

2σ

)
=

= 2− 2Φ∗ (2) ≈ 0,0456.

10.3 Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíûé âåêòîð XT = (X1, . . . , Xn) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå , åñëè åãî ìíîãîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå

f (x1, . . . , xn) =

√
|Q|

(2π)n/2
e−

1
2
(x−m)T Q(x−m), (10.3)

ãäå xT = (x1, . . . , xn) � âåêòîð ïåðåìåííûõ, mT = (m1, . . . ,mn) �
÷èñëîâîé âåêòîð, Q = {σij}n

n � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ (ñì. ïðèëîæåíèå D) ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà, |Q| � åå îïðåäå-
ëèòåëü.
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Ïðåæäå ÷åì ìû óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ (10.3) äåéñòâèòåëü-
íî ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé è íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòå-
ðèñòèêè íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà, ïîëó÷èì íåêîòîðûå îá-
ùèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü
f (x1, . . . , xn) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà XT =
= (X1, . . . , Xn) è ïóñòü y = y (x1, . . . , xn) � îòîáðàæåíèå, ïåðåâî-
äÿùåå âåêòîð x â âåêòîð yT = (y1, . . . , yn). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò âñå ïðî-
ñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ (x1, . . . , xn) íà âñå ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ
(y1, . . . , yn) è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä

x = x (y1, . . . , yn) . (10.4)

Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð YT = (Y1, . . . , Yn) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà X: Y = y (X1, . . . , Xn). Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (X1, . . . , Xn) âî ìíîæåñòâî S:

P ((X1, . . . , Xn) ∈ S) =
∫
S

f (x1, . . . , xn) dxT .

Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòîì èíòåãðàëå ïî
ôîðìóëå (10.4) ñ ÿêîáèàíîì ïåðåõîäà J = |∂xi/∂yj |:

P ((X1, . . . , Xn) ∈ S) =
∫
S

f (x1, . . . , xn) dxT =

=
∫
S′

f [x1 (y1, . . . , yn) , . . . , xn (y1, . . . , yn)] |J | dyT =

=
∫
S′

g (y1, . . . , yn) dyT ,

ãäå S � îáðàç ìíîæåñòâà S′ ïðè îòîáðàæåíèè (10.4). Ôóíêöèÿ

g (y1, . . . , yn) = f [x1 (y1, . . . , yn) , . . . , xn (y1, . . . , yn)] |J | (10.5)
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íåîòðèöàòåëüíà, òàê êàê íåîòðèöàòåëüíà ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn). Åñ-
ëè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà S âçÿòü âñå ïðîñòðàíñòâî, òî âåðîÿòíîñòü
â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà áóäåò ðàâíà 1, à òîãäà è èíòå-
ãðàë ñïðàâà áóäåò ðàâåí 1. Íî â ñèëó òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå (10.4)
îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî íà ïðîñòðàíñòâî, ìíîæåñòâî S′ òîæå áóäåò
âñåì ïðîñòðàíñòâîì è ïîýòîìó ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ýòîì ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

g (y1, . . . , yn) dyT = 1

îêîí÷àòåëüíî õàðàêòåðèçóåò ôóíêöèþ g (y1, . . . , yn) êàê ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Y. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàïè-
ñàòü, ÷òî

P ((X1, . . . , Xn) ∈ S) =
∫
S

f (x1, . . . , xn) dxT =

=
∫
S′

g (y1, . . . , yn) dyT = P
(
(Y1, . . . , Yn) ∈ S′

)
.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ôóíêöèè (10.3) è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî îíà äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé. Íåîòðèöàòåëüíîñòü
ýòîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû
Q è ïîëîæèòåëüíîñòè åå îïðåäåëèòåëÿ (ñì. òåîðåìó D.1). Äîêàæåì,
÷òî∫ ∞

−∞
f (x1, . . . , xn) dx =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞︸ ︷︷ ︸
n

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = 1.

(10.6)
Ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X âèäà

X = KY + m, (10.7)

ãäå K � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿ ìàòðèöó Q ê åäèíè÷-
íîé ìàòðèöå E (òåîðåìà D.2). Òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò
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çàìåíà ïåðåìåííûõ x−m = Ky â èíòåãðàëå

∞∫
−∞

√
|Q|

(2π)n/2
e−

1
2
(x−m)T Q(x−m) dxT

ñ ÿêîáèàíîì ïåðåõîäà |J| = |K| = 1/
√

p1 · · · pn. Ïîñëå çàìåíû ïîëó-
÷èì

∞∫
−∞

√
|Q|

(2π)n/2
e−

1
2
(x−m)T Q(x−m) dxT =

=

√
|Q|

(2π)n/2

1
√

p1 · · · pn

∞∫
−∞

e−
1
2
yT KT QKydyT =

=

√
|Q|

(2π)n/2

1
√

p1 · · · pn

∞∫
−∞

e−
1
2
yT EydyT =

=

√
|Q|

(2π)n/2

1
√

p1 · · · pn

∞∫
−∞

e−
1
2(y2

1+···+y2
n) dyT =

=

√
|Q|

√
p1 · · · pn

· 1√
2π

∞∫
−∞

e−
1
2
y2
1 dy1 · . . . ·

1√
2π

∞∫
−∞

e−
1
2
y2

n dyn.

Òàê êàê
∫∞
−∞ e−x2

dx =
√

π, òî

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

1
2
y2

dy = 1. (10.8)

Äåéñòâèòåëüíî,

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

1
2
y2

dy =
〈
y =

√
2x, dy =

√
2 dx

〉
=

=
√

2√
2π

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π√
π

= 1.
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Êðîìå òîãî, |Q| = p1 · · · pn (òåîðåìà D.1). Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∫
−∞

√
|Q|

(2π)n/2
e−

1
2
(x−m)T Q(x−m) dxT = 1.

Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà. Î÷åâèäíî, ñ.â. Yi ðàñïðåäåëåíà N(0, 1), ïîòîìó ÷òî åå ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä 1√

2π

∫∞
−∞ e−

1
2
y2

i dyi (ñì. (10.8)). Òîãäà

M (Y) = 0 è, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ê ïðå-
îáðàçîâàíèþ (10.7), ïîëó÷èì

MX = M (KY) + m = KM (Y) + m = m.

Äàëåå íàéäåì êîâàðèàöèþ ñ.â. Yi è Yj . Åñëè i = j, òî MYiYj =
= DYi = 1; åñëè æå i 6= j, òî

MYiYj =
1(√
2π
)2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

yiyje
− 1

2(y2
i +y2

j ) dyi dyj =

=
1√
2π

∞∫
−∞

yie
− 1

2
y2

i dyi ·
1√
2π

∞∫
−∞

yje
− 1

2
y2

j dyj = MYiMYj = 0,

è, çíà÷èò, MYYT = E. Íî òîãäà

cov (X) = M (X−m) (X−m)T = M
(
KYYTKT

)
=

= KM
(
YYT

)
KT = KEKT = KKT .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû K èìååì KTQK = E.
Ñëåäîâàòåëüíî, Q =

(
KT
)−1 K−1, èëè Q−1 = KKT . Çíà÷èò,

cov (X) = Q−1.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð èìååò
÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

MX = m,

cov (X) = Q−1.
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Äëÿ òàêîãî âåêòîðà áóäåì îáîçíà÷àòü Σ = cov (X) è ãîâîðèòü, ÷òî
âåêòîð X èìååò ðàñïðåäåëåíèå N (m,Σ). Åñëè íîðìàëüíûé ñëó÷àé-
íûé âåêòîð X çàäàåòñÿ âåêòîðîì m, ñâîèìè ñ.ê.î. σi =

√
DXi è êî-

ýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè rij ñ.â. Xi è Xj , i 6= j, òî Σ = {σiσjrij}n
n,

ïðè÷åì, rii = 1, è ìàòðèöó Q òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëå

Q = Σ−1 =
[
{σiσjrij}n

n

]−1
.

Åñëè ñ.â. X1, . . . , Xn íåêîððåëèðîâàíû, òî rij = 0 (i 6= j) è êîâà-
ðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé:

Σ =


σ2

1 . . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . σ2
n

 .

Ìàòðèöà Q ïðèíèìàåò âèä

Q = Σ−1 =


1
σ2
1

. . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . 1
σ2

n

 ,

ñ îïðåäåëèòåëåì |Q| = (σ1 . . . σn)−2, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñòàíî-
âèòñÿ òàêîé:

(x−m)T Q (x−m) =
n∑

i=1

(xi −mi)
2

σ2
i

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (10.3) íîðìàëüíîãî ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

f (x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2 σ1 . . . σn

exp

(
−1

2

n∑
i=1

(xi −mi)
2

σ2
i

)
=

=
1√

2πσ1

e
− (x1−m1)2

2σ2
1 · . . . · 1√

2πσn

e
− (xn−mn)2

2σ2
n =

= fX1 (x1) · . . . · fXn (xn) .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 10.1. Åñëè ñ.â. X1, . . . , Xn èìåþò ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå è íåêîððåëèðîâàííû, òî îíè íåçàâèñèìû.

Ðàññìîòðèì êàê âëèÿåò íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
íà íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð.

Òåîðåìà 10.2. Åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð XT = (X1, . . . , Xn) èìååò
ðàñïðåäåëåíèå N (m,Σ), òî âåêòîð Y = RX, ãäå R � íåâûðîæäåí-
íàÿ ìàòðèöà, èìååò ðàñïðåäåëåíèå N

(
Rm,RΣRT

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññìîòðåííûìè âûøå ýëåìåíòà-
ìè òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, ñ ôîð-
ìóëîé (10.5), ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Y áóäåò
ôóíêöèÿ

g (y1, . . . , yn) =

√
|Q|

(2π)n/2
e−

1
2
(x−m)T Q(x−m)

∣∣R−1
∣∣∣∣∣

x=R−1y
. (10.9)

Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì îïðåäåëèòåëü
∣∣R−1

∣∣:
∣∣R−1

∣∣ = 1
|R|

=

√
1
|R|2

=

√
|Σ|

|R| |Σ| |RT |
=

√
|Σ|√∣∣RΣRT

∣∣ .
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó:

(x−m)TQ (x−m) = (x−m)T Σ−1 (x−m) =

=
(
R−1y −m

)T Σ−1
(
R−1y −m

)
=

=
(
R−1y −R−1Rm

)T Σ−1
(
R−1y −R−1Rm

)
=

=
[
R−1 (y −Rm)

]T Σ−1
[
R−1 (y −Rm)

]
=

= (y −Rm)T (R−1
)T Σ−1R−1 (y −Rm) =

= (y −Rm)T (RΣRT
)−1

(y −Rm) .
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Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, èç ðàâåíñòâà (10.9) ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Y:

g (y1, . . . , yn) =

√
|Σ−1|

(2π)n/2
·

√
|Σ|√∣∣RΣRT

∣∣ e− 1
2
(y−Rm)T (RT ΣR)−1

(y−Rm) =

=

√∣∣RΣRT
∣∣−1

(2π)n/2
e−

1
2
(y−Rm)T (RT ΣR)−1

(y−Rm).

Ýòî âûðàæåíèå è ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð Y = RX èìååò
ðàñïðåäåëåíèå N

(
Rm,RΣRT

)
.

Òàêèì îáðàçîì íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå íà-
ðóøàåò íîðìàëüíîñòè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

10.4 Äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

×àñòíûì ñëó÷àåì ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÑÂÍÒ X = (X, Y ).
×òîáû åãî ïîëó÷èòü, ïðèìåì, ÷òî ÷èñëî n ñ.â., îáðàçóþùèõ âåêòîð
X, ðàâíî 2, è çàïèøåì ìàòðèöó Σ = {σiσjrij}n

n, ïîëó÷åííóþ â ïðåäû-
äóùåì ï.:

Σ =

(
σ2

X rσXσY

rσXσY σ2
Y

)
,

ãäå σX = σ1, σY = σ2, r = r12. Äàëåå íàéäåì ìàòðèöó

Q = Σ−1 =
1

1− r2

 1
σ2

X
− r

σXσY

− r
σXσY

1
σ2

Y


è ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

(x−m)TQ(x−m) =
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= (x−mX , y −mY )T 1
1− r2

 1
σ2

X
− r

σXσY

− r
σXσY

1
σ2

Y

( x−mX

y −mY

)
=

=
1

1− r2
·

·
(

x−mX

σ2
X

− r(y −mY )
σXσY

,−r(x−mX)
σXσY

+
y −mY

σ2
Y

)T
(

x−mX

y −mY

)
=

=
1

1− r2

[
(x−mX)2

σ2
X

− 2r
(x−mX)(y −mY )

σXσY
+

(y −mY )2

σ2
Y

]
.

Êðîìå òîãî, òàê êàê äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n è ÷èñëà α
âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî |αQ| = αn|Q|, òî

|Q| = 1
(1− r2)2

∣∣∣∣∣∣
1

σ2
X

− r
σXσY

− r
σXσY

1
σ2

Y

∣∣∣∣∣∣ = 1
(1− r2)2

(
1

σ2
Xσ2

Y

− r2

σ2
Xσ2

Y

)
=

=
1− r2

σ2
Xσ2

Y (1− r2)2
=

1
σ2

Xσ2
Y (1− r2)

,√
|Q| = 1

σXσY

√
1− r2

.

Ïîýòîìó â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (10.3) ïðè-
íèìàåò âèä

f(x, y) =
1

2πσXσY

√
1− r2

exp
{
− 1

2(1− r2)

[
(x−mX)2

σ2
X

−

−2r
(x−mX)(y −mY )

σXσY
+

(y −mY )2

σ2
Y

]}
;

σX , σY > 0; |r| < 1.

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàí ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ñ ìàêñè-
ìóìîì â òî÷êå (mX ,mY ), èìåþùèé âèä ïîâåðõíîñòè, ðàñïðîñòåðòîé
íàä ïëîñêîñòüþ xOy.
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Êàê áûëî ïîêàçàíî, ÷àñòíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé êîìïîíåíò
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà èìåþò âèä

fX(x) =
1√

2πσX

exp
[
−(x−mX)2

2σ2
X

]
,

fY (y) =
1√

2πσY

exp
[
−(y −mY )2

2σ2
Y

]
,

òî åñòü X è Y èìåþò íîðìàëüíîå îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

10.5 Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. X íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíûì , åñëè ïëîòíîñòü
åå âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

f(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0;

0, x < 0,

λ > 0.
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Ýòà ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé,
òàê êàê

∞∫
−∞

f(x) dx =

∞∫
0

λe−λx dx = −e−λx
∣∣∣∞
0

= e0 = 1.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F (x) =

x∫
−∞

f(x)dx =


x∫
0

λe−λxdx, x ≥ 0
∞∫

−∞
0 dx, x < 0;

=

=

{
1− e−λx, x ≥ 0;

0, x < 0.

Ãðàôèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñ.â., èìå-
þùåé ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10.3.

λ

1

y = f(x)

y = F (x)

O

x

y

Ðèñ. 10.3: Ïîêàçàòåëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñ.â. X. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå:

MX =

∞∫
−∞

xf(x)dx =

∞∫
0

xλe−λxdx =
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= 〈u = x, dv = λe−λxdx, du = dx, v = −e−λx〉 =

= −xe−λx
∣∣∞
0

+

∞∫
0

e−λxdx = − 1
λ

e−λx
∣∣∞
0

=
1
λ

;

äèñïåðñèÿ:

MX2 =

∞∫
−∞

x2f(x)dx =

∞∫
0

x2λe−λxdx =

= 〈u = x2, dv = λe−λxdx, du = 2xdx, v = −e−λx〉 =

= −x2e−λx
∣∣∞
0

+ 2

∞∫
0

xe−λxdx =
2MX

λ
=

2
λ2

;

DX = MX2 − (MX)2 =
2
λ2
− 1

λ2
=

1
λ2

.

Ïðèìåð 10.3. Âðåìÿ X áåçîòêàçíîé ðàáîòû ðàäèîàïïàðàòóðû ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ.â., èìåþùåé ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ = 1/2. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ äàííîé
ñ.â. è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàäèîàïïàðàòóðà íå âûéäåò èç ñòðîÿ
â òå÷åíèå âðåìåíè t = MX.

Ðåøåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ ÷èñëîâûõ
õàðàêòåðèñòèê ïîêàçàòåëüíîé ñ.â., íàéäåì, ÷òî

MX = 1/λ = 2, DX = 1/λ2 = 4.

Çàòåì âû÷èñëèì òðåáóåìóþ âåðîÿòíîñòü:

P (X ≥ MX) = 1− P (X < MX) = 1− F (MX) =

= 1−
(
1− e−λ·MX

)
= e−λ/λ = e−1 ≈ 0,368.
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10.6 Ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñâ.â. X, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíóÝðëàíãà
k-ãî ïîðÿäêà , èìååò âèä

fk(x) =

{
λ(λx)k−1

(k−1)! e−λx, x > 0;

0, x ≤ 0;

k = 1, 2, . . .. Ïðè k = 1 èìååì ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëîò-

íîñòüþ âåðîÿòíîñòåé, ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Lk =

∞∫
0

λ (λx)k−1

(k − 1)!
e−λx dx =

λk

(k − 1)!

∞∫
0

xk−1 e−λx dx =

=
〈

u = xk−1, dv = e−λx dx, du = (k − 1) xk−2 dx, v = − 1
λ

e−λx

〉
=

=
λk

(k − 1)!

− 1
λ

xk−1e−λx

∣∣∣∣∞
0

+
k − 1

λ

∞∫
0

xk−2 e−λx dx

 =

=

∞∫
0

λ (λx)k−2

(k − 2)!
e−λx dx = Lk−1.

Èçó÷åíèå ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûÿâèëî, ÷òî L1 = 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, Lk = 1 äëÿ ëþáîãî k. Òîãäà

∞∫
−∞

fk (x) dx =

∞∫
0

λ (λx)k−1

(k − 1)!
e−λx dx = 1.

Ãðàôèêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà ïðè
ðàçëè÷íûõ k ïîêàçàíû íà ðèñ 10.4.
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O
x

y

k = 1

k = 2
k = 3

k = 4

Ðèñ. 10.4: Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà

Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü x ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
k > 1 (ñì. ïðåäûäóùèå âûêëàäêè)

Fk (x) =

x∫
−∞

fk (x) dx =

x∫
0

λ (λx)k−1

(k − 1)!
e−λx dx =

=
λk

(k − 1)!

− 1
λ

xk−1e−λx

∣∣∣∣x
0

+
k − 1

λ

x∫
0

xk−2 e−λx dx

 =

= −(λx)k−1

(k − 1)!
e−λx + Fk−1 (x) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæàÿ è ò.ä., ïîëó÷èì

Fk (x) = −(λx)k−1

(k − 1)!
e−λx − (λx)k−2

(k − 2)!
e−λx − · · · − λxe−λx + F1 (x) .

Íî F1 (x) = 1− e−λx è ïîýòîìó

Fk (x) = −(λx)k−1

(k − 1)!
e−λx − (λx)k−2

(k − 2)!
e−λx − · · · − λxe−λx + 1− e−λx,
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èëè

Fk (x) =

 1−
k−1∑
m=0

(λx)m

m! e−λx, x ≥ 0;

0, x < 0.

.

Îïðåäåëèì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå:

MX =

∞∫
−∞

xfk (x) dx =

∞∫
0

x
λ (λx)k−1

(k − 1)!
e−λx dx =

=
k

λ

∞∫
0

λ (λx)k

k!
e−λx dx =

k

λ

∞∫
−∞

fk+1 (x) dx =
k

λ
.

Äèñïåðñèÿ:

MX2 =

∞∫
−∞

x2fk (x) dx =

∞∫
0

x2 λ (λx)k−1

(k − 1)!
e−λx dx =

=
k (k + 1)

λ2

∞∫
0

λ (λx)k+1

(k + 1)!
e−λx dx =

=
k (k + 1)

λ2

∞∫
−∞

fk+2 (x) dx =
k (k + 1)

λ2
,

DX = MX2 − (MX)2 =
k (k + 1)

λ2
− k2

λ2
=

k

λ2
.

Ïðèìåð 10.4. Ïîêàçàòü, ÷òî çàêîí Ýðëàíãà âîçíèêàåò ïðè ñëîæå-
íèè íåçàâèñèìûõ ñ.â., ïîä÷èíåííûõ ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ îäíèì
è òåì æå ïàðàìåòðîì λ.

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ñ.â.
Z ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ íåçàâèñèìûõ ñ.â.: Z = X + Y , ïðè÷åì, ñ.â.
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X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà, à ñ.â. Y � ïî ïî-
êàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ òåì æå ïàðàìåòðîì λ. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè
ñ ôîðìóëîé (6.4) ñóììà áóäåò èìåòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

fZ (z) =

∞∫
−∞

fX (x) fY (z − x) dx =

z∫
0

λ (λx)k−1

(k − 1)!
e−λxλe−λ(z−x) dx =

=
λk+1

(k − 1)!
e−λz

z∫
0

xk−1 dx =
λk+1

(k − 1)!
· xk

k
e−λz

∣∣∣∣z
0

=
λ (λz)k

k!
e−λz,

z ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà (k + 1)-ãî ïî-
ðÿäêà. Ïóñòü ñ.â. X ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñóììîé: X = X1 + · · ·+Xn,
ïðè÷åì, âñå ñ.â. â ýòîé ñóììå íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî ïîêà-
çàòåëüíîìó çàêîíó ñ îäíèì è òåì æå ïàðàìåòðîì λ. Èç äîêàçàííîãî
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó
Ýðëàíãà 2-ãî ïîðÿäêà, ïåðâûõ òðåõ ñëàãàåìûõ � ïî çàêîíó Ýðëàí-
ãà 3-ãî ïîðÿäêà è ò.ä., íàêîíåö, ñóììà n ñëàãàåìûõ ðàñïðåäåëåíà ïî
çàêîíó Ýðëàíãà n-ãî ïîðÿäêà.

10.7 Íîðìèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà

Ïóñòü ñ.â. Z èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà. Íîðìèðî-
âàííûì ðàñïðåäåëåíèåì Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèå ñ.â. X = Z/k. Íàéäåì åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
áóäåò ðàâíà

FX,k (x) = P (X < x) = P (Z/k < x) = P (Z < kx) = FZ,k (kx) ,

ãäå FX,k � ôóíêöèÿ ðàñïðåäëåíèÿ ñ.â. X, à FZ,k (z) � ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ.â. Z, ïîëó÷åííàÿ â ïðåäûäóùåì ï. Èñïîëüçóÿ åå, íàõî-
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äèì, ÷òî

FX,k (x) =

 1−
k−1∑
m−0

(λkx)m

m! e−λkx, x > 0;

0, x ≤ 0.

=

=

 1−
k−1∑
m−0

(λx)m

m! e−λx, x > 0;

0, x ≤ 0;

ãäå λ = λk. Òàêèì îáðàçîì, íîðìèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà
k-ãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì Ýðëàíãà k-ãî ïî-
ðÿäêà, åñëè ïàðàìåòð λ çàìåíèòü ïàðàìåòðîì λ. Ïîýòîìó îñòàëüíûå
ðåçóëüòàòû ïðÿìî ñëåäóþò èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé ãëàâû. Òàê,
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé fX,k ñ.â. X îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

fX,k =


λ(λx)k−1

(k−1)! e−λx, x > 0;

0, x ≤ 0.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè:

MX =
k

λ
=

1
λ

,

DX =
k

λ
2 =

1
kλ2

.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå çàâèñèò îò k, ò.å. îíî
îñòàåòñÿ îäíèì è òåì æå äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà íîðìèðîâàííûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà. Ïðè k → ∞ äèñïåðñèÿ DX → 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ïðåäåëüíàÿ ñ.â. íà ñà-
ìîì äåëå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé óæå íå ÿâëÿåòñÿ è ôàêòè÷åñêè îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 1/λ.

Îáðàòíî, ïî ÷èñëîâûì õàðàêòåðèñòèêàì ìîæíî íàéòè ïàðàìåòðû
λ è k:

λ =
1

MX
, k =

(MX)2

DX
.
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10.8 t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Ãîâîðÿò, ÷òî ñ.â. T èìååò t-ðàñïðåäåëåíèå , èëè ðàñïðåäåëåíèå

Ñòüþäåíòà ñ r ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòåé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

f (t) =
Γ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) (1 +
t2

r

)− r+1
2

,

ãäå Γ (x)� ãàììà-ôóíêöèÿ (ïðèëîæåíèå F). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ãàììà-
è áåòà-ôóíêöèé, ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå íîðìèðîâêè âûïîëíåíî:

∞∫
−∞

f (t) dx =
Γ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) ∞∫
−∞

(
1 +

t2

r

)− r+1
2

dt =

=
2Γ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) ∞∫
0

(
1 +

t2

r

)− r+1
2

dt =

=

〈
t =

√
ru

1− u
, dt =

r

2

√
1− u

ru
· du

(1− u)2

〉
=

=
rΓ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) 1∫
0

(
1 +

u

1− u

)− r+1
2

√
1− u

ru
· du

(1− u)2
=

=
Γ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) 1∫
0

(
1

1− u

)− r+1
2

√
1− u

u
· du

(1− u)2
=

=
Γ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) 1∫
0

u−1/2 (1− u)r/2−1 du =

=
Γ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) 1∫
0

u1/2−1 (1− u)r/2−1 du =
Γ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) B (1/2, r/2) =
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=
Γ
(

r+1
2

)
Γ
(

r
2

)√
π
·
Γ
(

1
2

)
Γ
(

r
2

)
Γ
(

1
2 + r

2

) =
Γ
(

r+1
2

)√
π

√
πΓ
(

r+1
2

) = 1.

Ãðàôèêè ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðàçëè÷íûõ r ïîêàçàíû íà
ðèñ 10.5.

O
t

y

r = 10

r = 1

−tα tα

P (|T | > tα) = α

Ðèñ. 10.5: Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ t-ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé ñ.â. îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F (t) =
Γ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) t∫
−∞

(
1 +

t2

r

)− r+1
2

dt.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. T ðàâíî íóëþ:

MT =
Γ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) ∞∫
−∞

t

(
1 +

t2

r

)− r+1
2

dt = 0,

òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷åòíà, à ïðåäåëû èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íóëÿ.
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Îïðåäåëèì äèñïåðñèþ ñ.â. T :

DT = MT 2 =
Γ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) ∞∫
−∞

t2
(

1 +
t2

r

)− r+1
2

dt =

=
2Γ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) ∞∫
0

t2
(

1 +
t2

r

)− r+1
2

dt =

=

〈
t =

√
ru

1− u
, dt =

r

2

√
1− u

ru
· du

(1− u)2

〉
=

=
rΓ
(

r+1
2

)
√

rπΓ
(

r
2

) 1∫
0

ru

1− u

(
1 +

u

1− u

)− r+1
2

√
1− u

ru
· du

(1− u)2
=

=
rΓ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) 1∫
0

u

1− u
·
(

1
1− u

)− r+1
2

√
1− u

u
· du

(1− u)2
=

=
rΓ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) 1∫
0

u1/2 (1− u)r/2−2 du =

=
rΓ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) 1∫
0

u3/2−1 (1− u)(r/2−1)−1 du =

=
rΓ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) B

(
3
2

)
B
(r

2
− 1
)

=
rΓ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) · Γ
(

3
2

)
Γ
(

r
2 − 1

)
Γ
(

3
2 + r

2 − 1
) =

=
rΓ
(

r+1
2

)
√

πΓ
(

r
2

) · Γ
(

3
2

)
Γ
(

r
2 − 1

)
Γ
(

r+1
2

) =
rΓ
(

3
2

)
Γ
(

r
2 − 1

)
√

πΓ
(

r
2

) .

Íî

Γ
(

3
2

)
= Γ

(
1 +

1
2

)
=

1
2
Γ
(

1
2

)
=
√

π

2
,

Γ
(r

2

)
= Γ

((r

2
− 1
)

+ 1
)

=
(r

2
− 1
)

Γ
(r

2
− 1
)

.
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Ïîýòîìó

DT =
r
√

π
2 Γ

(
r
2 − 1

)
√

π
(

r
2 − 1

)
Γ
(

r
2 − 1

) =
r

r − 2
.

Òàáëèöû t-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè G.3 â ñëåäó-
þùåì âèäå: äëÿ çàäàííîé âåðîÿòíîñòè α è çàäàííîãî ÷èñëà ñòåïåíåé
ñâîáîäû r â òàáëèöå óêàçàíû çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà tα ïëîòíîñòè âåðî-
ÿòíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P (|T | > tα) = 2

∞∫
tα

f(t) dt = α.

Ôàêòè÷åñêè çíà÷åíèå àðãóìåíòà tα îáåñïå÷èâàåò ïîïàäàíèå ñ.â. T ñ
âåðîÿòíîñòüþ α â èíòåðâàë (−tα, tα) (ñì. ðèñ. 10.5).

10.9 χ2-ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà

Ñ.â. U èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà ñ r ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,
åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä

f (u) =


1

2r/2Γ( r
2)

ur/2−1e−u/2, u > 0;

0, u ≤ 0;

ãäå Γ (x) � ãàììà-ôóíêöèÿ (ñì. ïðèëîæåíèå F). Óñëîâèå íîðìèðîâêè
âûïîëíÿåòñÿ:

∞∫
−∞

f (u) du =
1

2r/2Γ
(

r
2

) ∞∫
0

ur/2−1e−u/2 du = 〈u = 2z, du = 2 dz〉 =

=
2r/2

2r/2Γ
(

r
2

) ∞∫
0

zr/2−1e−z dz =
1

Γ
(

r
2

)Γ(r

2

)
= 1.

Ãðàôèêè ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðàçëè÷íûõ r ïîêàçàíû íà
ðèñ 10.6.
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r = 2

r = 1

r = 3

r = 4
r = 6

O
u

y

uγ

P (χ2 > uγ) = γ

Ðèñ. 10.6: Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé ñ.â. îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F (u) =


1

2r/2Γ( r
2)

u∫
0

ur/2−1e−u/2 du, u > 0;

0, u ≤ 0.

Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. U :

MU =
1

2r/2Γ
(

r
2

) ∞∫
0

u · ur/2−1e−u/2 du =
1

2r/2Γ
(

r
2

) ∞∫
0

ur/2e−u/2 du =

= 〈u = 2z, du = 2 dz〉 =
2 · 2r/2

2r/2Γ
(

r
2

) ∞∫
0

zr/2e−z dz =

=
2

Γ
(

r
2

) ∞∫
0

z(r/2+1)−1e−z dz =
2Γ
(

r
2 + 1

)
Γ
(

r
2

) =
2 r

2Γ
(

r
2

)
Γ
(

r
2

) = r.
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Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà ñ.â.:

MU2 =
1

2r/2Γ
(

r
2

) ∞∫
0

u2 · ur/2−1e−u/2 du =

=
1

2r/2Γ
(

r
2

) ∞∫
0

ur/2+1e−u/2 du = 〈u = 2z, du = 2 dz〉 =

=
4 · 2r/2

2r/2Γ
(

r
2

) ∞∫
0

zr/2+1e−z dz =
4

Γ
(

r
2

) ∞∫
0

z(r/2+2)−1e−z du =

=
4Γ
(

r
2 + 2

)
Γ
(

r
2

) =
4Γ
((

r
2 + 1

)
+ 1
)

Γ
(

r
2

) =
4
(

r
2 + 1

)
Γ
(

r
2 + 1

)
Γ
(

r
2

) =

=
4
(

r
2 + 1

)
r
2Γ
(

r
2

)
Γ
(

r
2

) = 4
(r

2
+ 1
) r

2
= r (r + 2) .

Òîãäà äèñïåðñèÿ ðàâíà

DU = MU2 − (MU)2 = r (r + 2)− r2 = 2r.

Â ïðèëîæåíèè G.4 ïðèâåäåíû òàáëèöû χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ. Âõîäà-
ìè â òàáëèöó ÿâëÿþòñÿ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû r è âåðîÿòíîñòü γ
òîãî, ÷òî ñ.â., èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà, ïðåâçîéäåò ÷èñëî
uγ , êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì èñïîëüçîâàíèÿ òàáëèöû. Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî uγ îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

P (χ2 > uγ) =

∞∫
uγ

f(u) du = γ,

èëè, èíûìè ñëîâàìè, ïîïàäàíèå ñ.â. U ñ âåðîÿòíîñòüþ γ â èíòåðâàë
(uγ ,∞) (ñì. ðèñ. 10.6).



Ëåêöèÿ 11

Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

11.1 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè

Èñïîëüçîâàíèå ïðåäåëüíûõ òåîðåì ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü íåêîòîðûå
äîïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, çàìåíèâ èõ (ïðèáëèæåííî) áîëåå ïðî-
ñòûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó, ïîìèìî âàæíîãî òåîðåòè-
÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, îíè èìåþò áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë êàê ýô-
ôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà îïû-
òîâ â ñõåìå Áåðíóëëè, êîãäà âåðîÿòíîñòü p óñïåõà â îäíîì îïûòå
íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàåòñÿ, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå np → λ >
> 0, áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ïóàñ-
ñîíîâñêèé. Åñëè óñëîâèå p → 0 ïðè n →∞ íå âûïîëíÿåòñÿ, ðàñïðå-
äåëåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè ÷èñëà
óñïåõîâ X â ñõåìå Áåðíóëëè ïîëüçîâàòüñÿ íåëüçÿ. Îäíàêî ýòà âåðî-
ÿòíîñòü ìîæåò áûòü ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

P (X = k) ≈ 1
√

npq
ϕ

(
k − np
√

npq

)
, (11.1)

ãäå q = 1 − p, ϕ(x) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â., ðàñïðåäåëåííîé
N(0, 1).

Ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (11.1) ñîñòàâëÿåò çàêëþ÷åíèå òàê íàçû-
âàåìîé ëîêàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà è ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ïðè n > 100, npq > 20 è óñëîâèè, ÷òî

144
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k è n íå î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ôîðìóëà (11.1) ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ n äèñêðåòíûé áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ìîæåò ïðèáëèæåííî âûðàæàòüñÿ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâ-
íîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî åùå ðàç äåìîíñòðèðóåò
âàæíîñòü íîðìàëüíîãî çàêîíà.

Ïðèìåð 11.1. Ñðåäè 480 òåëåôîíîâ, èìåþùèõñÿ íà ñêëàäå, ïîâòî-
ðèòåëü íîìåðà èìåþò 120 àïïàðàòîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëó÷àéíî îòîáðàâ èç èìåþùèõñÿ íà ñêëàäå òåëåôîíîâ 243 òå-
ëåôîíà, ìû îáíàðóæèì ñðåäè íèõ 70 òåëåôîíîâ ñ ïîâòîðèòåëåì
íîìåðà.

Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíûé âûáîð 243 òåëåôîíîâ óêëàäûâàåòñÿ â ñõåìó
Áåðíóëëè ñ ÷èñëîì îïûòîâ n = 243; p = 120/480 = 0,25; q = 1− p =
= 0,75; k = 70. Ïî ôîðìóëå (11.1), ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå îãðàíè÷åíèÿ
íà åå ïðèìåíåíèå âûïîëíåíû, è èñïîëüçóÿ òàáëèöû ôóíêöèè ϕ(x),
íàõîäèì

P (X = 70) ≈ 1√
243 · 0, 25 · 0, 75

ϕ

(
70− 243 · 0, 25√
243 · 0, 25 · 0, 75

)
=

= 0, 148 · ϕ(1, 37) = 0, 023.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåð-
íóëëè ëåæèò â çàäàííîì äèàïàçîíå [k1, k2], ïðè áîëüøèõ n èñïîëü-
çóþò èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Ìóàâðà-Ëàïëàñà :

P (k1 ≤ X ≤ k2) ≈ Φ∗
(

k2 − np
√

npq

)
− Φ∗

(
k1 − np
√

npq

)
,

ãäå Φ∗(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â., ðàñïðåäåëåííîé N(0, 1).
Âìåñòî Φ∗(x) â ýòîì ðàâåíñòâå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Φ(x),
ðàññìîòðåííóþ íà ïðîøëîé ëåêöèè.

Ïðèìåð 11.2. Äëÿ óñëîâèé ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà îïðåäåëèòü âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 243 ñëó÷àéíî îòîáðàííûõ òåëåôîíîâ îò
60 äî 80 èç íèõ èìåþò ïîâòîðèòåëü íîìåðà.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Ìóàâðà-Ëàïëàñà:

P (k1 ≤ X ≤ k2) ≈ Φ∗
(

80− 60,75
6,75

)
− Φ∗

(
60− 60,75

6,75

)
=

= Φ∗(2,85)− Φ∗(−0,11) = 0,99781− (1− 0,54380) ≈ 0,54.

11.2 Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è òåîðåìà Áåðíóëëè

Íà ïåðâîé ëåêöèè ãîâîðèëîñü î òîì, ÷òî íåïðåäñêàçóåìûé õàðàê-
òåð ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé íå ìåøàåò íåêîòîðûì èõ õàðàêòåðèñòèêàì
ïðîÿâëÿòü óäèâèòåëüíóþ óñòîé÷èâîñòü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ñëó÷àéíîì
ìèðå ïîâåäåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñòàíîâèò-
ñÿ íå òàêèì óæ ñëó÷àéíûì, ïðèîáðåòàÿ ÷åðòû çàêîíîìåðíîñòè, à,
çíà÷èò, è ïðåäñêàçóåìîñòè. Óñëîâèÿ, ïðè ñîáëþäåíèè êîòîðûõ âû-
ïîëíÿåòñÿ âûøåñêàçàííîå, îòðàæåíû â òåîðåìàõ, íîñÿùèõ íàçâàíèå
çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Âíà÷àëå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
èíäèêàòîðîì ñ.ñ. A è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ(ω, A) =

{
1, ω ∈ A,

0, ω 6∈ A.

Áóäåì îáîçíà÷àòü {ω : P (ω)} ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ω ∈ Ω, îáëàäàþ-
ùèõ ñâîéñòâîì P (ω). Òîãäà äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0
è ïðîèçâîëüíîé ñ.â. X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Mχ(ω, {ω : X(ω) ≥ ε}) =
= 1 · P (X(ω) ≥ ε) + 0 · P (X(ω) < ε) = P (X(ω) ≥ ε), (11.2)

òàê êàê çíà÷åíèå 1 èíäèêàòîð ïðèíèìàåò ïðè X ≥ ε è, ñëåäîâàòåëü-
íî, âåðîÿòíîñòü ýòîãî çíà÷åíèÿ ðàâíà P (X ≥ ε).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñ.â. X ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå

X(ω) = X(ω) · χ(ω, {ω : X(ω) ≥ ε}) + X(ω) · χ({ω, {ω : X(ω) < ε}) ≥
≥ X(ω) · χ(ω, {ω : X(ω) ≥ ε}) ≥ ε · χ(ω, {ω : X(ω) ≥ ε}).
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Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà îïåðàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (11.2), ïîëó÷àåì

MX ≥ ε ·Mχ(ω, {ω : X(ω) ≥ ε}) = ε · P (X ≥ ε),

èëè

P (X ≥ ε) ≤ MX

ε
. (11.3)

Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà .
Èç íåãî ñëåäóþò âàæíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Ôîðìóëà (11.3)

ïðåâðàùàåòñÿ â ïåðâîå íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà , åñëè âìåñòî ñ.â. X
âçÿòü åå ìîäóëü:

P (|X| ≥ ε) ≤ M|X|
ε

.

Çàìåíÿÿ â (11.3) X íà X2, à ε � íà ε2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî P (|X| ≥ ε) =
= P (X2 ≥ ε2), ïîëó÷àåì âòîðîå íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà :

P (|X| ≥ ε) ≤ MX2

ε2
.

Íàêîíåö, âçÿâ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ðàçíîñòü |X −MX| âìåñòî
X, ïðèõîäèì êî âòîðîìó íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà :

P (|X −MX| ≥ ε) ≤ DX

ε2
.

Ïðèìåð 11.3. Ïðè èçó÷åíèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áûë ñôîð-
ìóëèðîâàí çàêîí ¾òðåõ ñèãì¿. Ïîëó÷èòü òàêîé æå çàêîí äëÿ ëþ-
áîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì âòîðîå íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà:

P (|X −MX| < 3σX) = 1− P (|X −MX| ≥ 3σX) ≥

≥ 1− DX

9σ2
X

= 1− 1
9

=
8
9
≈ 0,89.

Íàïîìíþ, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ýòà âåðîÿòíîñòü îöåíèâàåòñÿ
÷èñëîì 0,9973.
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Ïðèìåð 11.4. Êàê èçìåíèòü êîëè÷åñòâî ñèãì â çàêîíå ¾òðåõ ñèãì¿,
÷òîáû îöåíêà âåðîÿòíîñòè äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áûëà òàêîé
æå, êàê äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ: 0,9973?

Ðåøåíèå. Íóæíî, ÷òîáû âåëè÷èíà 1− DX

n2σ2
X

ðàâíÿëàñü 0,9973. Èç

ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäèì n:

1− 1
n2

= 0,9973, n2 =
1

1− 0,9973
= 370,37;

n ≈ 19,25, n ≈ 20.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàêîí ¾äâàäöàòè ñèãì¿:

P (|X −MX| < 20σ) ≥ 0,9975.

Áîëüøàÿ âåëè÷èíà n (n = 20) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îöåíêà âåðîÿò-
íîñòè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðóáîé
(íî çàòî ïðèãîäíîé äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ!).

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ.â. X1, X2, . . . ñõîäèòñÿ ïî

âåðîÿòíîñòè ê ñ.â. X ïðè n →∞, åñëè

∀(ε > 0) lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0,

è ïèøóò limn→∞ Xn
P= X. Ñëåäóþùèå äàëåå òåîðåìû èñïîëüçóþò ýòî

ïîíÿòèå è ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, êîòîðûé
óñòàíàâëèâàåò óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ê ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé.

Òåîðåìà 11.1 (Ìàðêîâà). Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ çàâèñè-
ìûõ ñ.â.

Åñëè X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ.â. è

lim
n→∞

1
n2

D

(
n∑

k=1

Xk

)
= 0, (11.4)
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òî

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

Xk
P= lim

n→∞

1
n

n∑
k=1

MXk. (11.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = 1
n

n∑
k=1

Xk; ïîäñòàâëÿÿ ýòó ñ.â. âî âòîðîå

íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, ïîëó÷àåì

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk −
1
n

n∑
k=1

MXk

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤

D
(

1
n

n∑
k=1

Xk

)
ε2

=

1
n2 D

(
n∑

k=1

Xk

)
ε2

.

(11.6)
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðè n →∞ íåîãðàíè-
÷åííî óìåíüøàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (11.5).

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðàêòè÷åñêè äî-
ñòîâåðíûì ìîæíî ñ÷èòàòü ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ìîäóëü îò-
êëîíåíèÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îò ñðåäíåãî
àðèôìåòè÷åñêîãî èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé áóäåò ñêîëü óãîä-
íî ìàëûì. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàñêðûâàþò ñìûñë ýòîãî ôàêòà
äëÿ âñå áîëåå ïðîñòûõ ñèñòåì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íî ñíà÷àëà ðàñøè-
ðèì ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè íà áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ.â. Èìåííî,
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1, X2, . . .,
Xn, . . . íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ïðè ëþáîì m íåçàâèñè-
ìû ñ.â. X1, X2, . . ., Xm.

Ñëåäñòâèå 11.1. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå ×åáûøåâà
äëÿ íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ñ.â.

Åñëè X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñ.â. è

lim
n→∞

1
n2

n∑
k=1

DXk = 0, (11.7)

òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (11.5).



Ëåêöèÿ 11. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû 150

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëèòåëü ïðàâîé
÷àñòè (11.6) ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðà-
âåí âûðàæåíèþ ïîä çíàêîì ïðåäåëà â ôîðìóëå (11.7), èç ÷åãî è ñëå-
äóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 11.2. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ôîðìå Õèí÷èíà äëÿ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ñ.â. Åñëè X1, X2, . . . �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â.,
ïðè÷åì, MXk = a (k = 1, 2, . . .), òî

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

Xk
P= a. (11.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåíû, òî DXk = d = const (k = 1, 2, . . .) è óñëîâèå (11.7) âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ:

lim
n→∞

1
n2

n∑
k=1

DXk = lim
n→∞

1
n2

dn = lim
n→∞

d

n
= 0.

Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (11.5), â êî-
òîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò âèä:

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

MXk = lim
n→∞

1
n

an = a.

Ýòî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó (11.8).

Ïðèìåð 11.5. Ïðîèçâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñðîêà ýêñïëóàòàöèè êî-
ðîòêîâîëíîâîãî ïåðåäàò÷èêà äî åãî ïåðâîãî îòêàçà. Èçâåñòíî, ÷òî
ñ.ê.î. ýòîãî ñðîêà íå ïðåâûøàåò 10 ìåñÿöåâ. Çà êàêèì ÷èñëîì ïå-
ðåäàò÷èêîâ ñëåäóåò ïðîâåñòè íàáëþäåíèÿ, ÷òîáû ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà
ñðîêà ñëóæáû ïåðåäàò÷èêà äî ïåðâîãî îòêàçà îòëè÷àëàñü îò èñ-
òèííîãî çíà÷åíèÿ íå áîëåå ÷åì íà 2 ìåñÿöà ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå
ìåíüøåé 0,95?
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Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, íàáëþäåíèÿ çà ýêñïëóàòàöèåé ïåðåäàò÷èêîâ ìî-
æíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè ñ.â. Ïóñòü Xk � ôàêòè÷åñêè íàáëþäàâ-
øèéñÿ ñðîê ñëóæáû k-ãî ïåðåäàò÷èêà äî åãî ïåðâîãî îòêàçà. Ïî óñëî-
âèþ σXk

≤ 10 è, ñëåäîâàòåëüíî, DXk ≤ 100. Âîñïîëüçóåìñÿ çàêî-
íîì áîëüøèõ ÷èñåë (11.8), êîòîðûé â äîïðåäåëüíîé ôîðìå èìååò âèä
(11.6):

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk − a

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤

1
n2

n∑
k=1

DXk

ε2
≤ 100

nε2
,

ãäå a = MXk. Ñëåäîâàòåëüíî,

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk − a

∣∣∣∣∣ < ε

)
> 1− 100

nε2
.

Ïîäñòàâèâ â ýòî ñîîòíîøåíèå ε = 2, ïîëó÷èì

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk − a

∣∣∣∣∣ < 2

)
> 1− 25

n
≥ 0, 95;

çíà÷èò, íåðàâåíñòâî âûïîëíèòñÿ, åñëè n áóäåò òàêèì, ÷òî

25
n
≤ 1− 0, 95 = 0, 05 ⇐⇒ n

25
≥ 20 ⇐⇒ n ≥ 500.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè 500 íàáëþäåíèé.

Íåðàâåíñòâî (11.6) ïîçâîëÿåò òàêæå äîêàçàòü îñíîâîïîëàãàþùåå
äëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 11.2 (Áåðíóëëè). Ïóñòü Xn � ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåð-
íóëëè ñ n îïûòàìè è p � âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì îïûòå. Òîãäà
îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà óñïåõîâ Xn/n ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê
p:

lim
n→∞

Xn

n

P= p. (11.9)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Yk � ñ.â., èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóë-
ëè, òîãäà MYk = p,DYk = pq, q = 1− p, Xn =

∑n
k=1 Yk. Ïîäñòàâëÿÿ â

ôîðìóëó (11.6) âìåñòî Xk ñ.â. Yk, ïîëó÷èì

P

(∣∣∣∣ 1nXn −
1
n

pn

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤

n∑
k=1

DYk

n2ε2
=

npq

n2ε2
=

pq

nε2
,

èëè

P

(∣∣∣∣Xn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ pq

nε2
.

Ïðè n →∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
à ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (11.9).

Âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Áåðíóëëè ïîäòâåðæäåíî ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî è ïîçâîëÿåò ïðè áîëüøèõ n èç íàáëþäåíèé çà îò-
íîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè ñ.ñ. äåëàòü âûâîäû îá èõ âåðîÿòíîñòÿõ. Â
÷àñòíîñòè, òàêèå âûâîäû ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòå-
ìû àêñèîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ðàññìîòðåííîé íà ïåðâîé ëåêöèè ïî
ýòîìó ðàçäåëó ìàòåìàòèêè.

11.3 Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Äàííàÿ òåîðåìà äàåò âîçìîæíîñòü ñ÷èòàòü ñ.â. X ðàñïðåäåëåííîé
ïðèáëèæåííî ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåçà-
âèñèìûõ ñ.â., èìåþùèõ ðàâíîìåðíî ìàëîå âëèÿíèå íà ñóììó. Òàê
êàê òàêèå ñ.â. (îøèáêà èçìåðåíèÿ, îòêëîíåíèå îò öåëè è ò.ï.) ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå, ýòà òåîðåìà îáúÿñíÿåò øèðîêîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå íîðìàëüíîãî çàêîíà â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Òåîðåìà 11.3. (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëàãàåìûõ)

Åñëè ñ.â. X1, X2, . . . íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìå-
þò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ, òî ïðè n → ∞ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â.

X = 1
n

n∑
k=1

Xk íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê íîðìàëüíîìó çàêîíó

N(nMX, nDX).
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Òåîðåìà 11.4. (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â ôîðìó-
ëèðîâêå Ëÿïóíîâà) Ïóñòü ñ.â. X1, X2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò
êîíå÷íûé òðåòèé àáñîëþòíûé ìîìåíò:

bk = M(|Xk −MXk|3) < ∞.

Åñëè

lim
n→∞

n∑
k=1

bk(
n∑

k=1

DXk

)3/2
= 0, (11.10)

òî ïðè n →∞ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X = 1
n

n∑
k=1

Xk íåîãðàíè÷åííî

ïðèáëèæàåòñÿ ê íîðìàëüíîìó.

Óñëîâèå (11.10) îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíî ñëàãàåìîå â ñóììå X1+X2+
+X3 + . . . íå äîìèíèðóåò íàä îñòàëüíûìè, òî åñòü îíè âñå èìåþò
ðàâíîìåðíî ìàëîå âëèÿíèå íà ñóììó.

Ïðèìåð 11.6. Çà ñìåíó ïðîèçâîäèòñÿ 100 ìèêðîïðîöåññîðîâ îäíîãî
òèïà. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ äåôåêòà ïðè ïðîâåðêå îäíîé ìèê-
ðîñõåìû ðàâíà 0,1. Îïðåäåëèòü ãðàíèöû, â êîòîðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,9 áóäåò çàêëþ÷åíî ÷èñëî ìèêðîñõåì ñ äåôåêòàìè, îáíàðóæåííû-
ìè ïðè êîíòðîëå âñåé ñìåííîé ïðîäóêöèè.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì Xi � ñ.â., ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå 1, åñëè â
ìèêðîñõåìå îáíàðóæåí äåôåêò; è çíà÷åíèå 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åå
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

xi 0 1

pi 0,9 0,1

è, çíà÷èò,

MXi = 0 · 0,9 + 1 · 0,1 = 0,1; MX2
i = 02 · 0,9 + 12 · 0,1 = 0,1;

DXi = MX2
i − (MXi)2 = 0,1− 0,12 = 0,1− 0,01 = 0,09.
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Òîãäà X =
100∑
i=1

Xi � ÷èñëî ìèêðîñõåì ñ äåôåêòàìè, îáíàðóæåííûìè

ïðè êîíòðîëå, ïðè÷åì,

MX =
100∑
i=1

MXi = 0,1 · 100 = 10;

è òàê êàê ñ.â. Xi íåçàâèñèìû, òî

DX =
100∑
i=1

DXi = 0,09 · 100 = 9; σX = 3.

Â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ñ.â. X èìååò ïðèáëèæåííî
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è ïîýòîìó

P (|X −MX| < α) = P (MX − α < X < MX + α) ≈

≈ Φ∗
(

α

σX

)
− Φ∗

(
− α

σX

)
= 2Φ∗

(
α

σX

)
− 1 = 0,9;

èëè

Φ∗
(

α

σX

)
=

1,9
2

= 0,95.

Ïî òàáëèöàì ôóíêöèè Φ∗(x) íàõîäèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåò-
ñÿ ïðè α/σX = 1,645; çíà÷èò,

α = 1,645 · σX = 1,645 · 3 = 4,935.

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9 ÷èñëî ìèêðîñõåì ñ äåôåêòà-
ìè, îáíàðóæåííûìè ïðè êîíòðîëå, áóäåò çàêëþ÷åíî â äèàïàçîíå îò
MX −α = 10− 4,935 = 5,065 ≈ 5 äî MX +α = 10+4,935 = 14,935 ≈
≈ 15.



×àñòü II

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû
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Ëåêöèÿ 12

Íåêîòîðûå òèïû ñ.ï.

12.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Òàê æå, êàê ïîâåäåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íîñèò íåïðåäñêàçóåìûé
õàðàêòåð, òàê è ïîâåäåíèå ðàçâåðíóòûõ âî âðåìåíè ïðîöåññîâ ìî-
æåò áûòü äîñòàòî÷íî õàîòè÷íûì, ïëîõî ïðîãíîçèðóåìûì. Òèïè÷íûì
èçîáðàæåíèåì òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê òåìïåðàòóðû âîçäó-
õà çà ãîä. Ê òàêèì æå ïðîöåññàì îòíîñÿòñÿ ñèãíàëû, ïîñòóïàþùèå â
êàíàëû ñâÿçè è ïðîõîäÿùèå ïî íèì, ðàäèîñèãíàëû, øóìû àïïàðàòó-
ðû è äð. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû,
ïîìîãàþùèå àíàëèçèðîâàòü ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, íàõîäèòü èõ õàðàê-
òåðèñòèêè, â òîì ÷èñëå âåðîÿòíîñòíûå ñâÿçè ìåæäó ïðîöåññàìè. Ðå-
øàåòñÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷à: ïî õàðàêòåðèñòèêàì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
íà âõîäå è âûõîäå àïïàðàòóðû îïðåäåëÿþòñÿ åå îïòèìàëüíûå ïàðà-
ìåòðû. Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.

Ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì (ñ.ï.) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ X(t, ω),
ω ∈ Ω, t � ïàðàìåòð, êîòîðûé ÷àùå âñåãî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âðå-
ìÿ. Îñóùåñòâëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå
êàê âûáîð ý.ñ.ñ. ω èç ïðîñòðàíñòâà ý.ñ.ñ. Ω. Íàïðèìåð, âûáèðàÿ êîí-
êðåòíûé ãîä, ìû ïîëó÷àåì ãðàôèê òåìïåðàòóðû âîçäóõà çà ýòîò ãîä.
Ôóíêöèÿ X(t, ω0) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ω = ω0 íàçûâàåòñÿ
òðàåêòîðèåé èëè ðåàëèçàöèåé ñ.ï. X(t, ω). Â äàëüíåéøåì äëÿ
ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé, êàê è ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çà-
âèñèìîñòü ñ.ï. îò ω áóäåì îïóñêàòü è ïèñàòü ïðîñòî X(t).

À ÷òî ìû ïîëó÷èì, åñëè çàôèêñèðóåì òåïåðü àðãóìåíò t = t0 â
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îïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà? Äëÿ îáû÷íîé ôóíêöèè ýòî áûëî
áû åå çíà÷åíèåì â òî÷êå t0. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òîæå ïðåâðàùàåò-
ñÿ â ñâîå çíà÷åíèå, îäíàêî ïîñêîëüêó îíî íåïðåäñêàçóåìî, òî íóæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèåì ñ.ï. â ìîìåíò âðåìåíè t0 ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà X(t0), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ñ.ï. Íà ðèñ. 12.1 ïî-
êàçàíû äâå òðàåêòîðèè ñ.ï. X(t, ω), ñîîòâåòñòâóþùèå ý.ñ.ñ. ω = ω1 è
ω = ω2 è äâå ðåàëèçàöèè åãî ñå÷åíèÿ ïðè t = t0.

O
t

X

t0

X(t0, ω1)

X(t0, ω2)
X(t, ω2)

X(t, ω1)

Ðèñ. 12.1: Òðàåêòîðèè è ñå÷åíèå ñ.ï. ïðè t = t0

Äàëåå ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è ñëó÷àéíûìè âåê-
òîðàìè íóæíî, êàçàëîñü áû, ââåñòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-

÷àéíîãî ïðîöåññà è èñïîëüçîâàòü åå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ åãî
õàðàêòåðèñòèê. Äåéñòâèòåëüíî, òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàäàòü ôîð-
ìóëîé

Ft1...tn(x1, . . . , xn) = P (X(t1) < x1, . . . , X(tn) < xn),

îäíàêî åå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå çàòðóäíåíî òåì, ÷òî îíà, êàê âû
âèäèòå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå îäíó ôóíêöèþ, à áåñêîíå÷íîå èõ ñå-
ìåéñòâî, çàâèñÿùåå îò íåîïðåäåëåííîãî ÷èñëà 2n àðãóìåíòîâ t1, . . . , tn,
x1, . . . , xn. Ïîýòîìó îíà èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì â òåîðåòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ, à íàì ïðèäåòñÿ îáîéòèñü áåç íåå.
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Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà îñíîâíûõ òèïà ïðîöåññîâ: ñ íåïðå-
ðûâíûì âðåìåíåì , åñëè t ∈ R+ = [0;∞), è ñ äèñêðåòíûì âðå-

ìåíåì , åñëè t ïðèíèìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . .. Âàæíûìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåòåðìèíè-
ðîâàííûå ôóíêöèè.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñ.ï. X(t) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ m(t) = MX(t), äëÿ êàæäîãî t ðàâíàÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäà-
íèþ ñå÷åíèÿ ñ.ï. äëÿ ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé ñ.ï. X(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
K(t1, t2) = M[X(t1)−m(t1)][X(t2)−m(t2)], äëÿ êàæäîé ïàðû (t1, t2)
ðàâíàÿ êîâàðèàöèè ñå÷åíèé ñ.ï. äëÿ ýòèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè.

Íîðìèðóÿ êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àåì êîððåëÿöèîí-

íóþ ôóíêöèþ:

rX(t1, t2) =
KX(t1, t2)

σX(t1)σX(t2)
.

Äèñïåðñèåé ñ.ï. X(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ D(t) = K(t, t) =
= M[X(t) − m(t)]2, äëÿ êàæäîãî t ðàâíàÿ äèñïåðñèè ñå÷åíèÿ ñ.ï.
äëÿ ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Ïåðâûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè, ñ êîòîðûìè âû ïîçíàêîìè-
òåñü, áóäóò ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è ìàðêîâñêèå
öåïè, èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ñâÿçè, ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî-
òåõíèêå è äðóãèõ ðîäñòâåííûõ âàøåé ñïåöèàëüíîñòè îáëàñòÿõ.

12.2 Ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè

Ñ.ï. X (t) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâè-
ñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè , åñëè t ∈ [0;∞) è äëÿ ëþáûõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè t0, t1,. . . , tn òàêèõ, ÷òî 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû X (t0), X (t1)−X (t0), . . . , X (tn)−X (tn−1) íåçàâèñèìû.

Ïðîöåññ X (t) ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè íàçûâàåòñÿ ïóàñ-
ñîíîâñêèì , åñëè 1) X (0) = 0 , 2) ñ.â. X (t)−X (s), 0 ≤ s ≤ t, èìååò
ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, òî åñòü

P [X (t)−X (s) = i] =
[λ (t− s)]i

i!
e−λ(t−s); i = 0, 1, 2, . . . .
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Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü âñå òðàåêòîðèè ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà íå-
ïðåðûâíû ñïðàâà. Òîãäà ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè (çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷å-
òíîãî ìíîæåñòâà) � íåóáûâàþùèå öåëî÷èñëåííûå ôóíêöèè, âîçðàñ-
òàþùèå òîëüêî ñêà÷êàìè âåëè÷èíû 1 (ñì. ðèñ. 12.2).

O
t

X

2

4

6

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6

· · ·

Ðèñ. 12.2: Òðàåêòîðèÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà

Òåîðåìà 12.2. Åñëè X (t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, òî

P [X (t) = k] =
(λt)k

k!
e−λt; k = 0, 1, 2, . . . ;

m (t) = λt; D (t) = λt; K
(
t, t′
)

= λ min
(
t, t′
)
;

è ïðè ëþáîì n íåçàâèñèìû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðîì λ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû äëèí ïðîìåæóòêîâ ìåæäó ñêà÷-
êàìè ïðîöåññà X (t): τ1, τ2 − τ1,. . . ,τn − τn−1,. . . .

Çàìå÷àíèå 12.1. Âåëè÷èíó λ òðàêòóþò êàê ñðåäíåå ÷èñëî ñêà÷êîâ
ïðîöåññà X (t) â åäèíèöó âðåìåíè.

Ïðèìåð 12.1. Ñðåäíåå ÷èñëî âûçîâîâ, ïîñòóïàþùèõ íà ÀÒÑ çà îä-
íó ìèíóòó, ðàâíî äâóì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 4 ìè-
íóòû ïîñòóïèò à) 3 âûçîâà, á) ìåíåå òðåõ âûçîâîâ, â) íå ìåíåå
òðåõ âûçîâîâ. Íàéòè òàêæå ñðåäíåå ÷èñëî âûçîâîâ çà âðåìÿ t è
ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó âûçîâàìè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîòîê âûçîâîâ �
ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ.
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Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 4 ìèíóòû ïîñòóïèò 3 âûçîâà (ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî λ = 2 ), ðàâíà

P [X (4) = 3] =
(2 · 4)3

3!
e−2·4 =

256
3

e−8 ≈ 0,029,

ãäå X (t) � êîëè÷åñòâî âûçîâîâ, ïîñòóïàþùèõ íà ÀÒÑ çà âðåìÿ t.
Ñîáûòèå ¾Ïîñòóïèò ìåíåå òðåõ âûçîâîâ¿ ïðîèçîéäåò, åñëè íàñòó-
ïèò îäíî èç òðåõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé: 1) ïîñòóïèò äâà âûçîâà,
2) ïîñòóïèò îäèí âûçîâ, 3) íå ïîñòóïèò íè îäíîãî âûçîâà. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, ïîëó÷èì

P [X (4) < 3] = P [X (4) = 2] + P [X (4) = 1] + P [X (4) = 0] =

=
(2 · 4)2

2!
e−8 +

2 · 4
1!

e−8 + e−8 ≈ 0,014.

Âåðîÿòíîñòü ñ.ñ. ¾Ïîñòóïèò íå ìåíåå òðåõ âûçîâîâ¿ ðàâíà

P [X (4) ≥ 3] = 1− P [X (4) < 3] ≈ 1− 0,014 = 0,986.

Ñðåäíåå ÷èñëî âûçîâîâ çà âðåìÿ t:

m (t) = λt = 2t;

ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó âûçîâàìè ðàâíî 1/λ = 0,5 (ìèí.), òàê êàê âðå-
ìåíà ìåæäó âûçîâàìè èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì λ, äëÿ êîòîðîãî ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ÿâëÿåòñÿ âåëè-
÷èíà 1/λ.

12.3 Ìàðêîâñêèå öåïè. Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìàðêîâñêàÿ öåïü îáîáùàåò ñõåìó Áåðíóëëè íà ñëó-
÷àé, êîãäà îïûòû óæå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, îäíàêî, çàâèñè-
ìîñòü ìåæäó íèìè åùå äîâîëüíî ñëàáàÿ � êàæäûé îïûò çàâèñèò îò
ïðåäûäóùåãî, íî íå çàâèñèò îò äðóãèõ ïðåäøåñòâóþùèõ åìó îïûòîâ
(êàê êîëüöî â öåïè, îòñþäà è íàçâàíèå). Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî áóäó-
ùåå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò íàñòîÿùåãî, íî íå çàâèñèò
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îò ïðîøëîãî. Íàïðèìåð, ÷àñòîòà îòêàçîâ ïðèáîðà, äëèòåëüíîñòü åãî
ðåìîíòà â áóäóùåì çàâèñÿò â îñíîâíîì îò åãî ñîñòîÿíèÿ â òåêóùèé
ìîìåíò âðåìåíè, à íå îò òîãî, êàêèì îáðàçîì ïðèáîð ïðèøåë â ñâîå
íûíåøíåå ñîñòîÿíèå. Òî÷íî òàê æå, êàêèì áóäåò ñ÷åò ôóòáîëüíîãî
ìà÷òà ïîñëå ñëåäóþùåãî ãîëà, çàâèñèò ëèøü îò òåêóùåãî ñ÷åòà, à íå
îò òîãî, êàê êîìàíäû åãî äîñòèãëè.

Òî÷íîå îïðåäåëåíèå òàêîâî. Ñ.ï. X(t) íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ,
èëè ñ.ï. áåç ïîñëåäåéñòâèÿ , åñëè

P (X(t) < x/X(t1) < x1, . . . , X(tn) < xn) = P (X(t) < x)/X(tn) < xn)

äëÿ âñåõ t1 < . . . < tn < t. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà â ¾áóäóùèé¿ ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñÿò
òîëüêî îò åãî ñîñòîÿíèÿ â ¾íàñòîÿùèé ìîìåíò âðåìåíè¿ tn è íå çà-
âèñÿò îò òîãî, êîãäà è êàê ïðîöåññ ïðèøåë â ýòî ñîñòîÿíèå (ò.å. íå
çàâèñÿò îò åãî ñîñòîÿíèé â ¾ïðîøëûå¿ ìîìåíòû âðåìåíè t1, . . . , tn−1).

Ìû íå ñòàíåì ðàññìàòðèâàòü ñàìûé îáùèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ.
Ïðåæäå âñåãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî çíà÷åíèé A1, . . . , AN èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, áûòü ìîæåò, è
íå ÷èñëîâîãî. Ýòè çíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà X(t), íàïðèìåð, A3 áóäåì íàçûâàòü òðåòüèì ñîñòîÿíèåì,
à AN � N -ì. Åñëè ïðè ýòîì ìàðêîâñêèé ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ñ.ï. ñ
äèñêðåòíûì âðåìåíåì, òî îí íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé öåïüþ Ìàðêî-

âà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì , à åñëè X(t) � ñ.ï. ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì, òî � êîíå÷íîé öåïüþ Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðå-

ìåíåì .
Î÷åíü âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè òàêèõ ïðîöåññîâ èãðàþò âåðîÿò-

íîñòè
P (X(t) = Aj/X(s) = Ai) = Pij(s, t),

íàçûâàåìûå âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà ìàðêîâñêîé öåïè èç ñî-
ñòîÿíèÿ Ai â ñîñòîÿíèå Aj , èëè ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè .
Ýòî � óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ìàðêîâñêàÿ öåïü â ìîìåíò
âðåìåíè t îêàæåòñÿ â j-ì ñîñòîÿíèè, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè s îíà
áûëà â i-ì ñîñòîÿíèè. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ¾ïåðåõîä¿, â ÷àñòíîñòè,
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ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òî ìàðêîâñêàÿ öåïü â ìîìåíò âðåìåíè
t îñòàíåòñÿ â òîì æå ñîñòîÿíèè, â êàêîì îíà ïðåáûâàëà â ìîìåíò
âðåìåíè s, òî åñòü âåðîÿòíîñòü P (X(t) = Ai/X(s) = Ai) = Pii(s, t)
èìååò ñìûñë è íå îáÿçàòåëüíî ðàâíà íóëþ.

Äàëåå ìû åùå ñóçèì êðóã ìàðêîâñêèõ öåïåé, îãðàíè÷èâøèñü îä-
íîðîäíûìè öåïÿìè Ìàðêîâà, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ çà-
âèñÿò íå îò ñàìèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t è s, à òîëüêî îò èõ ðàçíîñòè
t− s:

Pij(s, t) = Pij(t− s) = Pij(τ),

ãäå τ > 0 � èíòåðâàë âðåìåíè t−s. Äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì Pij(n) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ
â j-å çà n øàãîâ . Íà ñàìîì äåëå âñå ýòè âåðîÿòíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ
ñîâåðøåííî íåçàâèñèìûìè; äîñòàòî÷íî çíàòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà
çà îäèí øàã, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà áîëüøåå ÷èñëî
øàãîâ. Ìû óáåäèìñÿ â ýòîì, äîêàçàâ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 12.3. Âåðîÿòíîñòè Pij(τ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ìàð-
êîâà-Êîëìîãîðîâà:

Pij(τ) =
N∑

k=1

Pik(ν)Pkj(τ − ν). (12.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Ai
τ−→ Aj ñ.ñ., çàêëþ÷àþùååñÿ â ïåðå-

õîäå ìàðêîâñêîé öåïè èç ñîñòîÿíèÿ Ai â ñîñòîÿíèå Aj çà âðåìÿ τ . Ïðè
ôèêñèðîâàííîì i è j = 1, n ýòè ñîáûòèÿ îáðàçóþò ðàçáèåíèå, òàê êàê
èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ öåïü Ìàðêîâà îáÿçàòåëüíî ïåðåéäåò â êàêîå-ëèáî è
(òîëüêî îäíî!) ñîñòîÿíèå, ïðè÷åì, êàê áûëî îòìå÷åíî, ¾ïåðåõîäîì¿
ñ÷èòàåòñÿ è òîò ñëó÷àé, êîãäà öåïü îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè Ai. Ïîýòîìó
ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì

P (Ai
τ−→ Aj) =

N∑
k=1

P (Ak
τ−ν−→ Aj/Ai

ν−→ Ak)P (Ai
ν−→ Ak).
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Íî â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîöåññ � ìàðêîâñêèé, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü,
ôèãóðèðóþùàÿ â ýòîé ôîðìóëå, ðàâíà áåçóñëîâíîé. Ñëåäîâàòåëüíî,

P (Ai
τ−→ Aj) =

N∑
k=1

P (Ak
τ−ν−→ Aj)P (Ai

ν−→ Ak).

À ýòî è åñòü ôîðìóëà (12.1).

Äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ðàâåíñòâî (12.1)
ïðèíèìàåò âèä

Pij(n) =
N∑

k=1

Pik(m)Pkj(n−m),

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

P(n) = P(m)P(n−m), (12.2)

ãäå P(n) = {Pij(n)} � ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ çà n
øàãîâ .

Ñëåäñòâèå 12.1. Äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

P(n) = Pn,

ãäå P
4
= P(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (12.2) ïðè n = 2,m = 1 ïîëó÷àåì
P(2) = P(1)P(1) = P2, ïðè n = 3,m = 2 èìååì P(3) = P(2)P(1) =
= P2P = P3. È âîîáùå ïðè m < n âûõîäèò, ÷òî P(n) =
= P(m)P(n−m) = PmPn−m = Pn.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè
ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàò-
ðèöû P = {Pij}, ïðè÷åì, ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû
ðàâíà åäèíèöå:

N∑
j=1

Pij = 1.
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Ýòîò ôàêò ñðàçó ñëåäóåò èç âòîðîé àêñèîìû äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñ.ñ.,
åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä öåïè Ìàðêîâà èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ â êàêîå-
ëèáî äðóãîå ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì.

Âîçìîæíûå ïåðåõîäû â ìàðêîâñêîé öåïè èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿ-
íèå è èõ âåðîÿòíîñòè èçîáðàæàþò ñ ïîìîùüþ ãðàôà ñîñòîÿíèé .
Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð âåðøèí â âèäå êâàäðàòèêîâ íà ïëîñ-
êîñòè è ñîåäèíÿþùèõ èõ äóã â âèäå ñòðåëîê ïðîèçâîëüíîé ôîðìû
(ðèñ. 12.3). Ðàñïîëîæåíèå âåðøèí íà ïëîñêîñòè òîæå ïðîèçâîëüíî.
Âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè, à äóãà, ñîåäè-
íÿþùàÿ äâå âåðøèíû, ïîêàçûâàåò ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîìó
îòâå÷àåò îäíà èç ýòèõ âåðøèí, â ñîñòîÿíèå, êîòîðûì ïîìå÷åíà äðóãàÿ
âåðøèíà è íà êîòîðóþ óêàçûâàåò ñòðåëêà. Íàä äóãîé ïðîñòàâëÿåò-
ñÿ âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïåðåõîäà. Ïðàâäà, åñëè ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà
íóëþ, òî äóãà âîîáùå íå ðèñóåòñÿ.

A1 A2p11 p22

p12

p21

Ðèñ. 12.3: Ãðàô öåïè Ìàðêîâà ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ â òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé,
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðîé öåïü Ìàðêîâà íàõî-
äèòñÿ â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè â òîì èëè èíîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ââåäåì âåðîÿòíîñòü pi(t) = P (X(t) = Ai) ïðå-
áûâàíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè â ñîñòîÿíèè Ai. Ýòè âåðîÿòíîñòè
îáðàçóþò âåêòîð (âåêòîð-ñòðîêó!) p(t) = (p1(t), . . . , pN (t)), êîòîðûé
ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé , à âåê-
òîð p(0) � âåêòîðîì íà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé .

Òåîðåìà 12.4. Äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

p(n) = p(0)P(n) = p(0)Pn. (12.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (X(n) = Aj) =
N∑

i=1

P (Ai
n−→ Aj/X(0) = Ai)P (X(0) = Ai).

Â ñèëó ìàðêîâîñòè ïðîöåññà ôèãóðèðóþùàÿ çäåñü óñëîâíàÿ âåðîÿò-
íîñòü ðàâíà áåçóñëîâíîé, è ìû ïîëó÷àåì

P (X(n) = Aj) =
N∑

i=1

P (X(0) = Ai)P (Ai
n−→ Aj),

èëè

Pj(n) =
N∑

i=1

pi(0)Pij(n),

÷ò�î ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (12.3).

Äîñòîâåðíîñòü ñ.ñ., çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì, ÷òî öåïü Ìàðêîâà íà-
õîäèòñÿ â îäíîì èç ñâîèõ ñîñòîÿíèé, ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

N∑
i=i

pi(n) = 1.

Ïðèìåð 12.2. Àïïàðàòóðà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç òðåõ
ñîñòîÿíèé: A1 = ¾Èñïðàâíà¿, A2 = ¾Áàðàõëèò¿, A3 = ¾Â ðåìîíòå¿.
Ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ çà îäèí øàã èìååò âèä:

P =


0,7 0,3 0

0,1 0,4 0,5

0,7 0,2 0,1

 .

Íàéòè âåêòîð âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ÷åðåç äâà øàãà, åñëè âåê-
òîð íà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàâåí

p(0) = (0,8; 0,1; 0,1).
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A1 A2

A3

0,7 0,4

0,3

0,1

0,1

0,7 0,5 0,2

Ðèñ. 12.4: Ãðàô ñîñòîÿíèé äëÿ ïðèìåðà 12.2

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå (12.3) ïîëó÷àåì

p(2) = p(0)P2.

Íî

P2 = P ·P =

=


0,7 0,3 0

0,1 0,4 0,5

0,7 0,2 0,1




0,7 0,3 0

0,1 0,4 0,5

0,7 0,2 0,1

 =


0,52 0,33 0,15

0,46 0,29 0,25

0,58 0,31 0,11


è

p(2) = (0,8; 0,1; 0,1)


0,52 0,33 0,15

0,46 0,29 0,25

0,58 0,31 0,11

 = (0,520; 0,324; 0,156).

Òåîðåìà 12.5. Äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

p(t + τ) = p(t)P(τ), (12.4)
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ãäå P(τ) = {Pij(τ)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

P (X(t + τ) = Ai) =
N∑

j=1

P (X(t + τ) = Ai/X(t) = Aj)P (X(t) = Aj),

êîòîðîå â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïðîöåññà ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

pi(t + τ) =
N∑

j=1

pj(t)Pji(τ),

ðàâíîñèëüíîé äîêàçûâàåìîé.

Òåîðåìà 12.6. Äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì âåê-
òîð âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé p(t) óäîâëåòâîðÿåò âåêòîðíî-ìàòðè-
÷íîìó óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà

p′(t) = p(t)Λ, (12.5)

ãäå

Λ = lim
τ→0+0

P(τ)− E

τ
,

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (12.4) èìååì

p(t + τ)− p(t) = p(t)[P(τ)− E].

Äåëÿ íà τ è óñòðåìëÿÿ τ ê íóëþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà.

Ìàòðèöà Λ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõî-
äîâ . Åå ýëåìåíò λij ïðè i 6= j íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïå-

ðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ Ai â ñîñòîÿíèå Aj : Pij(τ) = λijτ + o(τ).
Ýëåìåíò λii ìàòðèöû Λ íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ óõîäà èç

ñîñòîÿíèÿ Ai: 1− Pii(τ) = −λiiτ + o(τ).



Ëåêöèÿ 12. Íåêîòîðûå òèïû ñ.ï. 168

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒÅÉ

1◦. Èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ íåîòðèöàòåëüíû: λij ≥ 0 (i 6= j).

Äåéñòâèòåëüíî, λij ≈ Pij(τ)/τ è τ > 0.

2◦. Èíòåíñèâíîñòè óõîäîâ íåïîëîæèòåëüíû: λii ≤ 0.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, λii ≈
Pii(τ)− 1

τ
è τ > 0.

3◦. Èíòåíñèâíîñòè λij êîíå÷íû.

4◦. Ñóììà ïåðåõîäîâ è óõîäà èç ñîñòîÿíèÿ Ai ðàâíà íóëþ:

N∑
j=1

λij = 0.

Òàê êàê ∑
i6=j

Pij(τ) + Pii(τ) = 1,

òî
N∑

j=1

λij ≈
1
τ

∑
i6=j

Pij(τ) + Pii(τ)− 1

 = 0.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìàðêîâñêóþ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì
èçîáðàæàþò â âèäå ãðàôà èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ , êîòîðûé
îòëè÷àåòñÿ îò ãðàôà ñîñòîÿíèé òåì, ÷òî âìåñòî âåðîÿòíîñòåé ïåðåõî-
äîâ èñïîëüçóþòñÿ èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ è ãðàô íå èìååò ïåòåëü
(äóã, âõîäÿùèõ â òó æå âåðøèíó, èç êîòîðîé îíè âûõîäÿò), òî åñòü
èíòåíñèâíîñòè óõîäà íå îáîçíà÷àþòñÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ åùå ñóçèì êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ
öåïåé Ìàðêîâà óñëîâèåì îðäèíàðíîñòè , êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â
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A1 A2

λ12

λ21

Ðèñ. 12.5: Ãðàô èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ äëÿ äâóõ ñîñòîÿíèé

òîì, ÷òî ìàðêîâñêàÿ öåïü â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè íå ìî-
æåò èçìåíèòü ñâîå ñîñòîÿíèå áîëåå ÷åì îäèí ðàç.



Ëåêöèÿ 13

Ïîâåäåíèå ìàðêîâñêîé öåïè

íà áåñêîíå÷íîñòè

13.1 Ïðîöåññ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè

Î÷åíü âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ ìàðêîâñêèõ öåïåé èãðàåò ïðî-
öåññ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè . È õîòÿ ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìî-
äåëüþ ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîåé áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè, îí ïðèìåíÿ-
åòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ ïîä
¾ðîæäåíèåì îñîáè¿, íàïðèìåð, ìîæíî ïîíèìàòü âîçíèêíîâåíèå çà-
êàçà íà ðåìîíò êàêîãî-ëèáî óñòðîéñòâà, à ïîä ¾ãèáåëüþ¿ � óñïåøíîå
çàâåðøåíèå âûïîëíåíèÿ çàêàçà.

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ áèîëîãè÷åñêàÿ ïîïóëÿöèÿ, êîëè÷åñòâî îñîáåé
(îáúåì ïîïóëÿöèè) êîòîðîé íèêîãäà íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà N . Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ïîïóëÿöèÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè Ai, åñëè åå îáúåì
ðàâåí i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ñîñòîÿíèÿ Ai ïîïóëÿöèÿ ìîæåò ïåðåé-
òè òîëüêî ëèáî â ñîñòîÿíèå Ai+1 (ðîæäåíèå îñîáè), ëèáî â ñîñòîÿíèå
Ai−1 (åå ãèáåëü). Íàïîìíþ, ÷òî ïðîöåññ ìû ñ÷èòàåì îðäèíàðíûì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λi èíòåíñèâíîñòü ðàçìíîæåíèÿ ïîïóëÿöèè
(ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçìíîæåíèå â ïîïóëÿöèè îáúåìà
i), à ÷åðåç µj � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè . Ãðàô èíòåíñèâíîñòåé
ïåðåõîäîâ äëÿ äàííîé ìàðêîâñêîé öåïè ïîêàçàí íà ðèñ. 13.1,

170
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. . .

. . .

. . .

. . .

λ0

µ1

λ1

µ2

λi−1

µi

λi

µi+1

λN−1

µN

A0 A1 Ai AN

Ðèñ. 13.1: Ãðàô ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè

à ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ èìååò âèä

Λ =


−λ0 λ0 0 . . . 0

µ1 −(λ1 + µ1) λ1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . −µN

 .

Ïî ýòîé ìàòðèöå íåòðóäíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà (12.5).

Ïðèìåð 13.1. Îñöèëëîãðàô ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ
ñîñòîÿíèé: A0 = ¾Èñïðàâåí¿ è A1 =¾Ðåìîíòèðóåòñÿ¿, ïðè÷åì, èí-
òåíñèâíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ A0 â ñîñòîÿíèå A1 ðàâíà λ > 0,
à èíòåíñèâíîñòü îáðàòíîãî ïåðåõîäà ðàâíà µ > 0. Ñ÷èòàÿ ïðîöåññ
îòêàçîâ îñöèëëîãðàôà è åãî âîññòàíîâëåíèé ïðîöåññîì ðàçìíîæå-
íèÿ è ãèáåëè, äëÿ âåêòîðà íà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé p(0) = (1; 0)
íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðî-
âà.

Ðåøåíèå. Ãðàô èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ äàííîé ìàðêîâñêîé öåïè
ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé èìååò âèä,
èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 13.2.

Î÷åâèäíî, îáúåì ïîïóëÿöèè â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí N = 1 è ïî-
ýòîìó, òàê êàê

Λ =

(
−λ λ

µ −µ

)
,
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A0 A1

λ

µ

Ðèñ. 13.2: Ê çàäà÷å îá îñöèëëîãðàôå

óðàâíåíèå (12.5) ïðèíèìàåò âèä

p′(t) = p

(
−λ λ

µ −µ

)
, (13.1)

ãäå p(t) = (p0(t), p1(t)), èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå{
p′0 = −λp0 + µp1,

p′1 = λp0 − µp1.

Ýòî � íîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. ×òîáû ïîëó÷èòü åå
ðåøåíèå, íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ñèñòåìû

A = ΛT =

(
−λ µ

λ −µ

)
,

ðåøàÿ äëÿ íåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (E � åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà)

|A− κE| =

∣∣∣∣∣ −λ− κ µ

λ −µ− κ

∣∣∣∣∣ = λµ + (λ + µ)κ + κ2 − λµ =

= κ2 + (λ + µ)κ = κ(κ + (λ + µ)) = 0.

Åãî êîðíè: κ1 = 0, κ2 = −(λ + µ). Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå
âåêòîðû s1 è s1 ìàòðèöû ñèñòåìû íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé âèäà

(A− κiE)si, i = 1, 2.
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Ïóñòü, íàïðèìåð, sT
1 = (u1, u2). Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ κ1:{
−λu1 + µu2 = 0,

λu1 − µu2 = 0.

Âòîðîå óðàâíåíèå ìîæíî îòáðîñèòü, à ïåðâîå áóäåò âûðàæàòü ðåøå-
íèå ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü ÷àñòíîå ðåøåíèå u1 = µ, u2 = λ
è ñîñòàâèòü èç íåãî òðåáóåìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð s1T = (µ, λ).

Ïóñòü sT
2 = (v1, v2). Ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîðíþ

κ2, èìååò âèä {
µv1 + µv2 = 0,

λv1 + λv2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, v1 = −v2 è ìîæíî âçÿòü sT
2 = (−1; 1).

Ñîñòàâëÿåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.1):

pT (t) = C1s1e
κ1t + C2s2e

κ2t = C1

(
µ

λ

)
+ C2

(
−1

1

)
e−(λ+µ)t,

êîòîðîå â êîìïîíåíòíîé ôîðìå èìååò âèä

p0(t) = C1µ− C2e
−(λ+µ)t,

p1(t) = C1λ + C2e
−(λ+µ)t.

Òåïåðü ó÷òåì âåêòîð íà÷àëüíûõ âåðîÿòíîñòåé:

p0(0) = C1µ− C2 = 1,

p1(0) = C1λ + C2 = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì

C1 =
1

λ + µ
, C2 = − λ

λ + µ
.
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

p0(t) =
µ

λ + µ
+

λ

λ + µ
e−(λ+µ)t,

p1(t) =
λ

λ + µ
− λ

λ + µ
e−(λ+µ)t.

13.2 Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè

Íà ïðàêòèêå ëþáîé äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ â íà÷àëå ñâîåãî ðàçâèòèÿ
èìååò ôàçó ïåðåõîäíîãî ðåæèìà, à çàòåì � ôàçó óñòîé÷èâîé, ñòàöèî-
íàðíîé ýâîëþöèè. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ìàðêîâñêèì ïðîöåññàì, íî ôàçà
èõ ñòàöèîíàðíîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ â ñèëó èõ ñïåöèôè÷åñêîé âåðî-
ÿòíîñòíîé ïðèðîäû ñòàöèîíàðíîñòüþ âåêòîðà âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-
íèé. Âîîáùå, âåêòîð p(t) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì , èëè ñòàöè-
îíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé , åñëè îí íå ìåíÿåòñÿ
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òî åñòü

p(t)) ≡ p = (p1, . . . , pN ),
N∑

i=1

pi = 1.

Òåîðåìà 13.1. Äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ñòàöè-
îíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé

p = pP,

N∑
i=1

pi = 1, (13.2)

à äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì � ñèñòåìîé

pΛ = 0,

N∑
i=1

pi = 1. (13.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (12.3) ïðè n = 1 è p(1) = p(0) ≡ p
ïîëó÷àåì ïåðâîå äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî, à èç ôîðìóëû (12.5) ïðè
p′(t) ≡ 0, p(t) ≡ p � âòîðîå.

Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà (13.2) è (13.3) ñ ðàâåíñòâàìè (12.3) è (12.5)
ñîîòâåòñòâåííî, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè â ìàðêîâ-
ñêîé öåïè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êàêèì áû îá-
ðàçîì öåïü íè ïåðåõîäèëà èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå, âåðîÿòíîñòè
ýòèõ ñîñòîÿíèé óæå èçìåíèòüñÿ íå ìîãóò.

Ïðèìåð 13.2. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
äëÿ ïðèìåðà 12.2.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (13.2):
−0,3p1 + 0,1p2 + 0,7p3 = 0,

0,3p1 − 0,6p2 + 0,2p3 = 0,

0,5p2 − 0,9p3 = 0,

p1 + p2 + p3 = 1.

Åñëè ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñëîæèòü, òî ïîëó÷èòñÿ òîæäåñòâî, çíà-
÷èò, ýòè óðàâíåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèìû. Îòáðîñèì ëþáîå èç íèõ, íà-
ïðèìåð, òðåòüå è ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó

−0,3p1 + 0,1p2 + 0,7p3 = 0,

0,3p1 − 0,6p2 + 0,2p3 = 0,

p1 + p2 + p3 = 1,

â êîòîðîé ëèíåéíî çàâèñèìûõ óðàâíåíèé óæå íå áóäåò (åå ãëàâíûé
îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ). Ðåøàÿ åå, íàõîäèì ñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé:

p =
(

44
86

,
27
86

,
15
86

)
.
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Ïðèìåð 13.3. Äëÿ ïðèìåðà 13.1 íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (13.3) èìååò âèä

pΛ = (p0, p1)

(
−λ λ

µ −µ

)
= 0, p0 + p1 = 1,

èëè 
−λp0 + µp1 = 0,

λp0 − µp1 = 0,

p0 + p1 = 1.

È ýòà ñèñòåìà â ñèëó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè åå óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ
ê áîëåå ïðîñòîé ôîðìå:{

−λp0 + µp1 = 0,

p0 + p1 = 1.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

p = (p0, p1) =
(

µ

λ + µ
,

λ

λ + µ

)
,

äàþùèé è ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

13.3 Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè

Îñòàåòñÿ íåâûÿñíåííûì âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì ìàðêîâñêàÿ öåïü ìî-
æåò ïðèäòè ê ñâîåìó ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé.
Íà ïðàêòèêå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî ïðîèñõîäèò ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè, ïðè÷åì, èíîãäà äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî. Ïîýòîìó åñòü ñìûñë
ðàññìîòðåòü ïðåäåë âåêòîðà âåðîÿòíîñòåé

p̃ = (p̃1, . . . , p̃N ) = lim
t→∞

p(t),
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êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé èëè
ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé . Èç-çà òîãî, ÷òî
ïðåäåë ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü, â ñëó÷àå, åñëè îí ñóùåñòâóåò, öåïü
Ìàðêîâà íàçûâàþò ýðãîäè÷åñêîé . Òàêèì îáðàçîì, íóæíî íàéòè
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ìàð-
êîâñêîé öåïè ñîâïàäàåò ñ åå ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðàôîì ñî-
ñòîÿíèé è ãðàôîì èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ, ïðè÷åì, ìû áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå êàñàåòñÿ ãðàôà ìàðêîâñêîé öåïè, åñëè îíî
áóäåò ñïðàâåäëèâî ïî îòíîøåíèþ ê îáîèì íàçâàííûì ãðàôàì.

Ñîñòîÿíèå Ai ãðàôà ìàðêîâñêîé öåïè íàçîâåì íåñóùåñòâåí-

íûì , åñëè â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå Aj , ÷òî èç Ai â Aj

ïåðåéòè ïî äóãàì ìîæíî, à èç Aj â Ai � íåëüçÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñîñòîÿíèå Ai íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì . Äâà ñîñòîÿíèÿ Ai è Aj

íàçûâàþòñÿ ñîîáùàþùèìèñÿ , åñëè èç Ai ìîæíî ïåðåéòè â Aj , à
èç Aj � â Ai.

Íà ðèñ. 13.3 ñîñòîÿíèÿ A1 è A2 � íåñóùåñòâåííûå, òàê êàê èç
íèõ ìîæíî ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå A4, à îáðàòíî � íåëüçÿ. Â òî æå âðå-
ìÿ ñîñòîÿíèÿ A1, A2 � ñîîáùàþùèåñÿ, òàê æå, êàê è ñóùåñòâåííûå
ñîñòîÿíèÿ A3, A4. Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ è ñîñòîÿíèå A5.

A1 A2

A3 A4

A5

Ðèñ. 13.3: Ê êëàññèôèêàöèè ñîñòîÿíèé

Òåîðåìà 13.2. Åñëè Ai � íåñóùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå, òî

lim
t→∞

pi(t) = 0.
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Ñìûñë ýòîãî óòâåðæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, ïîêèíóâ íåñó-
ùåñòâåííîå ñîñòîÿíèå, ìàðêîâñêàÿ öåïü íèêîãäà â íåãî óæå íå âåð-
íåòñÿ.

Òåîðåìà 13.3. ×òîáû ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòî-
ÿíèé è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì èìåëà åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ñîâïàäàþùåå ñ ïðåäåëüíûì, íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå ñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñîîáùà-
ëèñü ìåæäó ñîáîé.

Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå â ïðèìåðå 13.3 ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ è ïðåäåëüíûì, òàê êàê ñîñòîÿíèÿ ãðàôà èí-
òåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ, êàê âèäíî èç ðèñ. 13.2, ñóùåñòâåííû è ñîîá-
ùàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Ñîñòîÿíèå ìàðêîâñêîé öåïè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì íàçûâàåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèì , åñëè â íåãî ìîæíî âåðíóòüñÿ òîëüêî çà ÷èñëî øà-
ãîâ, êðàòíîå îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó d > 1, íàçûâàåìîìó ïåðèîäîì
ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ íåïåðè-
îäè÷åñêèì .

Òåîðåìà 13.4. ×òîáû ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿ-
íèé è äèñêðåòíûì âðåìåíåì èìåëà åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ñîâïàäàþùåå ñ ïðåäåëüíûì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå ñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ áûëè íåïåðèî-
äè÷åñêèìè è ñîîáùàëèñü ìåæäó ñîáîé.

Â ïðèìåðå 12.2 â êàæäîå ñîñòîÿíèå ìàðêîâñêîé öåïè ìîæíî âåð-
íóòüñÿ çà ëþáîå ÷èñëî øàãîâ (ñì. ðèñ. 12.4) è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå åå
ñîñòîÿíèÿ íåïåðèîäè÷åñêèå. Êðîìå òîãî, îíè ñóùåñòâåííûå è ñîîá-
ùàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé, íàéäåííîå â ïðèìåðå 13.2, ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïðåäåëü-
íûì.

Ïðèìåð 13.4. Íàéòè ïðåäåëüíîå (ñòàöèîíàðíîå) ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé äëÿ ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè.
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Ðåøåíèå. Êàê ïîêàçûâàåò ãðàô èíòåíñèâíîñòåé ýòîãî ïðîöåññà (ðèñ.
13.1), âñå åãî ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâåííû è ñîîáùàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîâïàäàåò
ñî ñòàöèîíàðíûì. Íàéäåì ïîñëåäíåå, ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (13.2).
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôðàãìåíò óïîìÿíóòîãî ãðàôà èíòåíñèâíî-
ñòåé, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 13.4. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ôðàãìåíò ìàòðèöû

. . . . . .

λi−2 λi−1 λi λi+1

µi−1 µi µi+1 µi+2

Ai−2 Ai−1 Ai Ai+1 Ai+2

Ðèñ. 13.4: Ôðàãìåíò ãðàôà ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè

èíòåíñèâíîñòåé âèäà

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

· · · µi−1 −(λi−1 + µi−1) λi−1 0 0 · · ·
· · · 0 µi −(λi + µi) λi 0 · · ·
· · · 0 0 µi+1 −(λi+1 + µi+1) λi+1 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Â ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû (13.3) óìíîæåíèå âåêòîðà p = (p0, . . . , pN )
íà i-é ñòîëáåö ìàòðèöû Λ äàåò i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû âèäà

λi−1pi−1 − (λi + µi)pi + µi+1pi+1 = 0,

èëè
λi−1pi−1 − µipi = λipi − µi+1pi+1. (13.4)

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó gi = λi−1pi−1 − µipi, ïðè÷åì, ïîëîæèì g0 =
= λ−1p−1 − µ0p0 = 0, âïîëíå åñòåñòâåííî ñ÷èòàÿ, ÷òî λ−1 = p−1 =
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= µ0 = 0. Èç óðàâíåíèÿ (13.4) ïîëó÷àåì, ÷òî gi = gi+1, è, çíà÷èò,
gN = · · · = g1 = g0 = 0. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû gi òîãäà äàåò ðàâåí-
ñòâà λi−1pi−1 = µipi, îòêóäà

pi =
λi−1

µi
pi−1 =

λ0 · · ·λi−1

µ1 · · ·µi
p0,

èëè

pi =
i−1∏
j=0

λj

µj+1
p0; i = 1, N ; (13.5)

ãäå
m∏

k=1

ak = a1a2 · · · am.

Âåðîÿòíîñòü p0 íàéäåì èç óñëîâèÿ
∑N

i=0 pi = 1, êîòîðîå â äàííîì
ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä1 +

N∑
i=1

i−1∏
j=0

λj

µj+1

 p0 = 1

Òîãäà

p0 =

1 +
N∑

i=1

i−1∏
j=0

λj

µj+1

−1

. (13.6)

Ôîðìóëû (13.6) è (13.5) è äàþò ñòàöèîíàðíîå è ïðåäåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè.



Ëåêöèÿ 14

Êîððåëÿöèîííàÿ òåîðèÿ

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

14.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Êîððåëÿöèîííàÿ òåîðèÿ çàíèìàåòñÿ àíàëèçîì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
îñíîâàííîì òîëüêî íà äâóõ èõ õàðàêòåðèñòèêàõ: ìàòåìàòè÷åñêîì îæè-
äàíèè è êîâàðèàöèîííîé (êîððåëÿöèîííîé) ôóíêöèè.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñ.ï. X(t) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ïðè
t → t0 ê ñ.â. X0 è ïèøóò

X0 = l.i.m.
t→t0

X(t),

åñëè
lim
t→t0

M[X(t)−X0]2 = 0.

Ñ.ï. X(t) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì â
òî÷êå t0, åñëè

l.i.m.
t→t0

X(t) = X(t0).

Òåîðåìà 14.1. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñ.ï. X(t)
â èíòåðâàëå (a, b) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå m(t) áûëî íåïðåðûâíî â ýòîì èíòåðâàëå, à êîâàðè-
àöèîííàÿ ôóíêöèÿ K(t1, t2) áûëà íåïðåðûâíà íà äèàãîíàëè t1 = t2 =
= t ∈ (a, b).

181
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14.2 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñ.ï.

Ïðîèçâîäíîé ñ.ï. X(t) íàçûâàåòñÿ ñ.ï. X ′(t), îïðåäåëÿåìûé ôîð-
ìóëîé

X ′(t) = l.i.m.
∆t→0

X(t + ∆t)−X(t)
∆t

. (14.1)

Òåîðåìà 14.2. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ.ï. X(t) íà èíòåðâàëå
(a, b) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå m(t) áûëî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé â (a, b) è êîâàðèàöè-
îííàÿ ôóíêöèÿ èìåëà âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t1 è t2 íà
äèàãîíàëè t1 = t2 = t ∈ (a, b).

Â ýòîì ñëó÷àå

mX′(t) = m
′
X(t), KX′(t1, t2) =

∂2KX(t1, t2)
∂t1∂t2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà (14.1):

MX ′(t) = M
[
l.i.m.
∆t→0

X(t + ∆t)−X(t)
∆t

]
=

= l.i.m.
∆t→0

M[X(t + ∆t)]−MX(t)
∆t

=

= l.i.m.
∆t→0

mX(t + ∆t)−mX(t)
∆t

= m′
X(t).

Îáîñíîâàííîñòü ïåðåñòàíîâêè îïåðàöèé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
è ïðåäåëà â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè,

óæå äîêàçàííóþ ïåðâóþ ÷àñòü äàííîé òåîðåìû è îáîçíà÷åíèå
◦
X=

= X(t)−MX(t), ïîëó÷àåì

KX′(t1, t2) = M[
◦

X ′ (t1)
◦

X ′ (t2)] = M
∂2[

◦
X (t1)

◦
X (t2)]

∂t1∂t2
=

=
∂2M[

◦
X (t1)

◦
X (t2)]

∂t1∂t2
=

∂2KX(t1, t2)
∂t1∂t2

.
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Ïðèìåð 14.1. Íà âõîä äèôôåðåíöèðóþùåãî óñòðîéñòâà ïîñòóïàåò
ñ.ï. ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì mX(t) = 3t2 + t è êîâàðèàöèîí-
íîé ôóíêöèåé

KX(t1, t2) = σ2e−α|t1−t2|(1 + α|t1 − t2|).

Äèôôåðåíöèðóåì ëè äàííûé ïðîöåññ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì? Íàéòè
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñ.ï. íà âûõîäå äèôôåðåíöè-
ðóþùåãî óñòðîéñòâà.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Î÷åâèäíî, ïðî-
èçâîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ.ï. íà âõîäå óñòðîéñòâà ñóùå-
ñòâóåò è ðàâíà

mX′(t) = (3t2 + t)′ = 6t + 1.

Ïóñòü t1 ≥ t2. Íàéäåì âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ êîâàðèàöè-
îííîé ôóíêöèè èñõîäíîãî ïðîöåññà:

∂KX

∂t1
= −ασ2e−α|t1−t2|(1 + α|t1 − t2|) + ασ2e−α|t1−t2|;

∂2KX

∂t1∂t2
= −α2σ2e−α|t1−t2|(1 + α|t1 − t2|) + 2α2σ2e−α|t1−t2|. (14.2)

Òàêîå æå âûðàæåíèå ïîëó÷èòñÿ ïðè t1 < t2. Ïîýòîìó êîâàðèàöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ KX′(t1, t2) ïðîöåññà íà âûõîäå óñòðîéñòâà âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé (14.2), à åãî äèñïåðñèÿ ðàâíà âåëè÷èíå

DX ′(t) = KX′(t1, t2)
∣∣
t1=t2=t

=
∂2KX(t1, t2)

∂t1∂t2

∣∣∣∣
t1=t2=t

= α2σ2.
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14.3 Èíòåãðèðîâàíèå ñ.ï.

Èíòåãðàëîì â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì îò ñ.ï. X(t) â ïðåäåëàõ îò
t1 äî t2 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

t2∫
t1

X(t)dt = l.i.m.
n→∞

n∑
i=1

X(si)∆si,

åñëè ïðåäåë, êîòîðûé áåðåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî max
i
|∆si| → 0,

ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [t1, t2] íà ÷àñòè
òî÷êàìè s0 = t1, s1, . . . , sn = t2, ∆si = si − si−1.

Òåîðåìà 14.3. Åñëè ñ.ï. Y (t) ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì â ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîì ñ.ï. X(t):

Y (t) =

t∫
0

X(s)ds,

òî åãî ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

mY (t) =

t∫
0

mX(s)ds, KY (t1, t2) =

t1∫
0

t2∫
0

KX(s1, s2)ds1ds2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

mY (t) = M l.i.m.
n→∞

n∑
i=1

X(si)∆si = lim
n→∞

n∑
i=1

MX(si)∆si =

= lim
n→∞

n∑
i=1

m(si)∆si =

t∫
0

mX(s)ds
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(çàêîííîñòü ïåðåñòàíîâêè çíàêîâ M è l.i.m. îñòàâëÿåì áåç äîêàçà-
òåëüñòâà). Àíàëîãè÷íî

KY (t1, t2) = M
◦
Y (t1)

◦
Y (t2) = M

t1∫
0

◦
X (s1)ds1

t2∫
0

◦
X (s2)ds2 =

=

t1∫
0

t2∫
0

M
◦
X (s1)

◦
X (s2)ds1ds2 =

t1∫
0

t2∫
0

KX(s1, s2)ds1ds2.

Ïðèìåð 14.2. Íà RC-öåïî÷êó (ðèñ. 14.1), ïîäàåòñÿ ñëó÷àéíîå íà-
ïðÿæåíèå X(t) ñ õàðàêòåðèñòèêàìè mX(t) = 2t è KX(t1, t2) =
= 4t1t2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, êîâàðèàöèîííóþ ôóíê-
öèþ è äèñïåðñèþ íàïðÿæåíèÿ Y (t) íà âûõîäå RC-öåïî÷êè.

X(t) Y (t)
R

C

Ðèñ. 14.1: RC-öåïî÷êà

Ðåøåíèå. Åñëè áû íà âõîä RC-öåïî÷êè ïîäàâàëîñü äåòåðìèíèðîâàí-
íîå íàïðÿæåíèå x(t), òî íà âûõîäå ïîëó÷àëîñü áû äåòåðìèíèðîâàí-
íîå íàïðÿæåíèå y(t). Çàðÿä Q êîíäåíñàòîðà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åãî
åìêîñòè è íàïðÿæåíèÿ íà åãî îáêëàäêàõ: Q = Cy, à òîê ÿâëÿåòñÿ
ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ çàðÿäà êîíäåíñàòîðà: i = dQ

dt = C dy
dt . Ñóììà

ïàäåíèé íàïðÿæåíèé íà ðåçèñòîðå è êîíäåíñàòîðå ðàâíà âõîäíîìó
íàïðÿæåíèþ: Ri + y = x, ïîýòîìó RC dy

dt + y = x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå:

ẏ + βy = βx, β = (RC)−1. (14.3)
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Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíî, ðåøèì åãî ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè
y(t) = u(t)v(t) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè y(0) = 0. Ïîäñòàíîâêà ïðè-
âîäèò ê óðàâíåíèþ

u̇v + uv̇ + βuv = βx,

èëè
u̇v + u(v̇ + βv) = βx.

Ïîäáèðàÿ ôóíêöèþ v òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíÿëîñü
íóëþ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

v̇ + βv = 0,

u̇v = βx.

Ðåøàåì ïåðâîå èç íèõ, ïîëó÷àåì v(t) = e−βt è ïîäñòàâëÿåì ýòó ôóíê-
öèþ âî âòîðîå óðàâíåíèå âìåñòî v:

u̇ = βxeβt.

Òîãäà ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, î÷åâèäíî, ìîæíî âûðàçèòü
ôîðìóëîé

u(t) = β

t∫
0

x(τ)eβτdτ,

à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14.3) � ôîðìóëîé

y(t) = βe−βt

t∫
0

x(τ)eβτdτ.

Ìû âèäèì, ÷òî íàïðÿæåíèå íà âûõîäå RC-öåïî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîèíòåãðèðîâàííîå ñ ¾âåñîì¿ eβtâõîäíîå íàïðÿæåíèå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû òåîðåìû 14.3 è ÷èñëîâûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ñ.ï. íà âûõîäå óñòðîéñòâà ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè:

mY (t) = βe−βt

t∫
0

mX(τ)eβτdτ = 2βe−βt

t∫
0

τeβτdτ =
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=< u = τ, dv = eβτdτ, du = dτ, v = eβτ/β >=

= 2βe−βt

 τ

β
eβτ

∣∣∣∣t
0

− 1
β

t∫
0

eβτdτ

 =

= 2βe−βt

(
t

β
eβt − 1

β2
eβτ

∣∣∣∣t
0

)
=

= 2βe−βt

(
t

β
eβt − 1

β2
eβt +

1
β2

)
= 2

[
t− 1

β

(
1− e−βt

)]
;

KY (t1, t2) = 4β2e−β(t1+t2)

t1∫
0

s1e
βs1ds1

t2∫
0

s2e
βs2ds2 =

= 4
[
t1 −

1
β

(
1− e−βt1

)] [
t2 −

1
β

(
1− e−βt2

)]
.

14.4 Ñòàöèîíàðíûé ñ.ï.

Ñ.ï. íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì (â øèðîêîì ñìûñëå), åñëè åãî
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîñòîÿííî, à êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ çà-
âèñèò ëèøü îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ:

KX(t, t + τ) = KX(τ).

Î÷åâèäíî, ÷òî äèñïåðñèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà òîæå ïîñòîÿííà:
DX = KX(t, t) = KX(0).

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÊÎÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ Ñ.Ï.

1◦. Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñ.ï. ÷åòíà:

KX(τ) = KX(−τ).

2◦. |KX(τ)| ≤ KX(0) = DX.
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Òåîðåìà 14.4. Åñëè X(t) � ñòàöèîíàðíûé äèôôåðåíöèðóåìûé ñ.ï.
è Y (t) = X ′(t), òî Y (t) � òîæå ñòàöèîíàðíûé ñ.ï., ïðè÷åì,

mY (t) = 0, KY (τ) = − d2

dτ2
KX(τ).

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ.ï. X(t) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ñóùåñòâîâàëà äèñïåðñèÿ ñ.ï. X ′(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòàöèîíàðíîãî
ñ.ï. ïîñòîÿííî, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 14.2 äëÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ñ.ï. X ′(t) ïîëó÷àåì

mX′ = (mX)′ = 0.

Ïóñòü τ = t2− t1, òîãäà ∂τ
∂t1

= −1, ∂τ
∂t2

= 1 è, ñíîâà èñïîëüçóÿ òåîðåìó
14.2, íàõîäèì, ÷òî

KX′(τ) =
∂

∂t1

∂

∂t2
[KX(t2 − t1)] =

∂

∂t1

[
∂KX(τ)

∂τ
· ∂τ

∂t2

]
=

=
∂2KX(τ)

∂τ2
· ∂τ

∂t1
= −∂2KX(τ)

∂τ2
.

Ñ ó÷åòîì ñòàöèîíàðíîñòè ñ.ï. è â ñèëó òåîðåìû 14.2 ñ.ï. X ′(t) áóäåò
äèôôåðåíöèðóåì, åñëè åãî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðîèç-
âîäíóþ â íóëå:

KY (0) = −∂2KX(τ)
∂τ2

∣∣∣∣
τ=0

.

Íî DX ′ = KY (0), ÷ò�î äîêàçûâàåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðèìåð 14.3. Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîèçâîäíîé ñòà-
öèîíàðíîãî ñ.ï. X(t), êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî ðàâíà

KX(τ) = σ2
Xe−α2τ2

, α > 0.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ïîëó÷àåì

KX′(τ) = −σ2
X

(
e−α2τ2

)′′
τ

= 2α2σ2
X

(
τe−α2τ2

)′
τ

=

= 2α2σ2
X

(
e−α2τ2 − 2α2τ2e−α2τ2

)
=

= 2α2σ2
X(1− 2α2τ2)e−α2τ2

.



Ëåêöèÿ 15

Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ

15.1 Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

Ñòàöèîíàðíûé ñ.ï. X(t) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íå-

ïðåðûâíûì ñïåêòðîì , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ íå-
ïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ SX(ω), −∞ < ω < ∞, íàçûâàåìàÿ ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòüþ, ÷òî ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû Âèíåðà-Õèí÷èíà:

KX(τ) =
1
2

∞∫
−∞

SX(ω)ejωτdω, SX(ω) =
1
π

∞∫
−∞

KX(τ)e−jωτdτ,

ãäå KX(τ) � êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñ.ï. X(t).
Åñëè ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí, òî SX(ω) ≥ 0, SX(−ω) = SX(ω) (÷åò-

íîñòü ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè).
Î÷åâèäíî, äèñïåðñèÿ òàêîãî ñ.ï. ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîð-

ìóëå

DX = KX(0) =

∞∫
0

SX(ω)dω.

Ýôôåêòèâíîé øèðèíîé ñïåêòðà ∆ω íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

∆ω =
1

max
ω

SX(ω)

∞∫
−∞

SX(ω)dω =
2σ2

X

max
ω

SX(ω)
,

190
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à ñðåäíèì èíòåðâàëîì êîððåëÿöèè ∆τ � âåëè÷èíà

∆τ =
2

σ2
X

∞∫
0

|KX(τ)|dτ.

Ãåîìåòðè÷åñêè ∆τ (ñîîòâåòñòâåííî ∆ω) ðàâåí îñíîâàíèþ ïðÿìî-
óãîëüíèêà ñ âûñîòîé 1 (ñ âûñîòîé max

ω
SX(ω)), ïëîùàäü êîòîðîãî

ðàâíà ïëîùàäè ïîä êðèâîé |rX(τ)| (ïëîùàäè ïîä êðèâîé SX(ω)).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∆τ è ∆ω ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì ∆τ ·∆ω ≥

≥ 2π, êîòîðîå îáû÷íî íàçûâàþò ¾ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòè¿.
Åãî ñìûñë çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, ÷åì �óæå øèðèíà ñïåêòðà ñòà-

öèîíàðíîãî ñ. ï., òåì øèðå èíòåðâàë êîððåëÿöèè åãî ñå÷åíèé, è íà-
îáîðîò. Ïî-äðóãîìó: øèðèíó ñïåêòðà è èíòåðâàë êîððåëÿöèè íåëüçÿ
óìåíüøèòü îäíîâðåìåííî.

Ïðèìåð 15.1. Ïóñòü KX(τ) = σ2
Xe−α|τ |, α > 0. Íàéòè SX(ω), ∆τ

è ∆ω.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì ñïåêòðàëüíóþ ôóíêöèþ

SX(ω) =
1
π

∞∫
−∞

σ2
Xe−α|τ |e−jωτdτ =

=
σ2

X

π

 ∞∫
0

e−(α+jω)τdτ +

0∫
−∞

e(α−jω)τdτ

 =

=
σ2

X

π

[
− 1

α + jω
e−(α+jω)τ

∣∣∣∣∞
0

+
1

α− jω
e(α−jω)τ

∣∣∣∣0
−∞

]
=

=
σ2

X

π

(
1

α + jω
+

1
α− jω

)
=

σ2
X

π

2α

ω2 + α2
.

Ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà ñïåêòðà ðàâíà

∆ω =
2σ2

X

SX(0)
= 2σ2

X

π

σ2
X

α2

2α
= πα,
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à ñðåäíèé èíòåðâàë êîððåëÿöèè âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

∆τ =
2

σ2
X

σ2
X

∞∫
0

e−ατdτ = − 2
α

e−ατ
∣∣∞
0

=
2
α

.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ¾ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè¿ òîæå âû-
ïîëíÿåòñÿ.

15.2 Ñ.ï. â ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå

Ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó, êî-
òîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

anẏ(n)+an−1ẏ
(n−1)+· · ·+a0y = bmẋ(m)+bm−1ẋ

(m−1)+· · ·+b0x, (15.1)

ãäå x(t) � ðåàëèçàöèÿ âõîäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñ.ï. X(t), y(t) � ðå-
àëèçàöèÿ ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäå ñèñòåìû.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (15.1) ïðèìåì íóëåâûìè:

ẏ(i)(0) = 0, i = 0, n− 1.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ê óðàâíåíèþ (15.1) ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå (ïðè t � 0), ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì [26]

mY =
b0

a0
·mX , SY (ω) = |H(jω)|2SX(ω),

ãäå

H(p) =
bmpm + · · ·+ b0

anpn + · · ·+ a0

� ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à ôóíê-
öèÿ |H(jω)|2 � åå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà .
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Äèñïåðñèÿ íà âûõîäå ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

DY =
1
2

∞∫
−∞

SY (ω)dω =
1
2

∞∫
−∞

|H(jω)|2SX(ω)dω.

Ïðèìåð 15.2. Íà âõîä ñèñòåìû y′′ + 5y′ + 4y = x′ + 4x ïîñòóïàåò
ñòàöèîíàðíûé ñ.ï. X(t) ñ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè mX = m è
êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

KX(τ) = σ2
Xe−α|τ |, α > 0.

Íàéòè ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè íà âûõîäå ñèñòåìû.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûõîäíîãî ñèã-
íàëà:

mY =
1
1
·mX = mX ,

à çàòåì � åãî ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïåðåäà-
òî÷íóþ ôóíêöèþ:

H(p) =
p + 4

p2 + 5p + 4
=

p + 4
(p + 4)(p + 1)

=
1

p + 1
.

è àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåìû:

|H(jω)|2 = H(jω)H(−jω) =
1

1 + jω
· 1
1− jω

=
1

ω2 + 1
.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå áûëî íàéäåíî, ÷òî

SX(ω) = σ2
X

2α

π

1
ω2 + α2

.

Ïîýòîìó

SY (ω) = σ2
X

2α

π

1
(ω2 + α2)(ω2 + 1)

.
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Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ íà âûõîäå ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ èíòå-
ãðàëîì:

KY (τ) =
1
2

∞∫
−∞

SY (ω)ejωτdω = σ2
X

α

π

∞∫
−∞

ejωτ

(ω2 + α2)(ω2 + 1)
dω.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ íà âûõîäå ðàâíà

DY = σ2
X

α

π

∞∫
−∞

dω

(ω2 + α2)(ω2 + 1)
.

Íî
1

(ω2 + α2)(ω2 + 1)
=

1
1− α2

· 1
ω2 + α2

+
1

α2 − 1
· 1
ω2 + 1

è ïîýòîìó

DY =
ασ2

X

π

∞∫
−∞

[
1

1− α2
· 1
ω2 + α2

+
1

α2 − 1
· 1
ω2 + 1

]
dω =

=
ασ2

X

π
· 1
1− α2

(
1
α

arctg
ω

α
− arctg ω

)∣∣∣∣∞
−∞

=

=
ασ2

X

π
· π

1− α2

(
1
α
− 1
)

=
σ2

X

1 + α
.

Òî, ÷òî äèñïåðñèÿ íà âûõîäå â 1+α ðàç ìåíüøå äèñïåðñèè íà âõîäå,
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóþùåé öåïüþ, êîòîðàÿ èìååò ñâîéñòâî ñãëàæèâàòü ñèãíàë.
Ñåé÷àñ ìû îá ýòîì ïîãîâîðèì ïîäðîáíåå.

15.3 Âûäåëåíèå ñèãíàëà èç øóìà

Ïîä ñãëàæèâàíèåì ñòàöèîíàðíîãî ñ.ï. X ïîíèìàåòñÿ ïðèìåíåíèå
ê íåìó ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

Z(t) =

∞∫
−∞

ϕ(s)X(t− s)ds,
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ãäå ϕ(s) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ âåñîâîé , Z(t) � ñãëàæåí-
íûé ñ.ï.

Òåîðåìà 15.1. Ñãëàæåííûé ñ.ï. Z(t) ñòàöèîíàðåí è èìååò ñëåäó-
þùèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè:

MZ(t) = mX

∞∫
−∞

ϕ(s)ds, SZ(ω) = π2SX(ω)S2
ϕ(ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà Z(t):

MZ(t) = M

∞∫
−∞

ϕ(s)X(t− s)ds =

=

∞∫
−∞

ϕ(s)MX(t− s)ds = mX

∞∫
−∞

ϕ(s)ds.

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ðàâíà

KZ(τ) = M[
◦
Z (t + τ)

◦
Z (t)] =

= M

∞∫
−∞

ϕ(s1)
◦
X (t + τ − s1)ds1

∞∫
−∞

ϕ(s2)
◦
X (t− s2)ds2 =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(s1)ϕ(s2)M[
◦
X (t + τ − s1)

◦
X (t− s2)]ds1ds2 =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(s1)ϕ(s2)KX(τ + s2 − s1)ds1ds2.

Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè è ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü:

SZ(ω) =
1
π

∞∫
−∞

KZ(τ)e−jωτdτ =
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=
1
π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(s1)ϕ(s2)KX(τ + s2 − s1)e−jωτds1ds2dτ =

= 〈y = τ + s2 − s1, dy = dτ〉 =

=
1
π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(s1)ϕ(s2)KX(y)e−jω(y+s1−s2)ds1ds2dy =

=
1
π

∞∫
−∞

ϕ(s1)e−jωs1ds1

∞∫
−∞

ϕ(s2)e−(−jωs2)ds2

∞∫
−∞

KX(y)e−jωydy =

= π2Sϕ(ω)Sϕ(−ω)SX(ω).

Îòñþäà â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè ϕ ïîëó÷àåì, ÷òî

SZ(ω) = π2SX(ω)S2
ϕ(ω).

Ïóñòü çàäàí ñòàöèîíàðíûé ñ.ï.

Y (t) = X(t) + ξ(t), (15.2)

ãäå X(t) � ïîëåçíûé ñèãíàë, ξ(t) � øóì, ïðè÷åì, îáà ïðîöåññà è X(t)
è ξ(t) ñòàöèîíàðíû è íåêîððåëèðîâàíû ìåæäó ñîáîé. ×òîáû âûäå-
ëèòü ñèãíàë èç øóìà, ïðèìåíèì ê Y (t) îïåðàöèþ ñãëàæèâàíèÿ. Ïðè
ýòîì âåñîâóþ ôóíêöèþ ϕ(s) ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû, ïî âîçìîæíîñòè,
íå èñêàçèòü ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèãíàëà SX . Èç ðàâåíñòâà
(15.2) òîãäà ïîëó÷èì

π2SY S2
ϕ = π2(SX + Sξ)S2

ϕ.

Ïðèðàâíÿåì ïðàâóþ ÷àñòü ê SX è íàéäåì

S2
ϕ =

SX

π2(SX + Sξ)
. (15.3)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêè ϕ ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé, ÷òîáû ñïåê-
òðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè çàøóìëåííîãî è èñõîäíîãî ñèãíàëà ñîâïà-
ëè.
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Ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà øóìà ñòàíåò ðàâíîé

Sξ = π2SξS
2
ϕ.

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (15.3), ïîëó÷èì

Sξ =
SXSξ

SX + Sξ
.

Âèäíî, ÷òî, åñëè SXSξ ≈ 0, ò.å. ñèãíàë è øóì êîëåáëþòñÿ íà ðàçëè÷-
íûõ ÷àñòîòàõ (à ýòî òàê îáû÷íî è áûâàåò: ñèãíàë � íèçêî÷àñòîòåí, à
øóì � âûñîêî÷àñòîòåí), òî Sξ ≈ 0. Çíà÷èò, è äèñïåðñèÿ ñãëàæåííîãî
øóìà Dξ ≈ 0.

Êðîìå òîãî,

Sξ =
Sξ

Sξ/SX + 1
≤ Sξ,

åñëè Sξ/SX ≥ 0. Ýòî òîæå ãîâîðèò îá óìåíüøåíèè äèñïåðñèè øóìà.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n-êðàòíîì ñãëàæèâàíèè ïðîöåññà (15.2),

ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé

S
(n)
ξ =

SXSξ

SX + nSξ
−→
n→∞

0,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n → ∞ äèñïåðñèÿ øóìà íåîãðàíè÷åííî óìåíü-
øàåòñÿ.



×àñòü III

Òåîðèÿ ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ
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Ëåêöèÿ 16

Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ÑÌÎ

16.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

Ïðåäìåòîì òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå,
àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ ìîäåëåé ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ óäîâëåòâî-
ðåíèåì ìàññîâîãî ñïðîñà íà îáñëóæèâàíèå êàêîãî-ëèáî âèäà, â óñëî-
âèÿõ, êîãäà ñïðîñ è îáñëóæèâàíèå íîñÿò ñëó÷àéíûõ õàðàêòåð. Â êà-
÷åñòâå îáúåêòîâ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ìîæíî íàçâàòü ïðåäïðèÿòèÿ æå-
ëåçíîäîðîæíîãî, àâòîìîáèëüíîãî è âîçäóøíîãî òðàíñïîðòà, òåëåôîí-
íûå ñòàíöèè, ñåòè ÝÂÌ, ïðåäïðèÿòèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è
ìíîãîå äðóãîå. Â ÷àñòíîñòè, íà æåëåçíîäîðîæíîì òðàíñïîðòå ìå-
òîäû òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ðà-
öèîíàëüíîé îðãàíèçàöèè ïîäà÷è âàãîíîâ ïîä ïîãðóçêó è ðàçãðóçêó,
äëÿ ðàñ÷åòà ìîùíîñòåé ïóíêòîâ òåêóùåãî ðåìîíòà âàãîíîâ, äëÿ âû-
áîðà ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà êàññîâûõ àïïàðàòîâ íà âîêçàëàõ è ñòàí-
öèÿõ ìåòðîïîëèòåíà. Åñòåñòâåííî, êàê è â êàæäîé íàóêå, èìååòñÿ
ñîáñòâåííàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåé.

Çàÿâêîé (òðåáîâàíèåì) íàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â îäíîêðàò-
íîì îáñëóæèâàíèè. Íàïðèìåð, âû ñòàëè â î÷åðåäü â æåëåçíîäîðîæ-
íóþ êàññó, çíà÷èò, âû è åñòü çàÿâêà, êîòîðàÿ íóæäàåòñÿ â îáñëóæèâà-
íèè (â ïîêóïêå áèëåòà). Êîðàáëü ïîäîøåë ê ïðè÷àëó äëÿ ïîãðóçêè �
îí è ÿâëÿåòñÿ çàÿâêîé.

Ñèñòåìîé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) íàçûâàåòñÿ ñè-
ñòåìà îáñëóæèâàþùèõ óñòðîéñòâ, íàçûâàåìûõ êàíàëàìè îáñëó-

199
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æèâàíèÿ . Ðàçëè÷àþò îäíî- è ìíîãîêàíàëüíûå ÑÌÎ. Íàïðèìåð,
æåëåçíîäîðîæíûé êàññèð � êàíàë îáñëóæèâàíèÿ, ïðè÷àë â ìîðñêîì
ïîðòó � êàíàë îáñëóæèâàíèÿ.

Ïîñòóïëåíèå çàÿâêè â ÑÌÎ èëè åå óõîä èç ÑÌÎ íàçûâàåòñÿ
ñîáûòèåì . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòóïàþùèõ çàÿâîê íàçûâàåòñÿ
âõîäÿùèì , à óõîäÿùèõ èç ÑÌÎ � âûõîäÿùèì ïîòîêîì çàÿâîê.

Ïóñòü ïîñòóïàþùàÿ çàÿâêà çàñòàåò âñå êàíàëû çàíÿòûìè. Åñëè
îíà, íå äîæèäàÿñü îáñëóæèâàíèÿ, ïîêèäàåò ÑÌÎ, òî ÑÌÎ íàçûâàåò-
ñÿ ÑÌÎ ñ îòêàçàìè ; åñëè æå çàÿâêà ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü, äîæè-
äàÿñü îñâîáîæäåíèÿ îäíîãî èç êàíàëîâ, òî ÑÌÎ íàçûâàåòñÿ ÑÌÎ ñ

î÷åðåäüþ.
Åñëè ÷èñëî ìåñò â î÷åðåäè è âðåìÿ îæèäàíèÿ â íåé îãðàíè÷åíû,

ÑÌÎ îòíîñÿò ê ÑÌÎ ñìåøàííîãî òèïà .
ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé , åñëè èíòåíñèâíîñòü

ïîñòóïàþùåãî ïîòîêà çàÿâîê íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ñàìîé ÑÌÎ;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé . ÑÌÎ ìîãóò îòëè-
÷àòüñÿ ïî òàê íàçûâàåìîé äèñöèïëèíå îáñëóæèâàíèÿ . Â îäíèõ
ÑÌÎ çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ, â äðóãèõ � â
ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå, â òðåòüèõ � íåêîòîðûå çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ
âíå î÷åðåäè (ÑÌÎ ñ ïðèîðèòåòîì) è ò.ä.

16.2 Ïðîñòåéøèé ïîòîê çàÿâîê

Ïîòîê çàÿâîê íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøèì , åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

1) (ñòàöèîíàðíîñòü) âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ îäíîé çàÿâêè çà
âðåìÿ t ðàâíà

λ ·∆t + o(∆t),

ãäå λ � èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàÿâîê;

2) (îðäèíàðíîñòü) âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ áîëåå îäíîé çàÿâêè
çà âðåìÿ ∆t ðàâíà

o (∆t) ;
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3) (îòñóòñòâèå ïîñëåäåéñòâèÿ) êîëè÷åñòâà çàÿâîê, ïîñòóïèâøèõ
â íåïåðåñåêàþùèåñÿ âðåìåííûå èíòåðâàëû ∆1, . . . ,∆n, ÿâëÿþò-
ñÿ íåçàâèñèìûìè ñ.â.

Ðàññìîòðèì ñ.ñ. Ai = "Ïîñòóïèò i çàÿâîê"è ñ.â. X (t) � êîëè÷å-
ñòâî çàÿâîê, ïîñòóïèâøèõ çà âðåìÿ t. Î÷åâèäíî, X (t) � ìàðêîâñêàÿ
öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñòà-
öèîíàðíîñòè è îðäèíàðíîñòè, èç ñîñòîÿíèÿ Ai îíà ìîæåò ïåðåéòè
ëèøü â ñîñòîÿíèå Ai+1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Ýòîé öåïè Ìàðêîâà ñî-
îòâåòñòâóåò ãðàô èíòåíñèâíîñòåé, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 16.1 è ìàòðèöà
èíòåíñèâíîñòåé

Λ =



−λ λ 0 . . . 0 0 0 . . .

0 −λ λ . . . 0 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . −λ λ 0 . . .

0 0 0 . . . 0 −λ λ . . .

0 0 0 . . . 0 0 −λ . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


.

. . . . . .λ λ λ λ λ λA0 A1 Ai−1 Ai Ai+1

Ðèñ. 16.1: Ãðàô ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê

Ãðàô èíòåíñèâíîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ñ.ï. ìîæíî íàçâàòü
ïðîöåññîì ÷èñòîãî ðàçìíîæåíèÿ , ïðè÷åì, ýòîò ïðîöåññ èìååò
ñ÷åòíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé.
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Òàêîìó ïðîöåññó ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà
(12.5): 

p′0 = −λp0, p0 (0) = 1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p′i = λpi−1 − λpi, pi (0) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(16.1)

i ≥ 1. Ðåøèì åå, ñäåëàâ çàìåíó pi = e−λtϕi(t), p′i = −λe−λtϕi +e−λtϕ′i,
ïîñëå êîòîðîé ñèñòåìà ñòàíåò òàêîé:

−λe−λtϕ0 + e−λtϕ′0 = −λe−λtϕ0, p0 (0) = ϕ0 (0) = 1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−λe−λtϕi + e−λtϕ′i = λe−λtϕi−1 − λe−λtϕi, pi (0) = ϕi (0) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

èëè 
ϕ′0 = 0, ϕ0 (0) = 1;

. . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ′i = λϕi−1, ϕi (0) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . .

(16.2)

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå

ϕ0 (t) = 1. (16.3)

Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ âèäà

ϕi (t) =
(λt)i

i!
, i = 1, 2, . . . . (16.4)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Î÷å-
âèäíî, â ñèëó ôîðìóëû (16.3) óòâåðæäåíèå (16.4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè
i = 0. Ïóñòü îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî i = k − 1:

ϕk−1 (t) =
(λt)k−1

(k − 1)!
. (16.5)



Ëåêöèÿ 16. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ÑÌÎ 203

Ïîêàæåì, ÷òî îíî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ i = k. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ôîðìóëà (16.5) âåðíà, òî k-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (16.2)
ïðèìåò âèä

ϕ′k = λ
(λt)k−1

(k − 1)!
, ϕk (0) = 0.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

ϕk = λ
λk−1tk

(k − 1)!k
+ C.

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå íàéäåì, ÷òî ϕi (0) = C = 0. Çíà÷èò
ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕk =
λktk

k!
,

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (16.4) ïðè i = k. Äîêàçàòåëüñòâî çà-
âåðøåíî. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèåì ñèñòåìû (16.2)
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕi (t) =
(λt)i

i!
, i = 0, 1, 2, . . . ,

à ðåøåíèåì ñèñòåìû (16.1) � ôóíêöèÿ

pi (t) =
(λt)i

i!
e−λt, i = 0, 1, 2, . . . . (16.6)

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ pi (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëÿ êàæäîãî t
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì
λt. Ïîýòîìó ïðîñòåéøèé ïîòîê íàçûâàþò òàêæå ïóàññîíîâñêèì .

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðå-
ìÿ t íå ïîñòóïèò íè îäíîé çàÿâêè, ðàâíà

p0 (t) = P (X (t) = 0) = e−λt.
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Ïóñòü T � ñëó÷àéíûé èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê. Íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåé ôîð-
ìóëû íàéäåì åãî ðàñïðåäåëåíèå:

F (t) = P (T < t) = 1− P (T ≥ t) = 1− P (X (t) = 0) =

= 1− e−λt, t > 0,

è F (t) = 0 ïðè t ≤ 0. Âèäèì, ÷òî èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïî-
ñòóïëåíèÿìè äâóõ çàÿâîê ðàñïðåäåëåí ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ
ïàðàìåòðîì λ. Ïîýòîìó MT = σT = 1/λ.

16.3 Ìàðêîâñêèå ÑÌÎ

×òîáû çàäàòü ÑÌÎ, íàäî, êðîìå õàðàêòåðèñòèê âõîäÿùåãî ïîòîêà
çàÿâîê, óêàçàòü ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. Tîá, âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ îäíîé
çàÿâêè. ×àñòî áûâàåò, ÷òî ýòà ñ.â. ðàñïðåäåëåíà ïî ïîêàçàòåëüíîìó
çàêîíó:

FTîá (t) =

{
1− e−µt, t > 0;

0, t ≤ 0;

ãäå µ � èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà îáñëóæèâàíèÿ. Ïîòîêîì îáñëóæè-

âàíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîòîê çàÿâîê, îáñëóæèâàåìûõ îäíèì è òåì æå
êàíàëîì. Åñëè Tîá èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ïîòîê îá-
ñëóæèâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøèì .

ÑÌÎ, â êîòîðîé âõîäÿùèé ïîòîê è âñå ïîòîêè îáñëóæèâàíèÿ �
ïðîñòåéøèå, íàçûâàåòñÿìàðêîâñêîé ÑÌÎ , òàê êàê ÑÌÎ òîãäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ ñ äèñêðåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè è íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì.

Ïðèìåð 16.1. Ïðèáîð ñîñòîèò èç m = 3 óçëîâ, êîòîðûå ìîãóò
çàìåíÿòü äðóã äðóãà. Äëÿ ðàáîòû ïðèáîðà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðà-
áîòàë õîòÿ áû îäèí óçåë. Ïðè âûõîäå èç ñòðîÿ îäíîãî èç óçëîâ ïðè-
áîð ïðîäîëæàåò íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðîâàòü, ïîêà íå âûéäóò èç
ñòðîÿ âñå óçëû. Ïîòîê îòêàçîâ êàæäîãî óçëà � ïðîñòåéøèé. Ñðåä-
íåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû îäíîãî óçëà t = 20 ÷àñîâ. Ïðè âûõîäå
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èç ñòðîÿ óçåë íà÷èíàåò ñðàçó æå ðåìîíòèðîâàòüñÿ. Âðåìÿ ðåìîí-
òà ðàñïðåäåëåíî ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó è â ñðåäíåì ñîñòàâëÿåò
s = 4 ÷àñà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå óçëû èñïðàâíû. Íàé-
òè ñðåäíþþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðèáîðà, åñëè ñ âûõîäîì èç ñòðîÿ
êàæäîãî óçëà ïðèáîð òåðÿåò (100/m) % ñâîåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ai � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî i óçëîâ ïðèáîðà
íàõîäÿòñÿ â ðåìîíòå (i îòêàçîâ). Ïîòîêè îòêàçîâ è âîññòàíîâëåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè, ïîýòîìó èõ èíòåíñèâíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì

λ =
1

MT
=

1
20

,

ãäå T � âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ îòêàçàìè (âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû);

µ =
1

MTîá
=

1
4
.

Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ Ai ìîæåò ïðîèçîéòè ëèáî â ñîñòîÿíèå Ai+1 ñ
èíòåíñèâíîñòüþ λi = (m− i) /t = λ (m− i), ëèáî â ñîñòîÿíèå Ai−1

ñ èíòåíñèâíîñòüþ µi = i/s. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ìàðêîâñêóþ öåïü
ñ ãðàôîì èíòåíñèâíîñòåé, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 16.2. Èñïîëüçóÿ ôîð-

λ0 = 3/20

µ1 = 1/4

λ1 = 2/20

µ2 = 2/4

λ2 = 1/20

µ3 = 3/4
A0 A1 A2 A3

Ðèñ. 16.2: Ãðàô èíòåíñèâíîñòåé ê ïðèìåðó 16.1

ìóëû ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè
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(13.5) è (13.6), ïîëó÷àåì

p0 =
(

1 +
3
20
· 4 +

6
400

· 8 +
6

8000
· 64

6

)−1

=

= (1 + 0, 6 + 0, 12 + 0, 008)−1 =
1

1, 728
≈ 0, 579;

p1 = 0, 6 · 1
1, 728

≈ 0, 347;

p2 = 0, 12 · 1
1, 728

≈ 0, 069;

p3 = 0, 008 · 1
1, 728

≈ 0, 005.

Ñðåäíÿÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ïð =
(

p0 +
m− 1

m
p1 + · · ·+ m− i

m
pi + · · ·+ 0

m
pm

)
100% =

=
(

0, 579 +
2
3
· 0, 347 +

1
3
· 0, 069

)
100% = 83, 3%.

16.4 Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè ÑÌÎ

A � àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, ñðåäíåå ÷èñëî
çàÿâîê, îáñëóæèâàåìûõ ÑÌÎ â åäèíèöó âðåìåíè.

Q = A/λ � îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, âåðî-
ÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïèâøåé çàÿâêè.

Pîòê = 1−Q � âåðîÿòíîñòü îòêàçà .
z � ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â ÑÌÎ (îáñëóæèâàåìûõ è îæèäà-

þùèõ â î÷åðåäè).
r � ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè (åñëè åñòü î÷åðåäü).
tñ � ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ÑÌÎ (äëÿ îáñëó-

æèâàíèÿ è â î÷åðåäè).
tî÷ � ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè .
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k � ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ .
Äëÿ îòêðûòûõ ÑÌÎ è ñòàöèîíàðíûõ âõîäÿùåì ïîòîêå è ïîòîêå

îáñëóæèâàíèÿ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

tñ =
z

λ
, tî÷ =

r

λ
, k =

A

µ
,

ãäå λ � èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàÿâîê, µ � èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà
îáñëóæèâàíèÿ.

16.5 Íåêîòîðûå âèäû ÑÌÎ

Â ñæàòîì âèäå èíôîðìàöèþ î ÑÌÎ çàïèñûâàþò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Ðàñïðåäåëåíèå Ðàñïðåäåëåíèå ×èñëî êàíàëîâ Åìêîñòü

âõîäÿùåãî ïîòîêà âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ íàêîïèòåëÿ

çàÿâîê îáñëóæèâàíèÿ

Íàïðèìåð, Ïóàñ/Ïîêàç/5/0 îçíà÷àåò ïÿòèêàíàëüíóþ ÑÌÎ ñ
ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, ïîêàçàòåëüíûì çàêîíîì ðàñïðå-
äåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ è îòñóòñòâèåì íàêîïèòåëÿ.

16.5.1 Ïóàñ/Ïîêàç/N/0

Ïóñòü ñ.ñ. Ai îçíà÷àåò, ÷òî i êàíàëîâ çàíÿòî îáñëóæèâàíèåì çàÿâîê, à
îñòàëüíûå êàíàëû ñâîáîäíû. Îáîçíà÷èì λ èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî
ïîòîêà çàÿâîê, à µ � èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ. Ôóíêöèîíèðîâà-
íèå ÑÌÎ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 16.3.

Èç ñîñòîÿíèÿ Ai ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ ìîæíî ïåðåéòè ëèáî â ñî-
ñòîÿíèå Ai+1, åñëè ïîñòóïèò åùå îäíà çàÿâêà, ëèáî â ñîñòîÿíèå Ai−1 ñ
èíòåíñèâíîñòüþ iµ, åñëè îò îáñëóæèâàíèÿ îñâîáîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí
êàíàë. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîöåññå ðàçìíîæåíèÿ è



Ëåêöèÿ 16. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ÑÌÎ 208

...

1
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Êàíàëû
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Ðèñ. 16.3: Ñõåìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÑÌÎ

. . .

. . .

. . .

. . .

λ

µ

λ

2µ

λ

iµ

λ λ

Nµ

A0 A1 Ai AN

Ðèñ. 16.4: Ãðàô èíòåíñèâíîñòåé äëÿ ÑÌÎ Ïóàñ/Ïîêàç/N/0

ãèáåëè íàäî âçÿòü λi = λ, µi = iµ. Ãðàô èíòåíñèâíîñòåé ïîêàçàí íà
ðèñ. 16.4.

Èç ôîðìóë (13.5), (13.6), îáîçíà÷èâ ρ = λ/µ, ïîëó÷èì

λ0 · . . . · λi−1

µ1 · . . . · µi
=

λi

i!µi
=

ρi

i!

è, çíà÷èò,

p0 =
(

1 + ρ +
ρ2

2!
+ · · ·+ ρN

N !

)−1

,

pi =
ρi

i!
p0, i = 0, N.

(16.7)
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Ýòè ðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Ýðëàíãà .
Äëÿ äàííîé ÑÌÎ ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè ïðèíèìàþò ñëåäó-

þùèé âèä. Àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü A = (1− pN ) ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ èíòåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà çàÿâîê íà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí êàíàë ñâîáîäåí. Îòíîñèòåëüíàÿ ïðî-
ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Q = 1 − pN ðàâíà óïîìÿíóòîé âåðîÿòíîñòè.
Äðóãèå ïîêàçàòåëè: Pîòê = pN , k = ρ (1− pN ). Âåëè÷èíà ρ = λ/µ
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì çàãðóçêè ñèñòåìû .

Ïðèìåð 16.2. Ãîðîäñêàÿ æåëåçíîäîðîæíàÿ ñïðàâî÷íàÿ èìååò 5
ðàçëè÷íûõ òåëåôîííûõ íîìåðîâ. Ïîòîê âûçîâîâ � ïðîñòåéøèé ñ
èíòåíñèâíîñòüþ λ = 6 âûçîâîâ â ìèí. Ñðåäíåå âðåìÿ, çàòðà÷èâàå-
ìîå íà ñïðàâêó, ðàâíî 2/3 ìèí. Ýòî âðåìÿ ðàñïðåäåëåíî ïî ïîêàçà-
òåëüíîìó çàêîíó. Íàéòè àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïðîïóñê-
íûå ñïîñîáíîñòè ñïðàâî÷íîé; âåðîÿòíîñòü îòêàçà; ñðåäíåå ÷èñëî
çàíÿòûõ êàíàëîâ. Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òåëåôîííûõ íî-
ìåðîâ äîëæíà èìåòü ñïðàâî÷íàÿ, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îòêàçà íå
ïðåâûøàëà 0,07?

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ðàâíî
T îá = 2/3. Çíà÷èò, èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà µ = 1

T îá

=

= 3
2 = 1,5. Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñïðàâî÷íîé ρ = λ/µ =

= 6/1,5 = 4, N = 5. Âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ñïðàâî÷íîé âû÷èñëèì
ïî ôîðìóëàì Ýðëàíãà (16.7):

p0 =
(

1 + 4 + 8 +
64
6

+
256
24

+
1024
120

)−1

= 0,023;

p1 = 0,093; p2 = 0,187; p3 = p4 = 0,249; p5 = 0,199.

Íàéäåì ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ñïðàâî÷íîé: àáñîëþòíàÿ
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü A = λ (1− p5) = 6 · 0,801 = 4,806 (ñïðàâî÷-
íàÿ äàåò â ñðåäíåì 4,8 ñïðàâêè â ìèí.); îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü Q = 1 − p5 = 0,801 (âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâ-
êè); âåðîÿòíîñòü îòêàçà Pîòê = p5 = 0,199; ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ
êàíàëîâ k = ρ (1− p5) = 3,204. Òàê êàê âåðîÿòíîñòü îòêàçà áîëü-



Ëåêöèÿ 16. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ÑÌÎ 210

øå çàäàííîé âåðîÿòíîñòè 0,07, òî ïîïðîáóåì óâåëè÷èòü ÷èñëî òåëå-
ôîííûõ íîìåðîâ íà îäèí íîìåð. Òîãäà N áóäåò ðàâíî 6 è ïåðåñ÷åò
âåðîÿòíîñòåé äàñò

p0 =
(

1 + 4 + 8 +
64
6

+
256
24

+
1024
120

+
4096
720

)−1

= 0,02;

p6 =
4096
720

· 0,02 = 0,11 > 0,07.

Ñëåäîâàòåëüíî, øåñòè òåëåôîííûõ íîìåðîâ áóäåò ìàëî è íàäî ïî-
ïûòàòüñÿ óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî òåëåôîííûõ íîìåðîâ äî ñåìè. Ñíîâà
âûïîëíèì ïåðåñ÷åò ïðè N = 7:

p0 =
(

1 + 4 + 8 +
64
6

+
256
24

+
1024
120

+
4096
720

+
16384
5040

)−1

= 0,019;

p7 =
16384
5040

· 0,019 = 0,063 < 0,07.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îòêàçà íå ïðåâûøàëà 0,07, íåîá-
õîäèìî óâåëè÷èòü ÷èñëî òåëåôîííûõ íîìåðîâ ñïðàâî÷íîé äî 7.

16.5.2 Ïóàñ/Ïîêàç/N/m

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé ÑÌÎ ðàññìîòðèì ÑÌÎ, èìåþùåé â ñâîåì
ñîñòàâå íàêîïèòåëü íà m ìåñò îæèäàíèÿ â î÷åðåäè. Çàÿâêà, ïîñòó-
ïèâøàÿ â ÑÌÎ è çàñòàâøàÿ íàêîïèòåëü çàíÿòûì m çàÿâêàìè, îæè-
äàþùèìè îáñëóæèâàíèÿ, ïîêèäàåò ÑÌÎ íåîáñëóæåííîé. Åñëè êàíàë
çàíÿò îáñëóæèâàíèåì, à ñâîáîäíîå ìåñòî â íàêîïèòåëå èìååòñÿ, çà-
ÿâêà ýòî ìåñòî çàíèìàåò è îæèäàåò â î÷åðåäè äî òåõ ïîð, ïîêà åå íå
îáñëóæàò. Íàêîíåö, åñëè êàíàë ñâîáîäåí îò îáñëóæèâàíèÿ (çíà÷èò, è
çàÿâîê â î÷åðåäè íåò), çàÿâêà ïîñòóïàåò â íåãî è íåìåäëåííî îáñëó-
æèâàåòñÿ. Ñõåìàòè÷åñêè ôóíêöèîíèðîâàíèå òàêîé ÑÌÎ ïîêàçàíî íà
ðèñ. 16.5.

Ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè ïðîöåññà áóäåì ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå ñè-
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Ðèñ. 16.5: Ôóíêöèîíèðîâàíèå ÑÌÎ ñ íàêîïèòåëåì

òóàöèè

Ai =

 i êàíàëîâ çàíÿòû, i = 0, N ;
Âñå êàíàëû çàíÿòû,

â î÷åðåäè i−N çàÿâîê, i = N + 1, N + m.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ãðàô èíòåíñèâíîñòåé äëÿ ïðîöåññà ðàçìíîæå-
íèÿ è ãèáåëè ïðèîáðåòàåò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 16.6. Ïîäñ÷èòàåì

. . .

. . .

. . .

. . .

λ λ λ λ λ λ

µ 2µ (i− 1)µ iµ (i + 1)µ (i + 2)µ

A0 A1 Ai−1 Ai Ai+1

. . .

. . .

. . .

. . .

λ λ λ λ λ

(N − 1)µ Nµ Nµ Nµ Nµ

AN−1 AN AN+1 AN+m

Ðèñ. 16.6: Ãðàô èíòåíñèâíîñòåé äëÿ ÑÌÎ ñ íàêîïèòåëåì
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âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ÑÌÎ ïî ôîðìóëàì (13.5), (13.6), ó÷èòûâàÿ
îñîáåííîñòè ãðàôà èíòåíñèâíîñòåé:

p0 =

=
(

1 +
λ

µ
+ · · ·+ λN

N !µN
+

λN+1

N ·N !µN+1
+ · · ·+ λN+m

NmN !µN+m

)−1

=

=
[
1 + ρ + · · ·+ ρN

N !
+

ρN

N !

(
ρ

N
+ · · ·+ ρm

Nm

)]−1

,

èëè

p0 =

 N∑
i=0

ρi

i!
+

ρN

N !

m∑
j=1

κj

−1

;

pi =
ρi

i!
p0, i = 1, N ; pN+j =

ρN

N !
κjp0, j = 1,m;

(16.8)

ãäå ρ = λ/µ, κ = ρ/N .
Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè ÑÌÎ âû÷èñëÿþò, èñõîäÿ èç ñëåäóþ-

ùèõ ñîîáðàæåíèé. Âåðîÿòíîñòü îòêàçà ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
âñå N êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ áóäóò çàíÿòû è ìåñò â î÷åðåäè íå áó-
äåò, òî åñòü âåëè÷èíå Pîòê = pN+m. Ôîðìóëû äëÿ àáñîëþòíîé è îòíî-
ñèòåëüíîé ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé îñòàþòñÿ ïî ôîðìå ïðåæíèìè:
A = λ (1− Pîòê), Q = 1 − Pîòê, íî âåðîÿòíîñòü îòêàçà ïðèîáðåëà,
êàê ìû âèäåëè, äðóãîé ñìûñë. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü î ñðåäíåì ÷èñ-
ëå çàíÿòûõ êàíàëîâ: k = ρ (1− Pîòê). Íà ïðèìåðå äàííîé ÑÌÎ ïî-
çíàêîìèìñÿ ñ âû÷èñëåíèåì òàêîé õàðàêòåðèñòèêè êàê ñðåäíåå ÷èñëî
çàÿâîê â î÷åðåäè:

r =
m∑

j=1

jpN+j =
m∑

j=1

j
ρN

N !
κjp0 =

p0ρ
N

N !
κ

 m∑
j=1

κj

′

=

=
p0ρ

N

N !
κ
(

κ − κm+1

1− κ

)′
=

=
p0ρ

Nκ
N !

· [1− (m + 1) κm] (1− κ) + κ − κm+1

(1− κ)2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

r =
p0ρ

Nκ
N !

· 1− κm (m + 1−mκ)
(1− κ)2

.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëÿåì ñðåäíåå
÷èñëî çàÿâîê â ÑÌÎ z = r + k, ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â
ÑÌÎ tc = z/λ è ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè tî÷ =
= r/λ.

Ïðèìåð 16.3 (Ïðîäîëæåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî â ïðèìåðå ñ æåëåçíîäîðîæíîé ñïðàâî÷íîé âìåñòî óâåëè÷åíèÿ
÷èñëà òåëåôîííûõ íîìåðîâ ïðèíÿòî ðåøåíèå äîïîëíèòåëüíî óñòà-
íîâèòü àïïàðàò, êîòîðûé â ñëó÷àå, åñëè òåëåôîíû çàíÿòû, ñòàâèò
êëèåíòà â î÷åðåäü, ìîíîòîííûì ãîëîñîì ñîîáùàÿ åìó: "Æäèòå îò-
âåòà. Æäèòå îòâåòà. ...". Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òàêîì íàêîïèòåëå
èìååòñÿ âñåãî ÷åòûðå ìåñòà. Êàê èçìåíÿòñÿ ïîêàçàòåëè ýôôåê-
òèâíîñòè ðàáîòû ñïðàâî÷íîé?

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå äîáàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ: m = 4, κ = 4/5 = 0,8. Ïðåæäå âñåãî ïî ôîðìóëàì (16.8)
ðàññ÷èòàåì âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ÑÌÎ:

p0 = [1 + 4 + 8 + 64/6 + 256/24 + 1024/120+

+ 1024
(
0,8 + 0,82 + 0,83 + 0,84

)
/120

]−1 =
= 0,0159;

p1 = 0,063; p2 = 0,127; p3 = p4 = 0,169; p5 = 0,135;
p6 = 0,108; p7 = 0,0887; p8 = 0,069; p9 = 0,055.

Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ñïðàâî÷íîé ñòàíóò òàêèìè:

Pîòê = p9 = 0,055 < 0,07; A = 6 (1− 0,055) = 5,67;

Q = 1− 0,055 = 0,945; k = 4 · 0,945 = 3,78;

r =
0,159 · 8,33 · 0,8

0,22
·
[
1− 0,84 (5− 4 · 0,8)

]
= 0,72;

z = 0,72 + 3,78 = 4,5; tc = 4,5/6 = 0,75; tî÷ = 0,72/6 = 0,12.
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Ìû âèäèì, ÷òî ïîêàçàòåëè ðàáîòû óëó÷øèëèñü: âåðîÿòíîñòü îòêà-
çà íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîé âåëè÷èíû 0,07; óâåëè÷èëàñü àáñîëþòíàÿ
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, à âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè íåçíà÷èòåëü-
íî. À, ãëàâíîå, îòïàëà íåîáõîäèìîñòü â óñòàíîâêå äîïîëíèòåëüíûõ
òåëåôîííûõ àïïàðàòîâ.

16.5.3 Ïóàñ/Ïîêàç/N/∞

Ïóñòü òåïåðü êîëè÷åñòâî ìåñò â íàêîïèòåëå íåîãðàíè÷åííî. Â ïðèí-
öèïå, òàêèå î÷åðåäè ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, òàê êàê, íàïðèìåð,
î÷åðåäü ê òîðãîâîé òî÷êå íà óëèöå ãîðîäà èìååò âîçìîæíîñòü óäëè-
íÿòüñÿ ïðàêòè÷åñêè ñêîëüêî óãîäíî. Ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé êàê
ïðåäåëüíûé äëÿ ÑÌÎ ïðåäûäóùåãî ï., êîãäà m →∞. Ïðè ýòîì ïðè-
äåòñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåëè÷èíà κ < 1, èíà÷å ïðåäåë ñóùåñòâîâàòü
íå áóäåò. Ôóíêöèîíèðîâàíèå òàêîé ÑÌÎ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 16.7.

· · · · · · ...
1 2 i

1
2

N

Íàêîïèòåëü

Êàíàëû
îáñëóæèâàíèÿ

Î
áñ
ëó
æ
åí
íû

å
çà
ÿâ
êè

Ðèñ. 16.7: ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííûì íàêîïèòåëåì

Îñóùåñòâëåíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ðàâåíñòâàõ (16.8) ïðèâå-
äåò ê ìîäèôèêàöèè ëèøü îäíîãî âûðàæåíèÿ: limm→∞

∑m
j=1 κj =

= κ/ (1− κ) ïî ôîðìóëå ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü p0 èçìåíèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

p0 =

(
N∑

i=0

ρi

i!
+

ρN+1

N !
· 1
1− κ

)−1

, (16.9)
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à îñòàëüíûå âåðîÿòíîñòè îñòàíóòñÿ ïðåæíèìè.
Òàê êàê mκm → 0 ïðè m →∞ è κ < 1, òî ôîðìóëû äëÿ ïîêàçà-

òåëåé ýôôåêòèâíîñòè ÑÌÎ ïðèîáðåòóò âèä

Pîòê = 0, Q = 1− Pîòê = 1, A = Qλ = λ, k = A/µ = ρ,

r =
p0ρ

N+1

N !N (1− κ)2
, z = r + k = r + ρ,

tc = z/λ, tî÷ = r/λ.

Ïðèìåð 16.4 (Ïðîäîëæåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà). Ïóñòü àïïà-
ðàò, ñòàâÿùèé êëèåíòà â î÷åðåäü íà ñïðàâêó, íàñòîëüêî ìîùåí,
÷òî â î÷åðåäè âñåãäà åñòü ìåñòà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå î÷åðåäü íå îãðàíè÷åíà. Íàéòè ïîêàçàòåëè ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ÑÌÎ.

Ðåøåíèå. Âåëè÷èíà κ = 0,8 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ κ < 1. Ïðîèçâå-
äåì ïåðåðàñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ïî ôîðìóëàì (16.9) è (16.8):

p0 = (1 + 4 + 8 + 64/6 + 256/24 + 1024/120 + 4096/600/0,2)−1 = 0,013;
p1 = 0,052; p2 = 0,104; p3 = p4 = 0,139; p5 = 0,111;
p6 = 0,089; p7 = 0,071; p8 = 0,057; p9 = 0,045.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñïðàâî÷íàÿ áóäåò çàíÿòà ðàâíà

P∗ = 1− p0 − p1 − p2 − p3 − p4 =
= 1− 0,013− 0,052− 0,104− 0,139− 0,139 = 0,553.

Äðóãèå ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè:

Pîòê = 0; Q = 1; A = λ = 6; k = 4;

r =
0,013 · 46

5!5 (1− 0,8)2
= 2,22; z = 2,22 + 4 = 6,22;

tc = 6,22/6 = 1,04; tî÷ = 2,22/6 = 0,37.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü óâåëè÷èëàñü çà ñ÷åò íåêîòîðîãî óâåëè÷åíèÿ ñðåäíåãî âðåìå-
íè ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè, ïðè÷åì ïîñëåäíåå íåçíà÷èòåëüíî.
Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè òàêæå íåâåëèêî.
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16.5.4 Ïóàñ/Ïðîèçâ/1/∞

Ïðîäîëæàÿ ñ÷èòàòü, ÷òî âõîäÿùèé ïîòîê çàÿâîê � ïðîñòåéøèé, à
ìîùíîñòü íàêîïèòåëÿ íå îãðàíè÷åíà, ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïî-
òîê îáñëóæèâàíèÿ èìååò ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è ÷òî â ÑÌÎ
èìååòñÿ ëèøü îäèí êàíàë îáñëóæèâàíèÿ. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ïîòîêà îáñëóæèâàíèÿ ñëåäóþùèå: MTîá = 1/µ, DTîá = σ2. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ÑÌÎ íå áóäåò ìàðêîâñêîé, à åå õàðàêòåðèñòèêè
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì Ïîëÿ÷åêà-Õèí÷èíà :

r =
ρ2
(
1 + v2

)
2 (1− ρ)

, tî÷ =
ρ2
(
1 + v2

)
2λ (1− ρ)

,

z = r + ρ, tñ = tî÷ +
1
µ

,

ãäå ρ = λ/µ � êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû, v = σµ � êîýôôè-

öèåíò âàðèàöèè âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ .

Ïðèìåð 16.5. Â âàãîííîå äåïî ïðèáûâàåò äëÿ ðåìîíòà ïðîñòåé-
øèé ïîòîê ïîëóâàãîíîâ ñî ñðåäíèì èíòåðâàëîì ïðèáûòèÿ 9 ÷àñ.
Ðåìîíò âàãîíà â ñðåäíåì ðàâåí 8 ÷àñ. è ðàñïðåäåëåí ïî ïðîèçâîëü-
íîìó çàêîíó, ïðè÷åì, ñ.ê.î. ðàâíî 2 ÷àñ. Îïðåäåëèòü ñðåäíåå ÷èñëî
âàãîíîâ â äåïî, èç íèõ îæèäàþùèõ ðåìîíòà; ñðåäíåå âðåìÿ îæèäà-
íèÿ íà÷àëà ðåìîíòà; ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ âàãîíà â äåïî.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èçó÷àåìûé òèï ÑÌÎ. Ïî óñëîâèþ ñðåäíèé èíòåðâàë ìåæäó ïðèáû-
òèÿìè ïîëóâàãîíîâ ñîñòàâëÿåòMT = 9 (÷àñ.). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåí-
ñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà çàÿâîê ðàâíà λ = 1/MT = 1/9 ≈ 0,111
(âàãîíîâ/÷àñ). Ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òàêæå çàäàíî è ðàâíî
MTîá = 8 (÷àñ.). Çíà÷èò, èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà îáñëóæèâàíèÿ ñî-
ñòàâëÿåò µ = 1/MTîá = 1/8 = 0,125 (âàãîíîâ/÷àñ). Èçâåñòíà äèñïåð-
ñèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ DTîá = σ2 = 22 = 4. Îïðåäåëèì äðóãèå
ïàðàìåòðû ðàáîòû ÑÌÎ: ρ = λ/µ = 8/9 = 0,889; v = σµ = 2

8 = 0,25.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ïîëÿ÷åêà-Õèí÷èíà, íàõîäèì, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî
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âàãîíîâ, îæèäàþùèõ ðåìîíòà, ðàâíî

r =
0,8892

(
1 + 0,252

)
2 (1− 0,889)

= 3,78;

ñðåäíåå ÷èñëî âàãîíîâ â äåïî:

z = r + ρ = 3,78 + 0,889 = 4,67;

ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ ðåìîíòà:

tî÷ =
r

λ
=

3,78
0,111

= 34,02 (÷àñ.);

ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ âàãîíà â äåïî:

tñ = 34,02 + 8 = 42,02 (÷àñ.).



Ëåêöèÿ 17

Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÑÌÎ

17.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè ìàññî-
âîãî îáñëóæèâàíèÿ âîçìîæíî òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè ñóùåñòâåííûõ
îãðàíè÷åíèé íà ìîäåëü ÑÌÎ. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì
ÿâëÿåòñÿ äîïóùåíèå î ìàðêîâñêîì õàðàêòåðå ïðîöåññà, ÷òî â ðåàëü-
íûõ çàäà÷àõ âûïîëíÿåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Ðåçóëüòàòîì åñòü òî, ÷òî
ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü äëÿ ñà-
ìûõ ïðîñòûõ ÑÌÎ.

Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê òàê íàçûâàåìî-
ìó ñòàòèñòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, êîòîðîå åùå íàçûâàþò ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âðó÷íóþ èëè ñ ïîìî-
ùüþ ÝÂÌ èìèòèðóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé â ÑÌÎ, òà-
êèõ, êàê, íàïðèìåð, ïîñòóïëåíèå çàÿâêè, èíòåðâàë ìåæäó ïîñòóïëå-
íèÿìè çàÿâîê, ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè è ò.ï. Ýòè
ñîáûòèÿ ìîäåëèðóþòñÿ ìàññîâî è ñî ñêîðîñòüþ, íàìíîãî ïðåâûøà-
þùåé ñêîðîñòü ðåàëèçàöèè òàêèõ ñîáûòèé â ðåàëüíîé äåéñòâèòåëü-
íîñòè. Â ðåçóëüòàòå î÷åíü áûñòðî ïîëó÷àþò ñòàòèñòè÷åñêèé ìàòåðè-
àë, êîòîðûé ìîæíî ïîäâåðãíóòü îáû÷íîé ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå.
Îñîáåííî óäîáíî ýòî âûïîëíÿòü íà ÝÂÌ: è ñòàòèñòè÷åñêèé ìàòåðè-
àë íà íåé ïîëó÷èòü, è òóò æå íà ÝÂÌ åãî îáðàáîòàòü. Íàïðèìåð, òå
ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, êîòîðûå ðåàëüíàÿ ñèñòåìà, íàïðèìåð, æå-
ëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà ìîæåò ïðåäñòàâèòü â òå÷åíèå ìåñÿöà,
íà ÝÂÌ ìîæíî ïîëó÷èòü, ñêàæåì, çà ñóòêè. Áîëåå òîãî, ïðè ìî-

218
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äåëèðîâàíèè ìîæíî îïðîáîâàòü ðåæèìû ðàáîòû ÑÌÎ, êîòîðûå íà
ðåàëüíîé ñèñòåìå ïðîâåðèòü áûâàåò èëè î÷åíü ñëîæíî èëè âîîáùå
íåâîçìîæíî (íàïðèìåð, ïî ñîîáðàæåíèÿì áåçîïàñíîñòè). Çà÷åì æå
ìû èçó÷àëè àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ÑÌÎ? Ïîòîìó ÷òî,
êàê è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû èìåþò
ñâîè êàê ïîëåçíûå òàê ñëàáûå ñòîðîíû. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äàþò
îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ÑÌÎ â ñèëó òîãî ïðîñòîãî ôàêòà,
÷òî â ôîðìóëû âõîäÿò áóêâû, êîòîðûå îçíà÷àþò íå ÷òî èíîå, êàê öå-
ëîå ñåìåéñòâî çíà÷åíèé òîé âåëè÷èíû, êîòîðóþ áóêâà ïðåäñòàâëÿåò.
Ïîýòîìó, çíàÿ, êàê ìîæåò èçìåíÿòüñÿ äàííàÿ âåëè÷èíà, ìû ìîæåì
ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê áóäóò èçìåíÿòüñÿ è çàâèñÿùèå îò íåå, ñêàæåì,
ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ÑÌÎ. Ýòî � ñèëüíàÿ ñòîðîíà
àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà, à î ñëàáûõ ñòîðîíàõ óæå áûëî ñêàçàíî. Â
ïðîòèâîïîëîæíîñòü àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ òàêîé îáùíîñòüþ íå îáëàäàåò, çàòî ïðèìåíèì ïðàê-
òè÷åñêè ê ëþáûì òèïàì ÑÌÎ. Ïîýòîìó èçó÷àòü è èñïîëüçîâàòü ïðè-
õîäèòñÿ îáà ìåòîäà.

Ñ ÷åãî æå íà÷èíàåòñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî? Áàçîâûì â íåì ÿâëÿ-
åòñÿ èìèòàöèÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñëåäóþùåãî ñ.ñ.: íåêàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ξ, èìåþùàÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 1], ïðè-
íèìàåò íåêîòîðîå ñâîå çíà÷åíèå èç ýòîãî îòðåçêà. Äëÿ ðó÷íûõ ðàñ÷å-
òîâ èìåþòñÿ ñïåöèàëüíûå òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë [11, 17, 23, 27],
ñîñòîÿùèå èç òàêèõ ðåàëèçàöèé, òàê ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîñòî
íàäî âçÿòü èç òàáëèöû î÷åðåäíîå ÷èñëî. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÝÂÌ
ïðèìåíÿþò âñòðîåííûå ïðàêòè÷åñêè âî âñå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ñïåöèàëüíûå äàò÷èêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ýòî � îáû÷íûå ïðîöå-
äóðû èëè ôóíêöèè), êîòîðûå íîñÿò íàçâàíèÿ ïîäîáíûå RANDOM,
ïîñëå îáðàùåíèè ê êîòîðûì â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ âûõîäíîãî ïàðàìåò-
ðà ïîëó÷àþò ÷èñëî èç îòðåçêà [0; 1]. Îêàçûâàåòñÿ, ýòè ÷èñëà ïîçâî-
ëÿþò äàëåå ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ëþáîå
ðàñïðåäåëåíèå! Ðàññìîòðèì ýòè âîçìîæíîñòè.
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17.2 Ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

×òîáû ïîëó÷èòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî X èç îòðåçêà [a, b], èñïîëüçóþò
ôîðìóëó

X = a + (b− a) ξ,

ãäå ξ � óïîìÿíóòàÿ âûøå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå
[0; 1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñ.â. X, ðàñïðåäåëåííîé N (m,σ), íàäî ïðîñòî ñëî-
æèòü íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ (è íåçàâèñèìûõ) ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ξi, ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0; 1]:

X = m + σ

(
12∑
i=1

ξi − 6

)
.

Äëÿ ðó÷íûõ ðàñ÷åòîâ ñóùåñòâóþò òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðàñïðå-
äåëåííûõ N (0, 1) [27]. Âûáðàâ èç òàêîé òàáëèöû ñëó÷àéíîå ÷èñëî α,
ìîæíî çàòåì ïîëó÷èòü èç íåãî ÷èñëî X, ðàñïðåäåëåííîå N (m,σ) ïî
ôîðìóëå

X = m + σα.

Ñàìûì îáùèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îáðàòíîé ôóíêöèè [18], ïîçâîëÿþùèé
âû÷èñëèòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî, èìåþùåå ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïóñòü,
íàïðèìåð, ñ.â. X èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Òîãäà äîñòà-
òî÷íî ïðèìåíèòü ôîðìóëó

X = F−1 (ξ) .

Êîíêðåòèçèðóåì òàêóþ ôîðìóëó äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

y = F (x) =

{
1− e−λx, x ≥ 0;

0, x < 0.

Çíà÷èò, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä (íàäî ðåøèòü ïðåäûäó-
ùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x)

F−1 (y) = − 1
λ

ln (1− y) ,
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à ãåíåðèðîâàòü ñ.â. X, èìåþùóþ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñëå-
äóåò ïî ôîðìóëå

X = − 1
λ

ln (1− ξ) .

Òàê êàê 1 − ξ èìååò òî÷íî òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è ñ.â. ξ, òî
ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó ìîæíî óïðîñòèòü:

X = − 1
λ

ln ξ. (17.1)

Äëÿ ñ.â. X, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Ýðëàíãà ñ ïàðàìåòðàìè λ è
k, â ïðèìåðå 10.4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñ.â. X ÿâëÿåòñÿ ñóììîé k ñ.â.,
ðàñïðåäåëåííûõ ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ òåì æå ñàìûì ïàðàìåò-
ðîì λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñíà÷àëà íàäî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëå (17.1) k
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, à çàòåì èõ ñëîæèòü. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà
èìååò âèä

X = − 1
λ

k∑
i=1

ln ξi,

ãäå ξ1, . . . , ξk � ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îò-
ðåçêå [0; 1].

17.3 Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëåé ýôôåê-
òèâíîñòè ÑÌÎ

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðîñòåéøèõ ÑÌÎ ïîêàæåì, îñíîâûâàÿñü
íà ðåçóëüòàòàõ [6], êàê íà ÝÂÌ ìîæíî ñ ïîìîùüþ ìíîãîêðàòíûõ
ïðîñ÷åòîâ îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé ýôôåê-
òèâíîñòè ÑÌÎ. Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë,
ðàñïðåäåëåííûõ ïî îäíîìó èç çàêîíîâ, óïîìÿíóòûõ â ïðåäûäóùåì
ï., íà ÝÂÌ ïîëó÷àþò èíòåðâàëû ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê â
ÑÌÎ ∆ti, i = 1, L, ãäå L � çàïëàíèðîâàííîå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
÷èñëî çàÿâîê, êîòîðûå ïîñòóïÿò â ÑÌÎ. Ïîëó÷àþò òàêæå âðåìåíà
îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê τi, i = 1, V , ãäå V � ÷èñëî îáñëóæåííûõ â
ÑÌÎ çàÿâîê. Ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ÑÌÎ ti âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå ti = ti−1 + ∆ti, i = 1, L, ïðè÷åì, t0 = T0, ãäå [T0, Tk] �
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èíòåðâàë âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû
ÑÌÎ. Äàëåå áóäåì åãî íàçûâàòü ïðîñòî èíòåðâàëîì ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïóñòü r = 1, R � øàã ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðûé ñîñòîèò â îáñëó-
æèâàíèè r-é çàÿâêè èëè â îòêàçå åé â îáñëóæèâàíèè; R � ÷èñëî
øàãîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Åñëè íà òåêóùåì øàãå ìîäåëèðîâàíèÿ r âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

tr < tmin,î÷ (r − 1) ∧ tr < tmin,îñ (r − 1) , (17.2)

ãäå tmin,î÷ (r − 1) � áëèæàéøåå âðåìÿ îñâîáîæäåíèÿ ìåñòà â î÷åðå-
äè, à tmin,îñ (r − 1) � áëèæàéøåå âðåìÿ îñâîáîæäåíèÿ êàíàëà ÑÌÎ,
òî î÷åðåäíàÿ çàÿâêà íå ìîæåò áûòü îáñëóæåíà, ò.å. ïîëó÷àåò îòêàç.
(Åñëè õîòÿ áû îäíî ìåñòî â î÷åðåäè ñâîáîäíî, òî tmin,î÷ (r − 1) ≤ tr).
Â ýòîì ñëó÷àå ñïåöèàëüíûé ñ÷åò÷èê ÷èñëà îòêàçîâ óâåëè÷èâàåò ñâîå
çíà÷åíèå íà åäèíèöó.

Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ (17.2) âû÷èñëÿåòñÿ ìîìåíò óõîäà çà-
ÿâêè èç ñèñòåìû:

P (r) =

{
tr + τr, tmin,î÷ (r − 1) ≤ tr ≤ tmin,îñ (r − 1) ;

tmin,îñ (r − 1) + τr, tr > tmin,îñ (r − 1) .

(Åñëè õîòÿ áû îäèí èç êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ ñâîáîäåí, òî tr <
< tmin,îñ (r − 1)).

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíò îñâîáîæäåíèÿ s-ãî êàíàëà ïîñëå îá-
ñëóæèâàíèÿ òåêêóùåé r-é çàÿâêè:

o (s, r) = P (r) ,

è ìîìåíò îñâîáîæäåíèÿ m-ãî ìåñòà â î÷åðåäè îò r-é çàÿâêè:

e (m, r) = tmin,îñ (r − 1) .

Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû

tmin,îñ (r) = min
1≤s≤M

o (s, r) ,
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ãäå s � íîìåð êàíàëà, M � ÷èñëî êàíàëîâ;

tmin,î÷ (r) = min
1≤m≤N

e (m, r) ,

ãäå m � íîìåð ìåñòà â î÷åðåäè, N � ÷èñëî ìåñò â î÷åðåäè. Íîìåðà
êàíàëà è ìåñòà â î÷åðåäè, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ýòè ìèíèìóìû,
îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, s∗ è m∗.

Ìîäåëèðîâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

tr > Tk ∨ r > L.

Ïðè ýòîì ôèêñèðóþòñÿ R (R < L) � ÷èñëî øàãîâ ìîäåëèðîâàíèÿ
(ôàêòè÷åñêîå ÷èñëî ïîñòóïèâøèõ â ÑÌÎ çàÿâîê) è V � ÷èñëî îá-
ñëóæåííûõ çàÿâîê.

Íàêîíåö, ïàðàìåòðû ðàáîòû ÑÌÎ è ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè
åå ðàáîòû ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâå óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê,
ïîëó÷åííûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè.

Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü èíòåðâàëà ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè
çàÿâîê:

T è =
tL − t1
L− 1

.

Èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ÑÌÎ:

λ =
1

T è

.

Ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè:

τ =
1
V

V∑
r=1

τr.

Èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ:

µ =
1
τ
.

Êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû:

ρ = λ/µ.
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Àáñîëþòíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü:

A =
V

tR − T0
.

Âåðîÿòíîñòü îòêàçà:

pîòê =
1
R

R∑
r=1

E [tr − tmin,î÷ (r − 1)] ,

ãäå E (x) åäèíè÷íàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ âèäà

E (x) =

{
0, x ≤ 0;

1, x > 0.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü:

Q = 1− pîòê.

Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè:

tîæ =
1
R

R∑
r=1

[tmin,îñ (r − 1)− tr] ·

· E [tr − tmin,î÷ (r − 1)]E [tmin,îñ (r − 1)− tr] .

Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ êàíàëîâ:

k =
A

µ
= Aτ.

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè:

r = λtîæ.

Ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå:

z = k + r =
A

µ
+ λtîæ.
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Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå:

tc =
z

λ
.

Îñòàåòñÿ äîáàâèòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü ìîäåëèðîâàíèå ðàáîòû ÑÌÎ, çàìåíÿÿ ìíîãîêðàòíûå ðåà-
ëèçàöèè åå ðàáîòû îäíîêðàòíîé, íî äîñòàòî÷íî äëèííîé ðåàëèçàöèåé
[4]. Âåñüìà ïîëåçíûå è îáùèå ñîâåòû ïî ìîäåëèðîâàíèþ èìåþòñÿ â
[20].

17.4 Ïîòîêè Ýðëàíãà

Ïîòîêè Ýðëàíãà ìîäåëèðóþò âûõîäÿùèå èç ÑÌÎ ïîòîêè íåîáñëó-
æåííûõ çàÿâîê, à òàêæå ïîòîêè îáñëóæèâàíèÿ â ìíîãîýòàïíûõ ÑÌÎ
[15]. Ïîòîêîì Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ïîòîê, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîñòåéøåãî ïîòîêà, åñëè â ïîñëåäíåì ñîõðàíèòü êàæ-
äîå k-å ñîáûòèå, à ïðîìåæóòî÷íûå ñîáûòèÿ âûáðîñèòü. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðîìåæóòîê âðåìåíè T ìåæäó ñîáûòèÿìè â ïîòîêå Ýðëàíãà k-
ãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó k íåçàâèñèìûõ ñ.â. T1,. . . ,Tk,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ïðîìåæóòêîì âðåìåíè
äëÿ ïðîñòåéøåãî ïîòîêà:

T =
k∑

i=1

Ti.

Íî äëÿ ïðîñòåéøåãî ïîòîêà êàæäûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè Ti èìååò
îäíî è òî æå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ îäíèì è òåì æå ïà-
ðàìåòðîì λ. Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìåðîì 10.4 ïðîìåæóòîê
âðåìåíè T áóäåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà ñ òåì
æå ïàðàìåòðîì λ.

Ðàññìîòðèì, êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïîòîê Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà
ïðè k →∞ è íåèçìåííîé ïëîòíîñòè ïîòîêà λ. Äëÿ ýòîãî ïðîíîðìè-
ðóåì T :

T̃ =
T

k
.
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Òàêîé ïîòîê íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïîòîêîì Ýðëàíãà k-ãî
ïîðÿäêà . Åãî ðàñïðåäåëåíèå áûëî èçó÷åíî â ï. 10.7. Òàì áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî äèñïåðñèÿ ñ.â. T̃ ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè k →∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
íîðìèðîâàííûé ïîòîê Ýðëàíãà ñòðåìèòñÿ ê ðåãóëÿðíîìó ïîòîêó ,
êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ îäèíàêîâûìè èíòåðâàëàìè ìåæäó ñîáûòè-
ÿìè, ðàâíûìè 1/λ. Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k ìîæíî
ïîëó÷àòü ëþáóþ ñòåïåíü ïîñëåäåéñòâèÿ: îò ïîëíîãî åãî îòñóòñòâèÿ
(k = 1) äî ïîëíîé ðåãóëÿðíîñòè (k = ∞).



×àñòü IV

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � ýòî íàóêà î òîì, êàê ïî íàáëþäå-
íèÿì çà ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ïðèáëèæåííî íàõîäèòü èõ ðàñïðå-
äåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè; äåëàòü âûâîäû, áóäåò ëè ñ.â.
èìåòü òîò èëè èíîé òèï ðàñïðåäåëåíèÿ; ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî äâå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò îäèíàêîâûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè è
ò.ä.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé òåñíî ñâÿçà-
íû. Ïåðâàÿ áåðåò ó âòîðîé âåñü åå ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ïðàâèëüíûõ, íàó÷íûõ âûâîäîâ, à âòîðàÿ ó ïåðâîé � òó èñõîä-
íóþ èíôîðìàöèþ, îñíîâûâàÿñü íà êîòîðîé, îíà ïîëó÷àåò ñâîè ãëóáî-
êèå òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû îá îáùèõ çàêîíàõ ïîâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Âñïîìíèòå, ÷òî, ðåøàÿ çàäà÷è ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, âû
÷èòàëè â óñëîâèÿõ: ¾Ñ.â. X èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé . . . ¿ èëè
¾Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. ðàâíî . . . ¿. À îòêóäà áûâàåò èçâåñò-
íî, ÷òî ñ.â. èìååò òî èëè èíîå ðàñïðåäåëåíèå èëè òå èëè èíûå ÷èñ-
ëîâûå õàðàêòåðèñòèêè? Èõ, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäàìè
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Äà è ñàì ôóíäàìåíò òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé, åå ñèñòåìà àêñèîì, ïîêîèòñÿ íà íàáëþäåíèÿõ çà îòíîñèòåëüíîé
÷àñòîòîé ñ.ñ.

18.1 Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà íàáëþäåíèé

Âñå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîëó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, îñ-
íîâàíû íà íàáëþäåíèÿõ çà ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. ×òî îíè ñî-
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áîé ïðåäñòàâëÿþò? Ïðåæäå âñåãî íàäî ïîíÿòü, ÷òî âñå âîçìîæíûå
ðåàëèçàöèè ñ.â. ìû íàáëþäàòü íå ìîæåì � èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Êñòàòè, â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èìååòñÿ ñâîÿ òåðìèíîëîãèÿ,
íåìíîãî îòëè÷àþùàÿñÿ îò òåðìèíîëîãèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Òàê,
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñ.â. X íàçûâàþòñÿ åå ãåíåðàëüíîé ñîâî-

êóïíîñòüþ. Èç âñåãî ýòîãî ìíîæåñòâà ìû ìîæåì â îïûòàõ ñî ñ.â.
X ïîëó÷èòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî åå ðåàëèçàöèé. ×åì æå ñ÷èòàòü
ýòè ðåàëèçàöèè? Êîíå÷íî, ïîñëå ñîâåðøåíèÿ îïûòà îíè ñòàíîâÿòñÿ
îáû÷íûìè ÷èñëàìè, òî åñòü äåòåðìèíèðîâàííûìè âåëè÷èíàìè. Íî äî
òîãî êàê îïûò ïðîâåäåí, åãî ðåçóëüòàòû çàðàíåå ìû ïðåäñêàçàòü íå
ìîæåì, ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ è ïðîãíîçà ðåçóëüòàòîâ îïûòà åñòå-
ñòâåííî åãî ðåçóëüòàòû ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Îäíàêî â
êàæäîì îïûòå ìû áóäåì íàáëþäàòü çà ïîâåäåíèåì îäíîé è òîé æå
ñ.â.X. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøè íàáëþäåíèÿ çà ñ.â.X íóæíî ñ÷èòàòü ñ.â.
X1, . . . , Xn, èìåþùèìè òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ñ.â. X. Êðîìå òî-
ãî, âûâîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðîùå âñåãî ïîëó÷àòü, åñëè
îïûòû ïðîâîäÿòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà (íà ïðàêòèêå ïðè ïðî-
âåäåíèè îïûòîâ èõ íåçàâèñèìîñòü íóæíî ñïåöèàëüíî îáåñïå÷èâàòü).
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Âûáîðêîé èç
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ.â. X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî íåçàâèñè-
ìûõ ñ.â. X1, . . . , Xn, èìåþùèõ òî æå ñàìîå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ñ.â.
X. Ñ.â. Xi íàçûâàåòñÿ i-ì íàáëþäåíèåì çà ñ.â. X, à n � îáúå-

ìîì âûáîðêè . Âûáîðêà è åñòü òîò èñõîäíûé ìàòåðèàë, èç êîòîðîãî
ñòðîèòñÿ âñå çäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Ïîëó÷åííàÿ â îïûòàõ âûáîðêà ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äîâîëü-
íî îáøèðíîå è õàîòè÷åñêîå íàãðîìîæäåíèå ÷èñåë, ãëÿäÿ íà êîòîðûå
âðÿä ëè ìîæíî ñêàçàòü ÷òî-ëèáî îïðåäåëåííîå î ïîâåäåíèè èçó÷àå-
ìîé ñ.â. Ïîýòîìó âûáîðêà îáû÷íî ïîäâåðãàåòñÿ òàê íàçûâàåìîé ïåð-
âè÷íîé îáðàáîòêå, ïîñëå ÷åãî îíà ñòàíîâèòñÿ áîëåå íàãëÿäíîé è èí-
ôîðìàòèâíîé. Ïðåæäå âñåãî íàõîäÿò íàèìåíüøåå Xmin, íàèáîëüøåå
Xmax çíà÷åíèÿ âûáîðêè è ðàçíîñòü ìåæäó íèìè Xmax−Xmin, êîòî-
ðóþ íàçûâàþò ðàçìàõîì âûáîðêè . Äàëåå âûáîðêó ìîæíî óïîðÿ-
äî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ, ïîñëå ÷åãî åå íàçûâàþò âàðèàöèîííûì ðÿ-

äîì . Âàðèàöèîííûé ðÿä íåñåò â ñåáå ãîðàçäî áîëüøå èíôîðìàöèè,
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÷åì íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà, íàïðèìåð, ïî íåìó ìîæíî îöåíèòü
ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ íàáëþäåíèé, èõ ÷àñòîòó è äð.

Ïðèìåð 18.1. Êîëè÷åñòâî îòêàçîâ óñèëèòåëåé íèçêîé ÷àñòîòû
îäíîãî òèïà (ïî ìåñÿöàì) çà ãîä äàåò ñëåäóþùóþ âûáîðêó

8, 3, 10, 4, 3, 7, 9, 6, 2, 5, 4, 6.

Íàéòè îáúåì è ðàçìàõ âûáîðêè, ïîñòðîèòü äëÿ íåå âàðèàöèîííûé
ðÿä.

Ðåøåíèå. Îáúåì âûáîðêè ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ìåñÿöåâ â ãîäó:
n = 12. Ìèíèìàëüíîå íàáëþäåíèå ðàâíî 2, à ìàêñèìàëüíîå � 10,
ïîýòîìó ðàçìàõ âûáîðêè ðàâåí Xmax−Xmin = 10−2 = 8. Ðàñïîëàãàÿ
íàáëþäåíèÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ïîëó÷àåì âàðèàöèîííûé ðÿä:

2, 3, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 9, 10.

Ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè ÷àñòî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â íåé
èìååòñÿ ìíîãî îäèíàêîâûõ íàáëþäåíèé (ýòî áûâàåò, êîãäà âûáîðêó
ïîëó÷àþò èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè äèñêðåòíîé ñ.â. èëè òî÷íîñòü
èçìåðåíèé çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé ñ.â. íåâåëèêà). Â òàêîì ñëó÷àå èí-
ôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ â âûáîðêå, ìîæíî çíà÷èòåëüíî ñæàòü,
ïðåäñòàâèâ åå â âèäå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà äèñêðåòíîãî òè-
ïà : (X(i), ni), i = 1, k, ãäå {X(i)} � âñå ðàçëè÷íûå íàáëþäåíèÿ
âûáîðêè, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ:

Xmin = X(1) < X(2) < . . . < X(k) = Xmax,

à ni � ÷àñòîòà i-ãî íàáëþäåíèÿ, òî åñòü êîëè÷åñòâî ðàç, êîòîðîå
íàáëþäåíèå X(i) âñòðå÷àåòñÿ â âûáîðêå. Î÷åâèäíî, ÷òî

k∑
i=1

ni = n. (18.1)
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Ïðèìåð 18.2. Èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ î ÷èñëå çâîíêîâ â ñïðàâî÷íîå
æ.ä. áþðî, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â ðàçíûå äíè ñ 7.00 äî 8.00:

4 6 4 5 2 0 7 8 4 3 4 7 4 6 5

12 2 4 5 5 3 1 2 3 6 6 4 6 5 9

5 7 3 4 7 2 5 5 7 7 8 5 4 4 4

4 7 8 7 11 4 10 7 4 3 5 5 6 2 2

2 6 11 5 2 5 4 7 5 7 7 2 5 4 3

3 4 6 7 4 6 4 0 3 4 1 5 6 3 5

5 5 3 10 3 5 3 4 5 3 3 9 4 3 9

5 6 8 6 5 5 2 5 1 6 3 11 3 9 5

Ïîñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä äëÿ äàííîé âûáîðêè.

Ðåøåíèå. Èç ïðåäñòàâëåííîé òàáëèöû, èìåþùåé 8 ñòðîê è 15 ñòîëá-
öîâ, âèäíî, ÷òî îáúåì íàáëþäåíèé ðàâåí n = 8 · 15 = 120. Ìèíè-
ìàëüíîå íàáëþäåíèå Xmin = 0, à ìàêñèìàëüíîå Xmax = 12, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàçìàõ âûáîðêè ñîñòàâëÿåò Xmax − Xmin = 12 − 0 = 12.
Ïîäñ÷èòûâàÿ ÷àñòîòû äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáëþäåíèé âûáîðêè, ïîëó÷à-
åì òðåáóåìûé ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä:

X(i) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ni 2 3 10 17 22 26 13 13 4 4 2 3 1

È â ñëó÷àå âûáîðêè èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè íåïðåðûâíîé
ñ.â., è â ñëó÷àå âûáîðêè èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè äèñêðåòíîé
ñ.â., ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî íàáëþäåíèé â âûáîðêå áóäåò ìíîãî,
à îäèíàêîâûõ ñðåäè íèõ ìàëî. Òîãäà âûáîðêó ãðóïïèðóþò . Äëÿ
ýòîãî îòðåçîê [Xmin, Xmax] ðàçáèâàþò íà ÷àñòè (íå îáÿçàòåëüíî îäè-
íàêîâûå) òî÷êàìè x0 = Xmin, x1, . . . , xk−1, xk = Xmax, è íàçûâàþò
èíòåðâàëû (xi−1, xi), i = 1, k � èíòåðâàëàìè ãðóïïèðîâêè . Çà-
òåì ïîäñ÷èòûâàþò êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, ïîïàâøèõ â êàæäûé èí-
òåðâàë, ïðè÷åì, åñëè íà ãðàíèöó ìåæäó èíòåðâàëàìè ãðóïïèðîâêè
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ïîïàëî íåñêîëüêî íàáëþäåíèé (íàïðèìåð, 7), òî ¾ìåíüøóþ ïîëîâè-
íó¿ (3 íàáëþäåíèÿ) îòíîñÿò ê ëåâîìó èíòåðâàëó, à ¾á�îëüøóþ¿ (4 íà-
áëþäåíèÿ) � ê ïðàâîìó. ßñíî, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà íàáëþäåíèé,
ïîïàâøèõ íà ãðàíèöó ìåæäó èíòåðâàëàìè, ýòè ¾ïîëîâèíû¿ ðàâíû.
Íàáëþäåíèÿ, ñîâïàâøèå ñ ëåâîé ãðàíèöåé ïåðâîãî èëè ñ ïðàâîé ãðà-
íèöåé ïîñëåäíåãî èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè, îòíîñÿò, ñîîòâåòñòâåííî,
ê ýòèì èíòåðâàëàì. Êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé ni, îòíåñåííûõ ê i-ìó
èíòåðâàëó ãðóïïèðîâêè (xi−1, xi), íàçûâàþò ÷àñòîòîé .

Ìíîæåñòâî ïàð ÷èñåë âèäà

(xi, ni), i = 1, k,

ãäå xi = (xi−1 + xi)/2 � ñåðåäèíà i-ãî èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè, íàçû-
âàåòñÿ ãðóïïèð�îâàííûì ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì èëè ñòàòè-
ñòè÷åñêèì ðÿäîì íåïðåðûâíîãî òèïà . Î÷åâèäíî, è äëÿ ýòîãî
ðÿäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî (18.1).

Îáû÷íî ÷èñëî èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè áûâàåò â ïðåäåëàõ 10÷20
è åùå åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

k = b1 + 3,32 lg nc, (18.2)

ãäå bxc � íàèáîëüøåå öåëîå, ìåíüøåå ëèáî ðàâíîå x.

Ïðèìåð 18.3. Ïîëó÷åíà âûáîðêà (òàáë. 18.1) èç îòêëîíåíèé íà-
ïðÿæåíèÿ (â ìÂ) îò íîìèíàëà†: Ïîñòðîèòü ãðóïïèðîâàííûé ñòà-
òèñòè÷åñêèé ðÿä ñ îäèíàêîâûìè èíòåðâàëàìè ãðóïïèðîâêè.

Ðåøåíèå. Îáúåì âûáîðêè n = 180, Xmin = 7, Xmax = 39, ðàçìàõ âû-
áîðêè = 32. Äëÿ ïîäñ÷åòà íåîáõîäèìîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ âîñïîëüçó-
åìñÿ ôîðìóëîé (18.2): k = b1+3,32 lg 180c = 8. Èçîáðàçèì èíòåðâàëû
ãðóïïèðîâêè íà ÷èñëîâîé îñè (ñì. ðèñ. 18.1) è ðàñïðåäåëèì ïî íèì
íàáëþäåíèÿ. Âìåñòî ÷èñåë â êà÷åñòâå íàáëþäåíèé áóäåì ïîëüçîâàòü-
ñÿ ñèìâîëàìè ïîñëåäíåãî ñòîëáöà âûáîðêè, ïîìåùàÿ â ¾ÿùèê¿ íàä
èíòåðâàëîì ñèìâîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ñòðîêå âûáîðêè, èç êîòîðîé

†Cèìâîëû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, êîíå÷íî, íå îòíîñÿòñÿ ê âûáîðêå, èõ

ñìûñë áóäåò ÿñåí èç ðåøåíèÿ çàäà÷è
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32 12 30 23 32 17 18 28 30 25 20 23 20 25 32 2

28 26 32 26 27 20 24 17 30 11 35 30 27 21 27 3

26 19 25 32 30 35 21 21 27 30 23 30 20 33 26 4
21 15 32 39 17 21 33 27 30 23 15 28 29 20 39 ♣
26 22 27 22 35 23 27 31 29 23 27 31 17 22 31 F

27 31 17 30 31 19 29 24 36 23 35 28 21 29 7 ♥
22 23 22 34 10 21 23 25 16 32 30 20 27 25 27 ♠
26 23 23 28 21 22 21 28 18 18 31 23 18 29 22 ⊕
21 23 31 22 23 33 19 25 20 26 18 20 25 23 14 �
28 26 18 21 30 31 29 19 23 22 24 29 23 27 27 ⊗
25 34 30 25 24 25 24 14 19 14 27 15 27 32 26 �

18 19 22 19 22 28 22 17 25 23 25 28 17 34 23 �

Òàáëèöà 18.1: Âûáîðêà èç îòêëîíåíèé íàïðÿæåíèÿ îò íîìèíàëà

áåðåòñÿ ðàñïðåäåëÿåìîå íàáëþäåíèå. Ñèìâîëû, ïîïàäàþùèå òî÷íî
íà ãðàíèöó ìåæäó èíòåðâàëàìè, áóäåì ¾íàíèçûâàòü¿ íà ïåðåãîðîä-
êè ìåæäó ¾ÿùèêàìè¿. Èñïîëüçîâàíèå äëÿ êàæäîé ñòðîêè âûáîðêè
ñâîåãî ñèìâîëà ïîçâîëÿåò ïðîêîíòðîëèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ íàáëþäåíèé: òàê êàê â ñòðîêå âûáîðêè ñîäåðæèòñÿ ïÿòíà-
äöàòü íàáëþäåíèé, òî êàæäûé ñèìâîë íà ðèñ. 18.1 äîëæåí âñòðå-
÷àòüñÿ ðîâíî ïÿòíàäöàòü ðàç, ëåãêî ïîäñ÷èòàòü îáùåå êîëè÷åñòâî
íàáëþäåíèé íà ðèñ. è ò.ä.

Íàáëþäåíèÿ, ïîïàâøèå íà ãðàíèöû ìåæäó èíòåðâàëàìè, ðàñïðå-
äåëÿþò ïî íèì îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Òàê, íàïðèìåð, íà ãðà-
íèöó ìåæäó èíòåðâàëàìè (11; 15) è (15; 19) ïîïàëî òðè íàáëþäåíèÿ,
ïîýòîìó ê ïåðâîìó èíòåðâàëó îòíåñåíî îäíî íàáëþäåíèå, à êî âòîðî-
ìó � äâà íàáëþäåíèÿ. Âñåãî â èíòåðâàë (11; 15) ïîïàëî 6 íàáëþäå-
íèé: îäíî ñ åãî ëåâîé ãðàíèöû, îäíî � ñ ïðàâîé è ÷åòûðå íàáëþäåíèÿ
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ïîïàëè âîâíóòðü èíòåðâàëà. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà
ãðóïïèðîâêè ïîëó÷åíû ÷àñòîòû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 18.1 ÷èñëàìè,
çàêëþ÷åííûìè â êâàäðàòèêè.
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Ðèñ. 18.1: Ãðóïïèðîâêà íàáëþäåíèé ïî èíòåðâàëàì

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä äëÿ äàííîé ãðóïïèðîâàííîé
âûáîðêè èìååò âèä:

xi 9 13 17 21 25 29 33 37

ni 2 6 20 44 43 40 20 5

Êðîìå ÷àñòîò, â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïðèìåíÿþò ñëåäóþ-
ùèå, ñâÿçàííûå ñ íèìè âåëè÷èíû: îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû

ni

n
, i = 1, k,

íàêîïëåííûå ÷àñòîòû
i∑

j=1

nj , i = 1, k,
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è íàêîïëåííûå îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû

i∑
j=1

nj

n
, i = 1, k.

Ýòè âåëè÷èíû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû ÷àñòîò .
Òàáë. 18.2 ÿâëÿåòñÿ òàáëèöåé ÷àñòîò äëÿ ïðèìåðà 18.2, à òàáë. 18.3 �
äëÿ ïðèìåðà 18.3.

18.2 Àïïðîêñèìàöèÿ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Åñëè íàáëþäåíèé äîñòàòî÷íî ìíîãî, ïî íèì ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè-
áëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ðàñïðåäåëåíèè ñ.â. X, èç ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè êîòîðîé ïîëó÷åíà âûáîðêà X1, X2, . . . , Xn. Íàïðèìåð,
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (òåïåðü ìû áóäåì íàçûâàòü åå òåîðåòè-
÷åñêîé) F (x) ñ.â. X àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) =
µn(x)

n
,

ãäå µn(x) � ÷èñëî íàáëþäåíèé âûáîðêè, ìåíüøèõ x.
Åñëè âûáîðêà çàäàíà ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì äèñêðåòíîãî òèïà,

òî ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Fn(x) =


0, x ≤ X(1),

1
n

i∑
j=1

nj , X(i) < x ≤ X(i+1), i = 1, k − 1,

1, x > X(k).

Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî íàáëþäåíèé, ìåíüøèõ X(1), ðàâíî 0, à ÷èñëî
íàáëþäåíèé, áîëüøèõ X(i), íî ìåíüøèõ X(i+1), ðàâíî ñóììå ÷àñòîò,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáëþäåíèÿì îò X(1) äî X(i).

Äëÿ ãðóïïèðîâàííîé âûáîðêè â êà÷åñòâå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
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Òàáëèöà 18.2: Òàáëèöà ÷àñòîò äëÿ ïðèìåðà 18.2

Îòíîñè- Íàêîï- Íàêîïë.

Íàáëþäåíèå, ×àñòîòà, òåëüíàÿ ëåííàÿ îòíîñèò.

÷àñòîòà, ÷àñòîòà, ÷àñòîòà,

X(i) ni
ni

n

i∑
j=1

nj
1
n

i∑
j=1

nj

0 2 0,0167 2 0,0167

1 3 0,0250 5 0,0417

2 10 0,0833 15 0,1250

3 17 0,1417 32 0,2667

4 22 0,1833 54 0,4500

5 26 0,2167 80 0,6667

6 13 0,1083 93 0,7750

7 13 0,1083 106 0,8833

8 4 0,0333 110 0,9166

9 4 0,0333 114 0,9499

10 2 0,0167 116 0,9666

11 3 0,0250 119 0,9916

12 1 0,0083 120 0,9999
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Òàáëèöà 18.3: Òàáëèöà ÷àñòîò äëÿ ïðèìåðà 18.3

Ñåðå- Îòíîñè- Íàêîï- Íàêîïë.
Íîìåð Ãðàíèöû äèíà ×àñòî- òåëüíàÿ ëåííàÿ îòíîñèò.
èíòåð- èíòåð- èíòåð- òà, ÷àñòî- ÷àñòî- ÷àñòî-
âàëà, âàëà âàëà, òà, òà òà

i (xi−1, xi) x̄i ni
ni

n

i∑
j=1

nj
1
n

i∑
j=1

nj

1 7÷ 11 9 2 0,0111 2 0,0111
2 11÷ 15 13 6 0,0333 8 0,0444
3 15÷ 19 17 20 0,1111 28 0,1556
4 19÷ 23 21 44 0,2444 72 0,4000
5 23÷ 27 25 43 0,2389 115 0,6389
6 27÷ 31 29 40 0,2222 155 0,8611
7 31÷ 35 33 20 0,1111 175 0,9722
8 35÷ 39 37 5 0,0278 180 1,0000
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ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

Fn(x) =


0, x ≤ x1,

i∑
j=1

nj

n , xi < x ≤ xi+1, i = 1, k − 1,

1, x > xk.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè (äàæå äëÿ
íåïðåðûâíûõ ñ.â., èìåþùèõ, êàê èçâåñòíî, íåïðåðûâíûå òåîðåòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ). È òåì íå ìåíåå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 18.1. Äëÿ ëþáîãî x ïðè n → ∞ ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. X ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê åå òåîðåòè÷åñêîé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: Fn(x) P→ F (x).

Àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàåò ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ íàêîï-

ëåííûõ ÷àñòîò , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êèX(i),
i∑

j=1

nj

n

 , i = 1, k,

äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà äèñêðåòíîãî òèïà èëè òî÷êèxi,
i∑

j=1

nj

n

 , i = 1, k,

äëÿ ãðóïïèðîâàííîé âûáîðêè è â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ áîëåå íàïîìèíàþùèé òåîðåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ÷åì ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ãðàôèêè ýìïèðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðîê èç
ïðèìåðîâ 18.2 è 18.3 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 18.2 è ðèñ. 18.3, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé áðàëèñü èç ïîñëåäíèõ
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O
x

y

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ðèñ. 18.2: Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèìåð 18.2)

ñòîëáöîâ òàáëèö 18.2 è 18.3, ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 18.3 äëÿ ñðàâíå-
íèÿ ïîêàçàíà è òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Ïîëè-
ãîí îòíîñèòåëüíûõ íàêîïëåííûõ ÷àñòîò äëÿ ïðèìåðà 18.3 ïîñòðîåí
íà ðèñ. 18.4 òàêæå âìåñòå ñ òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âèäíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå âûáîðî÷íîãî è òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðå-
äåëåíèé.

18.3 Ãèñòîãðàììà

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íåïðåðûâíîé ñ.â. ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí-
íî ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ ñòóïåí÷àòîé ôèãóðû, ñîñòàâëåííîé èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ è íàçûâàåìîé ãèñòîãðàììîé âûáîðêè. Îñíîâà-
íèåì i-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñëóæèò i-é èíòåðâàë ãðóïïèðîâêè, à âû-
ñîòîé � ÷àñòíîå, ïîëó÷àåìîå îò äåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû, ñî-
îòâåòñòâóþùåé ýòîìó èíòåðâàëó, íà åãî äëèíó:

hi =
ni

n(xi − xi−1)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïëîùàäü ãèñòîãðàììû ðàâíà 1.
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O
x

y

1

9 13 17 21 25 29 33 37

F (x)

Ðèñ. 18.3: Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèìåð 18.3)

Ïðè áîëüøèõ n è óäà÷íîì âûáîðå èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè âåðõ-
íÿÿ ÷àñòü ãèñòîãðàììû èìååò ôîðìó, íàïîìèíàþùóþ ãðàôèê ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòåé ñ.â. X. ×àñòî âìåñòî ãèñòîãðàììû âûáîðêè ñòðî-
ÿò ëîìàíóþ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (X(i), ni/n), i = 1, k, äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî ðÿäà äèñêðåòíîãî òèïà è â òî÷êàõ (xi, ni/n), i = 1, k, åñëè
âûáîðêà ãðóïïèðîâàííàÿ. Ýòó ëîìàíóþ íàçûâàþò ïîëèãîíîì îò-

íîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. Ãèñòîãðàììà âûáîðêè äëÿ ïðèìåðà 18.3
ïîêàçàíà íà ðèñ. 18.5, à ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ ïðèìåðà
18.2 � íà ðèñ. 18.6.
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O
x

y

1

9 13 17 21 25 29 33 37

Ðèñ. 18.4: Ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ íàêîïëåííûõ ÷àñòîò (ïðèìåð 18.3)

O
x

y

0,061

7 11 15 19 23 27 31 35 39

f(x)

Ðèñ. 18.5: Ãèñòîãðàììà âûáîðêè (ïðèìåð 18.3)
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O
x

y

0,2167

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ðèñ. 18.6: Ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò (ïðèìåð 18.2)
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Òî÷å÷íûå îöåíêè

Çàïèñûâàÿ ôîðìóëû äëÿ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèé ñ.â., ìû âèäå-
ëè, ÷òî â íèõ ôèãóðèðóþò âåëè÷èíû, êîòîðûå íàçûâàþò ïàðàìåò-
ðàìè ðàñïðåäåëåíèé. Íàïðèìåð, m è σ � ïàðàìåòðû íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, à λ � ïàðàìåòð ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. ×èñ-
ëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñ.â. (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è
äð.) òîæå ìîæíî îòíåñòè ê ïàðàìåòðàì ðàñïðåäåëåíèÿ. Âåëè÷èíû,
ïîëó÷åííûå íà îñíîâå âûáîðî÷íûõ äàííûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðè-
áëèæåííî ðàâíû ïàðàìåòðàì ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâàþò îöåíêàìè
ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ.â. X
è a � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð åå ðàñïðåäåëåíèÿ. Òî÷å÷íîé îöåíêîé
ïàðàìåòðà a íàçûâàåòñÿ ñ.â. an = g(X1, . . . , Xn), ãäå g � íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ. ×òîáû îöåíêà áûëà ¾õîðîøåé¿, íóæíî, ÷òîáû îíà óäîâëå-
òâîðÿëà íåêîòîðûì êðèòåðèÿì. Òàêèõ êðèòåðèåâ ìîæíî íàñ÷èòàòü
íå ìåíüøå äåñÿòêà, íî ìû âûáåðåì äâà ñàìûõ âàæíûõ è ðàñïðîñòðà-
íåííûõ.

Âî-ïåðâûõ, îöåíêà äîëæíà áûòü íåñìåùåííîé , òî åñòü åå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì ïà-
ðàìåòðà: Man = a.

Âî-âòîðûõ, îíà äîëæíà áûòü ñîñòîÿòåëüíîé . Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè âûáîðêè îíà äîëæíà ïî âåðîÿòíî-

ñòè ñõîäèòüñÿ ê ïàðàìåòðó a: an
P→ a.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû-

243
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ïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà:

lim
n→∞

Man = a, lim
n→∞

Dan = 0.

19.1 Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå

Äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè âûáîðî÷íûì ñðåäíèì íàçûâàåòñÿ ñ.â.

x =
1
n

n∑
i=1

Xi. (19.1)

Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà äèñêðåòíîãî òèïà ýòà ôîðìóëà ýêâèâà-
ëåíòíà ñëåäóþùåé:

x =
1
n

k∑
i=1

niX
(i), (19.2)

à äëÿ ãðóïïèðîâàííîé âûáîðêè â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî
ïðèíèìàþò

x =
1
n

k∑
i=1

nixi. (19.3)

Òåîðåìà 19.1. Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòî-
ÿòåëüíîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ.â. X, ïðè÷åì,

Mx = MX, Dx =
1
n
DX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ âûáîðî÷íîãî ñðåä-
íåãî, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (19.1), äëÿ ÷åãî âîçüìåì ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ åå ÷àñòåé (òàê êàê íàáëþäåíèÿ Xi ðàñïðåäå-
ëåíû òàê æå, êàê è ñ.â. X, òî èõ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñîâïàäàþò
ñ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ýòîé ñ.â.):

Mx = M
1
n

n∑
i=1

Xi =
1
n

n∑
i=1

MXi = MX
1
n

n = MX.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà x ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ.â. X.

Òåïåðü âû÷èñëèì äèñïåðñèþ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî, ïàìÿòóÿ î
òîì, ÷òî íàáëþäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñ.â. è ïîýòîìó äèñ-
ïåðñèÿ èõ ñóììû ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé:

Dx = D
1
n

n∑
i=1

Xi =
1
n2

n∑
i=1

DXi = DX
1
n2

n =
1
n
DX.

Ñëåäîâàòåëüíî, Dx −→
n→∞

0. Ýòîò ôàêò â ñîâîêóïíîñòè ñ íåñìåùåííî-
ñòüþ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî îçíà÷àåò åãî ñîñòîÿòåëüíîñòü.

Ïðèìåð 19.1. Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äëÿ ñ.â. îòêàçîâ óñèëè-
òåëåé èç ïðèìåðà 18.1.

Ðåøåíèå. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòîé âûáîð-
êîé, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ïðèìåíèì ôîðìóëó
(19.1):

x =
1
12

(8 + 3 + 10 + 4 + 3 + 7 + 9 + 6 + 2 + 5 + 4 + 6) =
67
12

= 5,58.

Çíà÷èò, â ñðåäíåì çà ìåñÿö îòêàçûâàåò 5÷ 6 óñèëèòåëåé.

Ïðèìåð 19.2. Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äëÿ ñ.â. êîëè÷åñòâà çâîí-
êîâ, ïîñòóïèâøèõ â æ.ä. ñïðàâî÷íóþ, èç ïðèìåðà 18.2.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (19.2) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà äèñ-
êðåòíîãî òèïà, ïîëó÷åííîãî â ïðèìåðå 18.2:

x =
1

120
(2 · 0 + 3 · 1 + 10 · 2 + 17 · 3 + 22 · 4 + 26 · 5 + 13 · 6+

+ 13 · 7 + 4 · 8 + 4 · 9 + 2 · 10 + 3 · 11 + 1 · 12) =

=
594
120

= 4,95.

Òàêèì îáðàçîì, â ñðåäíåì ñ 7.00 äî 8.00 â ñïðàâî÷íóþ ïîñòóïàåò
îêîëî ïÿòè çâîíêîâ.
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Ïðèìåð 19.3. Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äëÿ ñ.â. îòêëîíåíèÿ íà-
ïðÿæåíèÿ îò íîìèíàëà èç ïðèìåðà 18.3.

Ðåøåíèå. Çäåñü íóæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (19.3) äëÿ ãðóïïèðî-
âàííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà, ïîëó÷åííîãî â ïðèìåðå 18.3:

x =
1

180
(2 · 9 + 6 · 13 + 20 · 17 + 44 · 21 + 43 · 25 + 40 · 29 + 20 · 33+

+ 5 · 37) =
4440
180

= 24,667.

Íà òàêóþ âåëè÷èíó íàïðÿæåíèå â ñðåäíåì îòêëîíÿåòñÿ îò íîìèíàëà.

19.2 Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé äèñïåðñèè ñ.â.
X. Äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè îíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

s2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − x)2 =
1
n

n∑
i=1

X2
i − x2, (19.4)

äëÿ âûáîðêè äèñêðåòíîãî òèïà ýòî ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ

s2 =
1
n

k∑
i=1

ni

(
X(i) − x

)2
=

1
n

k∑
i=1

ni

(
X(i)

)2
− x2, (19.5)

à äëÿ ãðóïïèðîâàííîé âûáîðêè � îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

s2 =
1
n

k∑
i=1

ni(xi − x)2 =
1
n

k∑
i=1

nix
2
i − x2. (19.6)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëü-
íîé, íî ñìåùåííîé îöåíêîé äèñïåðñèè ñ.â. X. Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ
âûáîðîê ñìåùåíèå íåâåëèêî è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à äëÿ ìàëûõ
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âûáîðîê ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàåìîé èñïðàâëåííîé âûáî-
ðî÷íîé äèñïåðñèåé , êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè
òîëüêî ìíîæèòåëåì:

s̃2 =
n

n− 1
s2, (19.7)

íî îí äåëàåò èñïðàâëåííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ è íåñìåùåííîé,
è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûå êîðíè èç âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé, ïîëó÷à-
åì, ñîîòâåòñòâåííî, âûáîðî÷íîå ñ.ê.î. s è èñïðàâëåííîå âûáî-
ðî÷íîå ñ.ê.î. s̃.

Ïðèìåð 19.4. Íàéòè âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ, èñïðàâëåííóþ âûáî-
ðî÷íóþ äèñïåðñèþ, âûáîðî÷íîå ñ.ê.î. è èñïðàâëåííîå âûáîðî÷íîå ñ.ê.î.
äëÿ ñ.â. îòêàçîâ óñèëèòåëåé èç ïðèìåðà 18.1.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëåíèå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè
ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ôîðìóëû (19.4), ïðè÷åì, èñïîëüçóåòñÿ âûáî-
ðî÷íîå ñðåäíåå, ïîëó÷åííîå â ïðèìåðå 19.1:

s2 =
1
12

(82 + 32 + 102 + 42 + 32 + 72 + 92 + 62 + 22 + 52 + 42 + 62)−

−
(

67
12

)2

=
445
12

−
(

67
12

)2

= 5,91.

Òåïåðü íåòðóäíî ïîëó÷èòü è îñòàëüíûå îöåíêè:

s̃ 2 =
12
11

s2 = 6,45; s =
√

s2 = 2,43; s̃ =
√

s̃ 2 = 2,54.

Âèäíî, ÷òî âûáîðî÷íàÿ è èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè çà-
ìåòíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Ïðèìåð 19.5. Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äëÿ ñ.â. êîëè÷åñòâà çâîí-
êîâ, ïîñòóïèâøèõ â æ.ä. ñïðàâî÷íóþ, èç ïðèìåðà 18.2.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (19.5) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà äèñ-
êðåòíîãî òèïà, ïîëó÷åííîãî â ïðèìåðå 18.2:

s2 =
1

120
(2 · 02 + 3 · 12 + 10 · 22 + 17 · 32 + 22 · 42 + 26 · 52 + 13 · 62+

+ 13 · 72 + 4 · 82 + 4 · 92 + 2 · 102 + 3 · 112 + 1 · 122)−

−
(

594
120

)2

=
3590
120

−
(

99
20

)2

= 5,41;

s̃ 2 =
120
119

s2 = 5,46; s =
√

s2 = 2,33; s̃ =
√

s̃ 2 = 2,34.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ïðèìåðîì îáúåì âûáîðêè çíà÷èòåëü-
íî áîëüøå è äèñïåðñèè (âûáîðî÷íàÿ è èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ)
îòëè÷àþòñÿ ìåíüøå.

Ïðèìåð 19.6. Ðåøèòü òàêóþ æå çàäà÷ó äëÿ ñ.â. îòêëîíåíèÿ íà-
ïðÿæåíèÿ îò íîìèíàëà èç ïðèìåðà 18.3.

Ðåøåíèå. Íà ýòîò ðàç èñïîëüçóåì ôîðìóëó (19.6) äëÿ ãðóïïèðîâàí-
íîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà, ïîëó÷åííîãî â ïðèìåðå 18.3:

s2 =
1

180
(2 · 92 + 6 · 132 + 20 · 172 + 44 · 212 + 43 · 252 + 40 · 292+

+ 20 · 332 + 5 · 372)−
(

4440
180

)2

=

=
115500

180
−
(

74
3

)2

= 33,222;

s̃ 2 =
180
179

s2 = 33,408; s =
√

s2 = 5,764; s̃ =
√

s̃ 2 = 5,780.

19.3 Óïðîùåíèå ðó÷íûõ ðàñ÷åòîâ

Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî âàì íóæíî íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äëÿ ðî-
ñòà ñòóäåíòîâ âàøåé ãðóïïû, òî åñòü, ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ñðåäíèé ðîñò
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ñòóäåíòà ãðóïïû ÀÒC. Âàì ïðèäåòñÿ ñêëàäûâàòü îêîëî òðèäöàòè
òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, à çàòåì ïîëó÷åííóþ ñóììó äåëèòü íà ÷èñëî ñòó-
äåíòîâ. Âðó÷íóþ äåëàòü ýòî äîâîëüíî ñëîæíî. Â òî æå âðåìÿ ÿñíî,
÷òî ðîñò ìîæåò êîëåáàòüñÿ ïðèìåðíî îò 160 äî 180 ñì è, òàêèì îáðà-
çîì, âîçìîæíî, ñðåäíèé ðîñò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí 170 ñì. Ýòè 170
ñì áóäåì íàçûâàòü ëîæíûì ñðåäíèì , òàê êàê âûáîðî÷íîå ñðåä-
íåå ìîæåò ñ íèì íå ñîâïàñòü. Íî çàòî ëîæíûé ñðåäíèé ðîñò ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü îòêëîíåíèÿ îò íåãî (à îíè
áóäóò âñåãî ëèøü äâóçíà÷íûìè ÷èñëàìè äà åùå è ðàçíûõ çíàêîâ, òàê
÷òî ïðè ñëîæåíèè âïîëíå âîçìîæíî áóäóò âçàèìíî óíè÷òîæàòüñÿ) è
íàéòè èõ âûáîðî÷íîå ñðåäíåå. Òåïåðü îñòàåòñÿ ëèøü äîãàäàòüñÿ, ÷òî
âûáîðî÷íîå ñðåäíåå îòêëîíåíèé äîñòàòî÷íî ïðèáàâèòü ê ëîæíîìó
ñðåäíåìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñðåäíèé ðîñò ñòóäåíòà â ãðóïïå. Âñå ýòè
ðàññóæäåíèÿ îñíîâàíû íà ôîðìóëå

x =
1
n

n∑
i=1

Xi =
1
n

n∑
i=1

(Xi − x∗) + x∗,

ïðàâèëüíîñòü êîòîðîé î÷åâèäíà è â êîòîðîé x∗ � ëîæíîå ñðåäíåå.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü è ê âû÷èñëåíèÿì

âûáîðî÷íûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ïî ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäàì. Îá-
ùàÿ ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé âûáîðêè X1, . . . , Xn â âûáîð-
êó U1, . . . , Un äëÿ óïðîùåííûõ ðàñ÷åòîâ èìååò âèä

Ui =
X̃i − x∗

∆
, i = 1, k.

Äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè k = n, ∆ = 1, X̃i = Xi, à x∗ âûáèðàåòñÿ
ðàâíûì êàêîìó-íèáóäü íàáëþäåíèþ â ¾ñåðåäèíå¿ âûáîðêè, òî åñòü
áëèçêèì ê ÷èñëó (Xmax + Xmin)/2.

Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà äèñêðåòíîãî òèïà k ðàâíî ÷èñëó ðàç-
ëè÷íûõ íàáëþäåíèé â âûáîðêå, ∆ = 1, X̃i = X(i), à x∗ âûáèðàåòñÿ,
êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

Äëÿ ãðóïïèðîâàííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà, ó êîòîðîãî âñå èí-
òåðâàëû èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó ∆, à èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî k, âå-
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ëè÷èíû X̃i çàìåíÿþò ñåðåäèíàìè èíòåðâàëîâ xi, à x∗ îáû÷íî ïðè-
íèìàþò ðàâíûì ñåðåäèíå èíòåðâàëà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìàêñè-
ìàëüíàÿ ÷àñòîòà ni (êàê ïðàâèëî, ñåðåäèíà òàêîãî èíòåðâàëà áëèçêà
ê âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó).

Äàëåå íàõîäÿò âûáîðî÷íîå ñðåäíåå u è äèñïåðñèþ s2
U äëÿ âûáîð-

êè U1, . . . , Un, à çàòåì àíàëîãè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ èñõîäíîé
âûáîðêè ïî ôîðìóëàì

x = ∆u + x∗, s2
X = ∆2s2

U .

Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ óäîáíî ðàñïîëàãàòü â ñïåöèàëüíóþ òàáëè-
öó, êàê ýòî ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 19.7. Íàéòè âûáîðî÷íûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ
âûáîðêè èç ïðèìåðà 18.3.

Ðåøåíèå. Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä, ïîëó÷åííûé â ïðèìåðå 18.3, ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó (19; 23), òàê
÷òî åãî ñåðåäèíó 21 ïðèìåì â êà÷åñòâå ëîæíîãî ñðåäíåãî, à äëèíó
èíòåðâàëà 4 � â êà÷åñòâå âåëè÷èíû ∆. Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïî ôîðìóëå

Ui =
xi − 21

4
, i = 1, 8,

è âû÷èñëåíèå âûáîðî÷íûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïðåîáðàçî-
âàííîé âûáîðêè ïðåäñòàâèì â âèäå òàáëèöû 19.1. Èñïîëüçóÿ ñóììó
ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, äåëåííóþ íà îáúåì âûáîðêè, ïîëó÷èì
âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ ñ.â. U :

s2
U =

1
n

k∑
i=1

niU
2
i − u2 = 2,91(6)− 0,91(6)2 = 2,0763(8).

Äàëåå íàõîäèì âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè çàäàííîé ñ.â.:

x = 4 · 0,91(6) + 21 ≈ 24,667; s2
X = 42 · 2,763(8) ≈ 33,222.
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Òàáëèöà 19.1: Òàáëèöà äëÿ ðó÷íûõ ðàñ÷åòîâ

ni Ui niUi U2
i niU

2
i

2 −3 −6 9 18

6 −2 −12 4 24

20 −1 20 1 20

44 0 0 0 0

43 1 43 1 43

40 2 80 4 160

20 3 60 9 180

5 4 20 16 80

Σ 165 525
1
nΣ u = 0,91(6) 2,91(6)

19.4 Ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Äàííûé ìåòîä òîæå äàåò òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ.â., åñëè èçâåñòåí çàêîí åå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � âûáîðêà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ.â. X.
Åñëè ýòà ñ.â. íåïðåðûâíà è èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé f(x,a), ãäå
a = (a1, . . . , as) � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî
ôóíêöèÿ

L(X1, . . . , Xn,a) = f(X1,a) · . . . · f(Xn,a) (19.8)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ .
Åñëè X � äèñêðåòíàÿ ñ.â., òî ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ íàçû-

âàåòñÿ ôóíêöèÿ

L(X1, . . . , Xn,a) = p(X1,a) · . . . · p(Xn,a), (19.9)
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ãäå
p(x,a) = P (X = x).

Èäåÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê ìåòîäîì íàèáîëüøåãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ ïðîùå âñåãî èëëþñòðèðóåòñÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ñ.â. Ôîðìó-
ëà (19.9) ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè íàáëþäåíèé âûáîðêè ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n îïûòàõ ðåàëèçóþòñÿ èìåííî òå
çíà÷åíèÿ ñ.â. X, êîòîðûå íàáëþäàëèñü â âûáîðêå. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìàëîâåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ ñ.â. âðÿä ëè ìîãëè ñîñòàâèòü âûáîðêó, ïî-
ýòîìó âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íàáëþäàâøèõñÿ çíà÷åíèé ñëåäóåò ñ÷è-
òàòü äîñòàòî÷íî âûñîêîé, à, çíà÷èò, çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ a1, . . . , as äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
(19.9) èìåëà äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå. ×òîáû íå ãàäàòü, íà-
ñêîëüêî áîëüøîé îíà äîëæíà áûòü, ïðèíèìàþò, ÷òî îíà äîëæíà áûòü
ìàêñèìàëüíî áîëüøîé. Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûå ðàññóæäåíèÿ ïðè-
âîäÿò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó è â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ñ.â.

Â èòîãå îöåíêîé an âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ a ñ.â. X
ïî ìåòîäó íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ íàçûâàþò ðåøåíèå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé

∂ lnL

∂a1
= 0, · · · ,

∂ lnL

∂an
= 0 (19.10)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ a1, . . . , as. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îòáðîñèòü
â ýòîé ñèñòåìå ëîãàðèôìû, òî îíà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
Çà÷åì æå òîãäà äîáàâëåíû åùå è ëîãàðèôìû? Äà ïðîñòî ïîòîìó,
÷òî ââåäåíèå ëîãàðèôìîâ íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(19.10), à âîò ñàì ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ ïðè íàëè÷èè ëîãàðèôìîâ çíà-
÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Ïðèìåð 19.8. Ïî âûáîðêå X1, . . . , Xn ìåòîäîì íàèáîëüøåãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ m,σ ñ.â. X, èìåþùåé íîðìàëü-
íóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ:

f(x,m, σ) =
1√
2πσ

exp

[
−(x−m)2

2σ2

]
.
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Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîð-
ìóëîé (19.8):

L(X1, . . . , Xn,m, σ) =
(

1√
2πσ

)n

exp

[
−

n∑
k=1

(Xk −m)2

2σ2

]
.

Âîçüìåì ëîãàðèôìû îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà:

lnL = −n

[
1
2

ln(2π) + lnσ

]
− 1

2σ2

n∑
k=1

(Xk −m)2,

è ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (19.10):

∂ lnL

∂m
=

1
σ2

n∑
k=1

(Xk −m) = 0,

∂ lnL

∂σ
= −n

σ
+

1
σ3

n∑
k=1

(Xk −m)2 = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íåòðóäíî íàéòè îöåíêó ïàðàìåò-
ðà m:

m =
1
n

n∑
k=1

Xk = x,

à èç âòîðîãî � îöåíêó ïàðàìåòðà σ:

σ2 =
1
n

n∑
k=1

(Xk − x)2 = s2.

Êàê âèäèòå, îöåíêè îêàçàëèñü óæå çíàêîìûìè íàì âûáîðî÷íûì
ñðåäíèì è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 19.9. Ïî âûáîðêå X1, . . . , Xn ìåòîäîì íàèáîëüøåãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà p ñ.â. X, èìåþùåé ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

pk = P (X = k) = (1− p)k−1p, k = 1, 2, . . . .
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Ðåøåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âîçíèêàåò â çàäà÷å î ñòðåë-
êå, êîòîðûé ñòðåëÿåò â öåëü äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîïàäåò; ñ.â. X �
÷èñëî âûñòðåëîâ, êîòîðûå ïðèäåòñÿ ñäåëàòü ñòðåëêó, p� âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ âèäà (19.9):

L(X1, . . . , Xn, p) = (1− p)X1−1p · . . . · (1− p)Xn−1p =

= (1− p)
X1+...+Xn−n

pn,

à çàòåì âîçüìåì îò íåå ëîãàðèôì:

lnL = (X1 + . . . + Xn − n) ln(1− p) + n ln p.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ è ïðèðàâíÿåì ïðîèçâîä-
íóþ ê íóëþ:

∂ lnL

∂p
= −X1 + . . . + Xn − n

1− p
+

n

p
= 0.

Ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ðàñêðûâàåì ñêîáêè è ïîëó÷àåì
òðåáóåìóþ îöåíêó:

p =
n

X1 + . . . + Xn
=

1
x

,

êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé, îáðàòíîé âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó.



Ëåêöèÿ 20

Èíòåðâàëüíûå îöåíêè

Ïðè ìàëîì îáúåìå âûáîðêè æåëàòåëüíî èìåòü íå òîëüêî òî÷å÷-
íóþ îöåíêó ïàðàìåòðà, íî è ìåðó ïîãðåøíîñòè òàêîé îöåíêè (ïðè
áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè òî÷íîñòü îáû÷íî áûâàåò óäîâëåòâîðèòåëü-
íîé). Ýòó çàäà÷ó ðåøàåò èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ, êîòî-
ðîå äàåò îöåíêó â âèäå èíòåðâàëà, â êîòîðîì ñ çàäàííîé (äîñòàòî÷íî
âûñîêîé) âåðîÿòíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ èñòèííîå çíà÷åíèå íåèçâåñòíî-
ãî ïàðàìåòðà. Â êà÷åñòâå òî÷å÷íîé îöåíêè ïàðàìåòðà â ýòîì ñëó÷àå
îáû÷íî áåðóò ñåðåäèíó èíòåðâàëà.

Áîëåå ñòðîãî, ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ.â. X, a � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð åå ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Èíòåðâàë (a1, a2) ñ êîíöàìè, îïðåäåëÿåìûìè íàáëþäåíèÿ-
ìè âûáîðêè a1 = g1(X1, . . . , Xn), a2 = g2(X1, . . . , Xn), ãäå g1, g2 �
íåêîòîðûå ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ,
ñîîòâåòñòâóþùèì çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè (íà-

äåæíîñòè) ε, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P (a1 < a < a2) = ε. (20.1)

Òàê êàê äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ε áåðåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé (îáû÷íî 0,9, 0,95 èëè 0,99), òî â ñèëó ôîðìóëû (20.1) äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë (a1, a2) äàåò õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå î òîì äèàïà-
çîíå çíà÷åíèé, â êîòîðîì ìîæåò ëåæàòü èñòèííîå çíà÷åíèå íåèçâåñò-
íîãî ïàðàìåòðà. Îäíàêî çà âñå íàäî ïëàòèòü: òàê êàê èíòåðâàëüíîå
îöåíèâàíèå äàåò è òî÷å÷íóþ îöåíêó ïàðàìåòðà, è èíòåðâàë, â êî-

255
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òîðîì ñ áîëüøîé äîñòîâåðíîñòüþ íàõîäèòñÿ ïàðàìåòð, çà ýòî ïðè-
õîäèòñÿ ðàñïëà÷èâàòüñÿ êàê äîâîëüíî ñëîæíûìè âûêëàäêàìè ïðè
ïîëó÷åíèè îöåíîê, òàê è òåì, ÷òî èíòåðâàëüíûå îöåíêè â îòëè÷èå îò
òî÷å÷íûõ íå ÿâëÿþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ: äëÿ
êàæäîãî òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïîëó÷àòü ñâîè èíòåðâàëü-
íûå îöåíêè. Ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ èíòåðâàëüíûì îöåíèâàíèåì íà ïðè-
ìåðå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó ñ.â. X ó íàñ áóäåò èìåòü
ðàñïðåäåëåíèå N(m,σ) è â äàëüíåéøåì ýòî ñïåöèàëüíî íå îãîâàðè-
âàåòñÿ.

20.1 Îöåíêà MX ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè

Ïóñòü èçâåñòíà äèñïåðñèÿ DX = σ2 ñ.â. X. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ
ñ.â. (òàêóþ ñ.â. íàçûâàþò ñòàòèñòèêîé)

Y =
MX − x

σ/
√

n
, (20.2)

êîòîðàÿ â ñèëó íîðìàëüíîé ðàñïðåäåëåííîñòè ñ.â. X òîæå îêàçûâàåò-
ñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Òàê êàê íà ïðåäûäóùåé
ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî Mx = MX, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñ.â. Y ðàâíî

MY = M
MX − x

σ/
√

n
=
√

n

σ
(MX −MX) = 0.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äèñïåðñèè, íàõîäèì

DY = D
MX − x

σ/
√

n
=

n

σ2
D(−x) =

DX

σ2
= 1,

ïîòîìó ÷òî D(−x) = Dx = 1
nDX (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñ.â. Y ðàñïðåäåëåíà N(0; 1).
Ýòîò ôàêò äàåò íàì ïðàâî çàïèñàòü âåðîÿòíîñòü åå ïîïàäàíèÿ â èí-
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òåðâàë (t1, t2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (t1 < Y < t2) = P

(
t1 <

MX − x

σ/
√

n
< t2

)
=

= P

(
t1

σ√
n

< MX − x < t2
σ√
n

)
= (20.3)

= P

(
x + t1

σ√
n

< MX < x + t2
σ√
n

)
= Φ∗(t2)− Φ∗(t1).

Ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ê çàäàííîé íàäåæíîñòè ε,
ïîëó÷èì:

P

(
x + t1

σ√
n

< MX < x + t2
σ√
n

)
= Φ∗(t2)− Φ∗(t1) = ε.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîæíî âçÿòü â âèäå

(m1,m2) =
(

x + t1
σ√
n

, x + t2
σ√
n

)
.

Îäíàêî òàêèõ èíòåðâàëîâ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî (ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ t1 è t2), ïîýòîìó èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ ïëîòíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Y (ðàñïðåäåëåííîé N(0; 1)) îòíîñèòåëüíî îñè
îðäèíàò äëÿ îïðåäåëåííîñòè áåðóò èíòåðâàë (t1, t2), ñèììåòðè÷íûé
îòíîñèòåëüíî íóëÿ, òî åñòü ïîëàãàþò (t1, t2) = (−t, t). Òîãäà ôîðìóëà
(20.1) ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå

P (−t < Y < t) = P

(
x− t

σ√
n

< MX < x + t
σ√
n

)
= Φ∗(t)− Φ∗(−t),

èç êîòîðîãî, âî-ïåðâûõ, ñëåäóåò, ÷òî îêîí÷àòåëüíî äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë áóäåò èìåòü âèä

(m1,m2) =
(

x− t
σ√
n

, x + t
σ√
n

)
, (20.4)
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à, âî-âòîðûõ, ÷òî íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t ìîæíî íàéòè èç
ðàâåíñòâà:

Φ∗(t)− Φ∗(−t) = ε. (20.5)

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ôóíêöèè Φ∗(t): Φ∗(−t) = 1 −
−Φ∗(t), ïîëó÷àåì

Φ∗(t)− (1− Φ∗(t)) = ε

èëè

Φ∗(t) =
1 + ε

2
. (20.6)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî òàáëèöàì ôóíêöèè Φ∗(t) (ïðèëîæåíèå G.2)
íàõîäèì íóæíîå çíà÷åíèå t, ïîëüçóÿñü òàáëèöàìè ¾íàîáîðîò¿: ñíà-
÷àëà íàõîäèì çíà÷åíèå ôóíêöèè, à çàòåì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå
àðãóìåíòà. Ïîñëå ýòîãî èíòåðâàë (20.4) ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåííûì.

Âìåñòî òàáëèö ôóíêöèè Φ∗(t) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöàìè
ôóíêöèè Φ(t) [8, 9], ïðè ýòîì ðàâåíñòâî (20.5) ïðèíèìàåò âèä:

Φ(t)− Φ(−t) = ε.

Òàê êàê ôóíêöèÿ Φ(t) íå÷åòíà, òî èç íåãî ïîëó÷àåì, ÷òî

Φ(t) =
ε

2
.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òàáëèöû ôóíêöèè Φ(t), ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå
t.

Îòìåòèì, ÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (20.4) ñèììåòðè÷åí îò-
íîñèòåëüíî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî x, òàê ÷òî îíî îñòàåòñÿ òî÷å÷íîé
îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êàê ñåðåäèíà äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà.

Ïðèìåð 20.1. Áûëî èçìåðåíî âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ X äèîäîâ èç
îäíîé ïàðòèè (â íàíîñåêóíäàõ):

69 73 70 68 61 73 70 72 67 70
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Ñ÷èòàÿ X íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ.â. ñ äèñïåðñèåé DX = σ2 =
= 12, íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå äîâåðè-
òåëüíûì âåðîÿòíîñòÿì 0,95 è 0,99 äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ ñ.â. X.

Ðåøåíèå. Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äàííîé ñ.â. âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå
(19.1):

x =
1
10

(69 + 73 + 70 + 68 + 61 + 73 + 70 + 72 + 67 + 70) =
693
10

= 69,3.

Íàéäåì âåëè÷èíó t èç ðàâåíñòâà (20.6) äëÿ ε = 0,95:

Φ∗(t) =
1 + 0,95

2
= 0,975.

Îáðàùàÿñü ê òàáëèöå ôóíêöèè Φ∗(t) (ïðèëîæåíèå G.2), îïðåäåëÿåì
çíà÷åíèå t = 1,96. Äàëåå ôîðìóëà (20.4) äàåò èñêîìûé äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë

(m1,m2) =

(
69,3− 1,96

√
12
10

; 69,3 + 1,96

√
12
10

)
≈ (67,15; 71,45).

Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à äëÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè ε =
= 0,99. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ t = 2,57, à äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

(m1,m2) =

(
69,3− 2,57

√
6
5
; 69,3 + 2,57

√
6
5

)
≈ (66,48; 72,12).

Âèäíî, ÷òî áîëüøåé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò è áîëü-
øèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë. Ýòî çíà÷èò, ÷òî á�îëüøèå ãàðàíòèè
íàëè÷èÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ìîæåò äàòü
òîëüêî áîëåå øèðîêèé èíòåðâàë. Íó, à äëèíû èíòåðâàëîâ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïî äåñÿòè íàáëþäåíèÿì íå
î÷åíü âûñîêàÿ.
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20.2 Îöåíêà MX ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè

Ïóñòü òåïåðü äèñïåðñèÿ DX ñ.â. X íåèçâåñòíà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ-
ñìàòðèâàþò ñòàòèñòèêó

T =
MX − x

s̃/
√

n
, (20.7)

àíàëîãè÷íóþ ñ.â. (20.2). Ïðîñòî ñ.ê.î. σ (òåïåðü íåèçâåñòíîå) çàìå-
íåíî âûáîðî÷íûì ñ.ê.î. Íî ýòî êàðäèíàëüíî ìåíÿåò òèï ñ.â. äðîáè.
Åñëè â ôîðìóëå (20.2) ñëó÷àéíîñòü íàëè÷åñòâîâàëà òîëüêî â ÷èñëè-
òåëå, òî â âûðàæåíèè (20.7) îíà ïðèñóòñòâóåò è â ÷èñëèòåëå, è â çíà-
ìåíàòåëå. Ïîýòîìó ñ.â. Y áûëà ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó,
à ñ.â. T èìååò t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà, ðàññìîòðåííîå â ï. 10.8, ñ
(n−1)-é ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ïðèëîæåíèå G.3 ñîäåðæèò òàáëèöó ýòîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, èç êîòîðîé ìîæíî, çàäàâ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è
âåëè÷èíó α, ïîëó÷èòü ÷èñëî tα, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ (ñì.
ðèñ. 10.5):

P (|T | > tα) = α. (20.8)

×òîáû ïîëó÷èòü èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ ïîòðåáóåì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà îòíîñèòåëüíî îñè
îðäèíàò, âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ:

P (|T | < t) = ε. (20.9)

Ýòî óñëîâèå îòëè÷àåòñÿ îò óñëîâèÿ (20.8) è ïîýòîìó, ÷òîáû âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òàáëèöåé t-ðàñïðåäåëåíèÿ, åãî ñíà÷àëà íóæíî ïðèâåñòè ê
òàêîìó âèäó:

P (|T | > t) = 1− ε.

Òåïåðü èç òàáëèöû t-ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèëîæåíèå G.3) ïî ÷èñëó ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû n − 1 è âåëè÷èíå α = 1 − ε ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå
âåëè÷èíû t. Çíàÿ åãî è ðàñêðûâàÿ ôîðìóëó (20.9), ïîëó÷àåì âûðà-
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æåíèå

P (|T | < t) = P

(
−t <

MX − x

s̃/
√

n
< t

)
=

= P

(
x− t

s̃√
n

< MX < x + t
s̃√
n

)
= ε,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ñ.â. X ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë

(m1,m2) =
(

x− t
s̃√
n

, x + t
s̃√
n

)
. (20.10)

Ïðèìåð 20.2. Ðåøèòü ïðåäûäóùèé ïðèìåð â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
äèñïåðñèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ äèîäà íåèçâåñòíà, à äîâåðèòåëü-
íàÿ âåðîÿòíîñòü ε = 0,95.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì çíà÷åíèå t. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â äàí-
íîì ïðèìåðå ðàâíî n− 1 = 9, à âåëè÷èíà α = 1− ε = 1− 0,95 = 0,05.
Èñïîëüçóÿ ýòè ÷èñëà êàê âõîäû â òàáëèöó t-ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèëî-
æåíèå G.3), ïîëó÷àåì ÷òî t ðàâíî 2,26.

Îïðåäåëèì åùå èñïðàâëåííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ ïî ôîðìó-
ëàì (19.4) è (19.7):

s̃2 =
1

n− 1

n∑
k=1

X2
i −

n

n− 1
x2 =

=
1
9
(692 + 732 + 702 + 682 + 612 + 732 + 702 + 722 + 672 + 702)−

−10
9

69,32 =
48137

9
− 10

9
69,32 = 12,456.

Ñëåäîâàòåëüíî, s̃ =
√

12,456 = 3,53 è èç ðàâåíñòâà (20.10) ïîëó÷àåì
èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë:

(m1,m2) =
(

69,3− 2,26 · 3,53√
10

; 69,3 + 2,26 · 3,53√
10

)
= (66,78; 71,82).

Âèäíî, ÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè øèðå, ÷åì â ñëó÷àå, êîãäà äèñïåð-
ñèÿ èçâåñòíà (ïðè îäíîé è òîé æå äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè).
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20.3 Îöåíêà DX

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè äèñïåðñèè òîæå èñïîëüçóþò
ïîäõîäÿùóþ ñòàòèñòèêó, êîòîðàÿ, îäíàêî, íå ïîõîæà íà äâå ïðåäû-
äóùèå:

χ2 =
(n− 1)s̃2

σ2
.

Îíà èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà, ðàññìîòðåííîå â ï. 10.9, ñ
(n − 1)-é ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Â ïðèëîæåíèè G.4 ïðèâåäåíà òàáëèöà
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äâóìÿ âõîäàìè, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, à äðóãèì � âåëè÷èíà γ. Íà âûõîäå òàáëèöû
ïîëó÷àþò ÷èñëî u, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (ñì. ðèñ. 10.6):

P (χ2 > u) = γ. (20.11)

Ïîäáåðåì äâà ÷èñëà u1 è u2 òàêèõ, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
ñòàòèñòèêè χ2 â èíòåðâàë (u1, u2) ðàâíÿëàñü çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòè ε:

P

(
u1 <

(n− 1)s̃2

σ2
< u2

)
= ε. (20.12)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñ.â., èìå-
þùåé χ2-ðàñïðåäåëåíèå, íå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 10.6) è îäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ÷èñåë
u1 è u2 â ôîðìóëå (20.12) íàäî îáåñïå÷èâàòü, èñõîäÿ èç äðóãèõ ñîîá-
ðàæåíèé. Ïîýòîìó ââîäÿò ¾ñèììåòðè÷íîñòü ïî âåðîÿòíîñòè¿, òî åñòü
íàêëàäûâàþò äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ, çàêëþ÷àþùèõñÿ â òîì,
÷òî âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñòàòèñòèêè χ2 â èíòåðâàëû (−∞, u1) è
(u2,∞) äîëæíû áûòü ðàâíû è â ñóììå ðàâíÿòüñÿ 1−ε. Òî åñòü äîëæ-
íû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

P (χ2 < u1) = P (χ2 > u2) =
1− ε

2
. (20.13)

Èç ýòîé ôîðìóëû ïî òàáëèöå χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèëîæåíèå G.4)
ìû ñðàçó íàõîäèì u2, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå âõîäîâ ÷èñëî ñòåïåíåé
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ñâîáîäû n−1 è γ = (1−ε)/2 (ñð. ñ (20.11)). ×òîáû íàéòè u1, ñíà÷àëà
ïðåîáðàçóåì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî â (20.13):

P (χ2 > u1) = 1− 1− ε

2
=

1 + ε

2
.

Ñíîâà îáðàùàÿñü ê òàáëèöå χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òåì æå ÷èñëîì ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû è γ = (1 + ε)/2, îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå u1.

Òåïåðü, óæå ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ u1 è u2 èç (20.12) ïîëó-
÷àåì

P

(
1
u2

<
σ2

(n− 1)s̃2
<

1
u1

)
= P

(
(n− 1)s̃2

u2
< σ2 <

(n− 1)s̃2

u1

)
= ε.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå äîâåðèòåëüíîãî èíòåð-
âàëà äëÿ äèñïåðñèè ñ.â. X ìîæíî âçÿòü èíòåðâàë

(s1, s2) =
(

(n− 1)s̃2

u2
,
(n− 1)s̃2

u1

)
. (20.14)

Çíàÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè, ñîâñåì íåñëîæíî
ïîëó÷èòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñ.ê.î. (ïðè òîé æå ñàìîé äî-
âåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè): äîñòàòî÷íî èçâëå÷ü êâàäðàòíûå êîðíè èç
êîíöîâ èíòåðâàëà. Òî åñòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñ.ê.î. èìååò
âèä:

(
√

s1,
√

s2).

Ïðèìåð 20.3. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè è
ñ.ê.î. âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ äèîäà èç ïðèìåðà 20.1 ñ äîâåðèòåëü-
íîé âåðîÿòíîñòüþ ε = 0,95.

Ðåøåíèå. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî n − 1 = 9. Ïî òàáëèöå χ2-
ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèëîæåíèå G.4) ïðè γ = (1− ε)/2 = (1− 0,95)/2 =
= 0,025 îïðåäåëÿåì u2 = 19,2. Ïî òîé æå òàáëèöå è òîì æå ÷èñëå
ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðè γ = (1 + ε)/2 = (1 + 0,95)/2 = 0,975 íàõî-
äèì u1 = 2,664. Íàêîíåö, ïî ôîðìóëå (20.14) ïîëó÷àåì òðåáóåìûé
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äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè:

(s1, s2) =
(

9 · 12,456
19,2

;
9 · 12,456

2,664

)
= (5,84; 42,08).

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûå êîðíè èç êîíöîâ èíòåðâàëà, íàõîäèì äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñ.ê.î.:

(
√

s1;
√

s2) = (2,42; 6,49).



Ëåêöèÿ 21

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç

21.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî âîçíèêàþò îïðåäåëåííîãî ðîäà ïðåä-
ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñ.â., ïðè÷åì, äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ íàäî ëèáî ïîäòâåðäèòü, ëèáî îïðîâåðãíóòü.
Ê òàêèì ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ ïðåäïîëîæåíèÿì îòíîñÿòñÿ ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î òèïå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â., íàïðèìåð, ïóàññîíîâñêàÿ äàííàÿ
ñ.â. èëè íåò; ðàâíî ëè åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàäàííîìó ÷èñëó
(íàïðèìåð, íóëþ) èëè íåò; ðàâíû ëè äèñïåðñèè äâóõ ðàññìàòðèâà-
åìûõ ñ.â. èëè íåò è äð. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêå íàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè ãèïîòåçàìè , à ïðîöåññ
âûÿñíåíèÿ èõ èñòèííîñòè � ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêîé ãèïî-

òåç. Òàê êàê âñå âûâîäû áàçèðóþòñÿ íà âûáîðêå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì ìàòåðèàëîì, òî õàðàêòåðíî, ÷òî ðåçóëüòàòîì óñïåøíîé
ïðîâåðêè ÿâëÿåòñÿ íå áåçîãîâîðî÷íîå óòâåðæäåíèå âðîäå ¾ãèïîòåçà
âåðíà¿, à ëèøü âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãèïîòåçà
íå ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäåíèÿì.

Çàïèøåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Ëþáóþ âûäâèíóòóþ ãèïîòåçó
ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíîé (íóëåâîé) è îáîçíà÷àòü H0. Êîíêóðè-
ðóþùåé (àëüòåðíàòèâíîé) íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà H1, ïðîòèâîïî-
ëîæíàÿ íóëåâîé. Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè ìîæíî ïðè-
íÿòü òîëüêî îäíó èç ãèïîòåç H0 èëè H1, îòâåðãàÿ â òî æå âðåìÿ
äðóãóþ.

Ïðîñòîé íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà, åñëè îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

265
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ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ñëîæ-

íîé . Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ïîêàçàòåëüíîé ñ.â. ðàâíî 3, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãèïîòåçîé, à ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî ýòî æå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áîëüøå 3, � ñëîæ-
íîé.

Ïðè âûíåñåíèè ñóæäåíèÿ î ïðàâèëüíîñòè èëè íåïðàâèëüíîñòè
ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû ìîãóò áûòü ñäåëàíû îøèáêè äâóõ òèïîâ.
Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ãèïîòåçà
áóäåò îòâåðãíóòà. Îøèáêà âòîðîãî ðîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî áóäåò
ïðèíÿòà íåïðàâèëüíàÿ ãèïîòåçà. Óðîâíåì çíà÷èìîñòè α íàçû-
âàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîâåðøèòü îøèáêó I ðîäà. Ìîùíîñòüþ êðè-

òåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà 1− β, ãäå β �
âåðîÿòíîñòü îøèáêè II ðîäà.

Êðèòåðèåì ïðîâåðêè ñëóæèò îáû÷íî íåêîòîðàÿ ñ.â. K. Êðè-
òè÷åñêîé îáëàñòüþ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé êðèòåðèÿ,
ïðè êîòîðûõ ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ. Îáëàñòüþ ïðèíÿòèÿ ãè-

ïîòåçû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êðèòåðèÿ, ïðè êîòîðûõ ãè-
ïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ. Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè (ãðàíèöàìè)
Kêð íàçûâàþòñÿ òî÷êè, îòäåëÿþùèå êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü îò îáëà-
ñòè ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû.

Ïðàâîñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâîì K > Kêð > 0. Ëåâîñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü

îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì K < Kêð < 0. Äâóñòîðîííÿÿ êðèòè-
÷åñêàÿ îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ

K ∈ (−∞,K1,êð) ∪ (K2,êð,∞).

-r
O Kêð

x

Ïðàâîñòîðîííÿÿ
êðèòè÷åñêàÿ
îáëàñòü
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-r
OKêð

x

Ëåâîñòîðîííÿÿ
êðèòè÷åñêàÿ
îáëàñòü

-r
OK1,êð K2,êð

x

Äâóñòîðîííÿÿ
êðèòè÷åñêàÿ
îáëàñòü

�
�

@
@

Ïðàâîñòîðîííþþ êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü íàõîäÿò èç ñîîòíîøåíèÿ

P (K > Kêð) = α, α = 0,01÷ 0,1,

ãäå α � óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû. Åñëè íà îñíîâå âûáîðî÷íûõ
äàííûõ ïîëó÷åíî çíà÷åíèå êðèòåðèÿ KB è îêàçàëîñü, ÷òî KB > Kêð,
ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ïðàêòèêå ðåàëèçîâàëîñü âåñüìà ìàëîâåðîÿòíîå ñî-
áûòèå, ïðè÷åì, åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà âåðîÿòíîñòè îòâåðãíóòü ïðà-
âèëüíóþ ãèïîòåçó. Â òàêîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ãèïîòåçó H0 îòâåðã-
íóòü, òàê êàê ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â åäèíè÷íîì îïûòå ìàëîâåðîÿòíîå ñî-
áûòèå íå äîëæíî íàñòóïèòü.

Ëåâîñòîðîííþþ êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü íàõîäÿò èç ñîîòíîøåíèÿ

P (K < Kêð) = α,

à äâóñòîðîííþþ � èç ñîîòíîøåíèÿ

P (K < K1,êð) + P (K > K2,êð) = α.

Âûáðàâ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α, êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü ñòðîÿò òàê,
÷òîáû ìîùíîñòü êðèòåðèÿ áûëà íàèáîëüøåé, òàê êàê ïðè ýòîì óìåíü-
øàåòñÿ äî ìèíèìóìà (ïðè äàííîì α) âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî
ðîäà.

Ïðè çàäàííîì îáúåìå âûáîðêè íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííî óìåíü-
øèòü è α, è β. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ëèøü óâåëè÷èâ îáúåì âûáîðêè.



Ëåêöèÿ 21. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç 268

21.2 Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Ïèðñîíà

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà X1, . . . , Xn èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ.â.
X, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Â êà÷åñòâå
îñíîâíîé ãèïîòåçû ïðèìåì ïðåäïîëîæåíèå î òèïå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â.
X, òî åñòü î òîì, áóäåò ëè äàííàÿ ñ.â. ðàñïðåäåëåííîé ðàâíîìåð-
íî, íîðìàëüíî, ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó èëè êàêîìó-íèáóäü èíî-
ìó. Ïðåäïîëàãàåìóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷èì F0(x). Òî-
ãäà îñíîâíóþ ãèïîòåçó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: H0 : F (x) = F0(x), à
àëüòåðíàòèâíóþ � â âèäå H1 : F (x) 6= F0(x). Çàäà÷à ïðîâåðêè îñíîâ-
íîé ãèïîòåçû íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ , à êðèòåðèé
ïðîâåðêè ãèïîòåçû íàçûâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå êðèòåðèåì ñîãëà-

ñèÿ .
Èäåÿ êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ Ïèðñîíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñ-

íîâíàÿ ãèïîòåçà äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà, åñëè âûáîðî÷íûå ÷àñòî-
òû ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ÷àñòîò, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëü-
çóÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äàííàÿ ñ.â. èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F0(x).

Ñàì êðèòåðèé Ïèðñîíà, íàçûâàåìûé òàêæå êðèòåðèåì χ2, èìå-
åò âèä

χ2
B =

k∑
i=1

(ni − npi)2

npi
, (21.1)

ãäå ni � ÷àñòîòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà, npi � òàê íàçûâàåìûå òåî-
ðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû , êîòîðûå ïîëó÷àþò óìíîæåíèåì îáúåìà âû-
áîðêè n íà òåîðåòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè pi. Ïîñëåäíèå ïîëó÷àþò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Åñëè ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä � äèñêðåòíîãî òèïà, òî pi = P (X =
= X(i)), i = 1, k − 1, ïðè÷åì, ýòà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òåì äèñ-
êðåòíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x). Äëÿ ïåðâîãî íàáëþäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿ-
äà áåðåòñÿ âåðîÿòíîñòü p0 = P (X ≤ X(0)), åñëè ñ.â. ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ, ìåíüøèå, ÷åì X(0), è áåðåòñÿ âåðîÿòíîñòü p0 =
= P (X = X(0)) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîñëåäíåãî
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íàáëþäåíèÿ áåðåòñÿ âåðîÿòíîñòü pk = P (X ≥ X(k)), åñëè ñ.â. ìî-
æåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, á�îëüøèå, ÷åì X(k), è áåðåòñÿ âåðîÿòíîñòü
pk = P (X = X(k)) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ ãðóïïèðîâàííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà òàêèå âåðîÿòíîñòè
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå pi = F0(xi) − F0(xi−1), i = 1, k − 1. Åñ-
ëè ñ.â. X ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, ìåíüøèå, ÷åì x0, òî p0 =
= F0(x1)−F0(−∞), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå p0 = F0(x1)−F0(x0). Àíàëî-
ãè÷íî, åñëè ñ.â. X ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, á�îëüøèå, ÷åì xk, òî
pk = F0(∞)− F0(xk−1), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå pk = F0(xk)− F0(xk−1).

Âèä êðèòåðèÿ Ïèðñîíà (21.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî îí äåéñòâèòåëü-
íî ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ, åñëè âûáîðî÷íûå ÷àñòîòû áëèçêè ê
òåîðåòè÷åñêèì. (Â ÷àñòíîñòè, χ2

B = 0, åñëè âñå ni = npi, íî ïðàê-
òè÷åñêè òàêîå ñ.ñ. íå íàáëþäàåòñÿ, òàê êàê ñëèøêîì ìàëîâåðîÿòíî.
Âîîáùå ÷ðåçìåðíàÿ áëèçîñòü âûáîðî÷íûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ÷àñòîò
ìîæåò, ñêîðåå, ñâèäåòåëüñòâîâàòü î ïðåäíàìåðåííîé ïîäòàñîâêå íà-
áëþäåíèé.)

Âåëè÷èíà χ2
B èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê r = k − ν − 1, ãäå ν � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â., îïðåäåëÿåìûõ ïî âûáîðêå. Äàëåå íà ïðèìåðàõ
âû óâèäèòå, ÷òî âåëè÷èíà k íå ÿâëÿåòñÿ íåèçìåííîé, òàê êàê, íà-
ïðèìåð, íåêîòîðûå èíòåðâàëû ãðóïïèðîâêè ïðèõîäèòñÿ îáúåäèíÿòü
è, çíà÷èò, èõ êîëè÷åñòâî ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ïîäñ÷åò ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü íà çàêëþ÷è-
òåëüíîì ýòàïå ðàñ÷åòîâ.

Âòîðûì ïàðàìåòðîì χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðîâåíü çíà÷è-
ìîñòè α, ðàâíûé, êàê âû ïîìíèòå, âåðîÿòíîñòè îòâåðãíóòü ïðàâèëü-
íóþ ãèïîòåçó. Åñëè âåëè÷èíà χ2

B ÷åðåñ÷óð âåëèêà, òî ãèïîòåçó ñëå-
äóåò îòâåðãíóòü, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ïðàâîñòîðîííþþ
êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

P (χ2
B > χ2

α(r)) = α, (21.2)

ãäå χ2
α(r) � çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè χ2, íàéäåííîå èç òàáëèö (ïðèëîæå-

íèå G.4) ïî âõîäàì r è α.
Òàê êàê α ìàëî (α = 0,01 ÷ 0,1), òî â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè
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ãèïîòåçû H0 âåðîÿòíîñòü (21.2) òîæå ìàëà, òî åñòü ñîáûòèå χ2
B >

> χ2
α(r) ìàëîâåðîÿòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

χ2
B > χ2

α(r),

òî ãèïîòåçó ñëåäóåò îòâåðãíóòü, à, åñëè

χ2
B < χ2

α(r),

òî ãèïîòåçó ìîæíî ïðèíÿòü êàê íå ïðîòèâîðå÷àùóþ íàáëþäåíèÿì.

Ïðèìåð 21.1. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî çâîí-
êîâ, ïîñòóïàþùèõ óòðîì â ñïðàâî÷íîå æ.ä. áþðî (ñì. ïðèìåð 18.2)
ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà, âçÿâ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α ðàâ-
íûì 0,2. Äëÿ ïðîâåðêè èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Ïèðñîíà.

Ðåøåíèå. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà èìååò âèä:

P (X = i) =
λi

i!
e−λ; i = 0, 1, . . . .

Â ýòîì ðàâåíñòâå ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ λ íàì íåèçâåñòåí. Îäíàêî
èçâåñòíî, ÷òî λ = MX, à MX ≈ x. Ïîýòîìó ïðèáëèæåííî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð ðàâåí âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó: λ ≈ x.
Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äëÿ äàííîé âûáîðêè áûëî íàéäåíî â ïðèìåðå
19.2, îòêóäà è ïîëó÷àåì, ÷òî λ ≈ 4,95. Òåïåðü ïðîâåðÿåìûé çàêîí
Ïóàññîíà ïðèîáðåòàåò âèä

P (X = i) =
4,95i

i!
e−4,95; i = 0, 1, . . . .

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, íàõîäèì òåîðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå íàáëþäåíèÿì X(i), ïðåäñòàâëåííûì â ñòàòèñòè÷åñêîì



Ëåêöèÿ 21. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç 271

ðÿäå ïðèìåðà 18.2:

P (X = 0) =
4,950

0!
e−4,95 = e−4,95 = 0,0071,

P (X = 1) =
4,951

1!
e−4,95 = 4,95e−4,95 = 0,0351,

P (X = 2) =
4,952

2!
e−4,95 = 0,0868,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

P (X = 11) =
4,9511

11!
e−4,95 = 0,0078,

P (X ≥ 12) = 1− P (X = 0)− . . .− P (x = 11) = 0,0051.

Ýòè âû÷èñëåíèÿ è âû÷èñëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ÷àñòîò ïðåäñòàâèì â
âèäå òàáëèöû 21.1.

Èç íåå âèäíî, ÷òî íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû ïîëó÷èëèñü
äîâîëüíî ìàëåíüêèìè (ñì. ïåðâûå äâå è ïîñëåäíèå ÷åòûðå ñòðîêè
òàáëèöû). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå íàáëþäåíèÿ ìàëîâåðî-
ÿòíû, è, åñëè èìåííî îíè äàäóò áîëüøîå íåñîâïàäåíèå âûáîðî÷íûõ
è òåîðåòè÷åñêèõ ÷àñòîò, òî èç-çà ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé ïðèäåòñÿ
îòêëîíèòü ãèïîòåçó. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ïðèíÿòî îáúåäèíÿòü ñòðî-
êè òàáëèöû, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà npi ìåíüøå, íàïðèìåð, 7. Ìû ñ
âàìè òîæå îáúåäèíèì ñòðîêè òàáëèöû: ïåðâûå òðè è ïîñëåäíèå ÷å-
òûðå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íîâàÿ òàáëèöà 21.2, èç êîòîðîé ìû è
íàéäåì çíà÷åíèå êðèòåðèÿ Ïèðñîíà. Òåïåðü îïðåäåëèì ÷èñëî ñòåïå-
íåé ñâîáîäû. Â òàáëèöå îñòàëîñü 8 ñòðîê, çíà÷èò, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
òåïåðü k = 8. Âåëè÷èíà ν = 1, òàê êàê îäèí ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ,
λ, áûë íàéäåí ïî âûáîðêå. Â èòîãå r = 8 − 1 − 1 = 6. Èç òàáëèöû
χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèëîæåíèå G.4) ïðè α = 0,2 è ÷èñëå ñòåïåíåé
ñâîáîäû r = 6 íàõîäèì χ2

α(r) = 8,558. Òàê êàê

χ2
B = 4,68 < 8,558 = χ2

α(r),

òî ãèïîòåçà î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè äàííîé ñ.â. íå ïðîòèâî-
ðå÷èò íàáëþäåíèÿì è åå ìîæíî ïðèíÿòü.
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Òàáëèöà 21.1: Êðèòåðèé χ2 äëÿ ïðèìåðà 18.2 (1 ÷àñòü)

X(i) ni pi npi

0 2 0,0071 0,852

1 3 0,0351 4,212

2 10 0,0868 10,416

3 17 0,1432 17,184

4 22 0,1772 21,264

5 26 0,1754 21,048

6 13 0,1447 17,364

7 13 0,1023 12,276

8 4 0,0633 7,596

9 4 0,0348 4,176

10 2 0,0172 2,064

11 3 0,0078 0,936

12 1 0,0051 0,612

Ïðèìåð 21.2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî îòêëîíåíèå íàïðÿ-
æåíèÿ îò íîìèíàëà (ñì. ïðèìåð 18.3) èìååò íîðìàëüíûé çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ, âçÿâ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α ðàâíûì 0,1. Äëÿ ïðîâåð-
êè èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Ïèðñîíà.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ ïîäñ÷èòûâàòü âåðîÿòíîñòè ïî-
ïàäàíèÿ â èíòåðâàëû ãðóïïèðîâêè (xi−1, xi) íîðìàëüíîé ñ.â. ïî ôîð-
ìóëå:

P (xi−1 < X < xi) = Φ∗
(

xi −m

σ

)
− Φ∗

(
xi−1 −m

σ

)
,

â êîòîðîé ïàðàìåòðû m è σ íåèçâåñòíû. Íî m = MX ≈ x, σ =
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Òàáëèöà 21.2: Êðèòåðèé χ2 äëÿ ïðèìåðà 18.2 (2 ÷àñòü)

X(i) ni npi ni − npi (ni − npi)2
(ni − npi)2

npi

0÷ 2 15 15,480 −0,480 0,2304 0,0149

3 17 17,184 −0,184 0,0339 0,0020

4 22 21,264 0,736 0,5417 0,0255

5 26 21,048 4,952 24,5220 1,1651

6 13 17,364 −4,364 19,0445 1,0968

7 13 12,276 0,724 0,5242 0,0427

8 4 7,596 −3,596 12,9312 1,7024

≥ 9 10 7,788 2,212 4,8929 0,6283

Σ 120 1 χ2
B = 4,68

=
√

DX ≈ s. Ïîýòîìó ìû âìåñòî íèõ âîçüìåì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå
è âûáîðî÷íîå ñ.ê.î., âû÷èñëåííûå â ïðèìåðàõ 19.3 è 19.6, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùàÿ ôîðìóëà ïðèìåò âèä:

P (xi−1 < X < xi) = Φ∗
(

xi − 24,667
5,764

)
− Φ∗

(
xi−1 − 24,667

5,764

)
.

Ïî íåé è ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ôóíêöèè Φ∗(x) (ïðèëîæåíèå G.2) ìû
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ðàññ÷èòàåì òåîðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû:

P (−∞ < X < 11) = Φ∗
(

11− 24,667
5,764

)
− Φ∗ (−∞) =

= Φ∗(−2,37) = 0,089;

P (11 < X < 15) = Φ∗
(

15− 24,667
5,764

)
− Φ∗

(
11− 24,667

5,764

)
=

= Φ∗(−1,68)− Φ∗(−2,37) = 0,0376;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

P (31 < X < 35) = Φ∗
(

35− 24,667
5,764

)
− Φ∗

(
31− 24,667

5,764

)
=

= Φ∗(1,79)− Φ∗(1,10) = 0,0994;

P (35 < X < ∞) = Φ∗(∞)− Φ∗
(

35− 24,667
5,764

)
=

= 1− Φ∗(1,79) = 0,0367.

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîìåñòèì â òàáëèöó 21.3.
Ìû ñíîâà íàáëþäàåì äëÿ íåêîòîðûõ ñòðîê ìàëûå çíà÷åíèÿ npi.

Íî åñëè â ïîñëåäíåé ñòðîêå ýòà âåëè÷èíà ðàâíà 6,606, òî åñòü áëèçêà
ê 7, òî äëÿ ïåðâîé ñòðîêè îíà âñå æå ñëèøêîì ìàëà, è, çíà÷èò, ïåðâóþ
ñòðîêó íóæíî îáúåäèíèòü ñî âòîðîé. Ïîñëå òàêîãî îáúåäèíåíèÿ ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàáëèöåé 21.4. ×òîáû íàéòè
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, âû÷òåì èç êîëè÷åñòâà ñòðîê k = 7, îñòàâ-
øèõñÿ â òàáëèöå, âåëè÷èíó ν = 2, òàê êàê ïî âûáîðêå áûëî îïðåäåëå-
íî äâà ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ:m è σ. Â ðåçóëüòàòå r = 7−2−1 = 4.
Ïî òàáëèöå χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðèëîæåíèå G.4) ïðè α = 0,1 è ÷èñëå
ñòåïåíåé ñâîáîäû r = 4 íàõîäèì χ2

α(r) = 7,779. Òàê êàê

χ2
B = 1,91 < 7,779 = χ2

α(r),

òî ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè äàííîé ñ.â. íå ïðîòèâîðå-
÷èò íàáëþäåíèÿì è åå ìîæíî ïðèíÿòü.
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Òàáëèöà 21.3: Êðèòåðèé χ2 äëÿ ïðèìåðà 18.3 (1 ÷àñòü)

(xi−1, xi) ni pi npi

(−∞; 11) 2 0,0089 1,602

(11; 15) 6 0,0376 6,768

(15; 19) 20 0,1171 21,078

(19; 23) 44 0,2223 40,014

(23; 27) 43 0,2695 48,510

(27; 31) 40 0,2089 37,602

(31; 35) 20 0,0989 17,802

(35;∞) 5 0,0367 6,606

21.3 Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Ðîìàíîâñêîãî

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì êðèòåðèåì ðàñõîæäåíèå ìåæäó âûáîðî÷íûì è
òåîðåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèÿìè ñ÷èòàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì (òî åñòü
ãèïîòåçó ìîæíî ïðèíÿòü), åñëè∣∣∣∣χ2

B − r√
2r

∣∣∣∣ < 3.

Çäåñü χ2
B � âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ χ2, ïîäñ÷èòûâàåìîå òàê

æå, êàê äëÿ êðèòåðèÿ Ïèðñîíà; r � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.
Äàííûé êðèòåðèé ìåíåå ñòðîã, ÷åì êðèòåðèé Ïèðñîíà, òî åñòü

íåêîòîðûå ãèïîòåçû, êîòîðûå îòâåðãàþòñÿ êðèòåðèåì Ïèðñîíà, ìîæ-
íî ïðèíÿòü, åñëè ñëåäîâàòü êðèòåðèþ Ðîìàíîâñêîãî. Âîîáùå ïîñëåä-
íèé ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà íåò íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü ñòåïåíü áëè-
çîñòè âûáîðî÷íîãî è òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèé.
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Òàáëèöà 21.4: Êðèòåðèé χ2 äëÿ ïðèìåðà 18.3 (2 ÷àñòü)

(xi−1, xi) ni npi ni − npi (ni − npi)2
(ni − npi)2

npi

(−∞; 15) 8 8,370 −0,370 0,1369 0,0164

(15; 19) 20 21,078 −1,078 1,1621 0,0551

(19; 23) 44 40,014 3,986 15,8882 0,3971

(23; 27) 43 48,510 −5,510 30,3601 0,6259

(27; 31) 40 37,602 2,398 5,7504 0,1529

(31; 35) 20 17,802 2,198 4,8312 0,2714

(35;∞) 5 6,606 −1,606 2,5792 0,3904

Σ 180 0,9999 χ2
B = 1,91

Äëÿ ïðèìåðà 21.1 êðèòåðèé Ðîìàíîâñêîãî âûïîëíÿåòñÿ:∣∣∣∣4,68− 8√
8

∣∣∣∣ = 1,17 < 3.

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü î ïðèìåðå 21.2:∣∣∣∣1,91− 4√
4

∣∣∣∣ = 1,05 < 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáå ãèïîòåçû èç ýòèõ ïðèìåðîâ, óæå ïðèíÿòûå ïî
êðèòåðèþ Ïèðñîíà, ìîæíî ïðèíÿòü è ïî êðèòåðèþ Ðîìàíîâñêîãî.
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21.4 Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà

Äàííûé êðèòåðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ.â. K = Dn
√

n, ãäå

Dn = max
x
|Fn(x)− F0(x)|,

ïðè÷åì, Fn(x) � ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ íàêîïëåííûõ ÷àñòîò,
F0(x) � ïðåäïîëàãàåìàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êàê ïîêàçàë À.Í. Êîëìîãîðîâ, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

P (Dn

√
n > λ) ≈ P (λ) = 1−

∞∑
i=−∞

(−1)ie−2i2λ2
.

Âûáåðåì λ = λα òàê, ÷òîáû

P (Dn

√
n > λα) ≈ P (λα) = α,

ãäå α � óðîâåíü çíà÷èìîñòè ãèïîòåçû H0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáûòèå
Dn
√

n > λα ìàëîâåðîÿòíî. Çíà÷èò, åñëè âûïîëíèòñÿ íåðàâåíñòâî

Dn

√
n > λα,

òî ãèïîòåçó ñëåäóåò îòâåðãíóòü, à, åñëè âûïîëíèòñÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íîå íåðàâåíñòâî:

Dn

√
n < λα,

òî ãèïîòåçó ìîæíî ïðèíÿòü.
Íà ïðèìåíåíèå äàííîãî êðèòåðèÿ íàêëàäûâàþòñÿ äâà ñóùåñòâåí-

íûõ îãðàíè÷åíèÿ. Âî-ïåðâûõ, åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü ëèøü ê íåïðå-
ðûâíûì ñ.â. Âî-âòîðûõ, äîëæíû áûòü èçâåñòíû âñå ïàðàìåòðû òåî-
ðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð, m è σ äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ). Åñëè æå òàêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëèæåí-
íî ïî âûáîðêå, òî êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà äàåò çàâåäîìî çàâûøåííîå
çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P (λ). Ïîýòîìó â ðÿäå ñëó÷àåâ ñóùåñòâóåò ðèñê
ïðèíÿòü êàê ïðàâäîïîäîáíóþ ãèïîòåçó, â äåéñòâèòåëüíîñòè ïëîõî ñî-
ãëàñóþùóþñÿ ñ íàáëþäåíèÿìè.



Ëåêöèÿ 21. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç 278

Ïðèìåð 21.3. Ïðèìåíèì êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà ê ãèïîòåçå, ñôîð-
ìóëèðîâàííîé â ïðèìåðå 21.2, ïðè òîì æå óðîâíå çíà÷èìîñòè
α = 0,1.

Ðåøåíèå. Èç òàáëèöû çíà÷åíèé ôóíêöèè P (λ) (ïðèëîæåíèå G.5) íà-
õîäèì, ÷òî äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α = 0,1 âåëè÷èíà λα ≈ 1,23, à èç
ðèñ. 18.4 âèäíî, ÷òî Dn = 0,025. Ñëåäîâàòåëüíî,

Dn

√
n = 0,025

√
180 = 0,335 < 1,23 = λα

è ãèïîòåçó ìîæíî ïðèíÿòü.



Ëåêöèÿ 22

Ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà

22.1 Âûáîðî÷íûå óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè

Ïðè ïîñòðîåíèè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì
âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ïàð (Xi, Yi), i = 1, n, ïðè÷åì, êàæäàÿ ïà-
ðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèÿ ñ.â. X è Y , ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå
íàáëþäàëèñü â îäíîì è òîì æå (i-ì) îïûòå.

Áóäåì, êàê è â ï. 8.4 ñíîâà èñêàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé âèäà

Y ' αX + β , (22.1)

íî â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ áëèçîñòè îïûòíûõ äàííûõ ê ëèíåéíîé çà-
âèñèìîñòè âûáåðåì ìèíèìóì ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ñ.â. Y îò åå çíà÷åíèé, ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâà-
íèè çàâèñèìîñòè (22.1):

S(a, b) =
n∑

i=1

(Yi − αXi − β)2.

Ïðèìåíÿÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, íàõîäèì ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè è ïðèðàâíèâàåì èõ íóëþ

∂S

∂a
= −2

n∑
i=1

Xi(Yi − αXi − β) = 0,

∂S

∂b
= −2

n∑
i=1

(Yi − αXi − β) = 0.

279
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ α è β óðàâíåíèÿ (22.1):

α
n∑

i=1
X2

i + β
n∑

i=1
Xi =

n∑
i=1

XiYi,

α
n∑

i=1
Xi + βn =

n∑
i=1

Yi.

Ðàçäåëèì êàæäîå óðàâíåíèå íà n è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

x =
1
n

n∑
i=1

Xi, y =
1
n

n∑
i=1

Yi, x2 =
1
n

n∑
i=1

X2
i , K =

1
n

n∑
i=1

XiYi.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:{
αx2 + βx = K,

αx + β = y.

Èç íåå íàõîäèì, ÷òî

α =
K − x · y

s2
X

, β = y − αx.

Ìû íå ñòàíåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ α è β äåé-
ñòâèòåëüíî îáåñïå÷èâàþò ìèíèìóì ôóíêöèè S(a, b), íî ýòî â ñàìîì
äåëå òàê.

Ïàðàìåòð α íàçûâàåòñÿ åùå âûáîðî÷íûì êîýôôèöèåíòîì ðå-

ãðåññèè Y íà X è îáîçíà÷àåòñÿ ρYX . Îí ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé êîýôôè-

öèåíòà ðåãðåññèè
σY

σX
r. Èñïîëüçóÿ ýòè âåëè÷èíû íåòðóäíî ïîëó÷èòü

îöåíêó êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ñ.â. X è Y , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
âûáîðî÷íûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè :

rB = ρYX
sX

sY
=

K − x · y
sXsY

. (22.2)

Âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ðåãðåññèè Y íà X òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

Y − y ' sY

sX
rB(X − x). (22.3)
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ðåãðåññèè X íà
Y :

X − x ' sX

sY
rB(Y − y). (22.4)

Ïðèìåð 22.1. Ïðîèçâîäèëèñü íàáëþäåíèÿ çà ïàðîé ñ.â. X � âëàæ-
íîñòüþ âîçäóõà (â %) â ïîìåùåíèè è Y � ñðîêîì ñëóæáû (â ìå-
ñÿöàõ) àïïàðàòóðû îäíîãî òèïà äî ïåðâîãî ðåìîíòà. Íàáëþäåíèÿ
ïðåäñòàâëåíû òàáëèöåé 22.1. Îïðåäåëèòü âûáîðî÷íûé êîýôôèöè-
åíò êîððåëÿöèè ìåæäó ýòèìè ñ.â. è âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé
ðåãðåññèè Y íà X.

Òàáëèöà 22.1: Êîððåëÿöèîííàÿ òàáëèöà

X\Y 3 6 9 12 15 18 21 24 ni yj

10 1 4 1 3 9 19,00
20 2 1 2 14 6 8 33 19,09
30 1 9 5 20 23 5 63 18,24
40 1 15 24 12 15 10 77 17,10
50 6 3 10 18 9 2 4 52 14,48
60 8 12 7 13 13 3 56 10,07
70 7 10 15 4 1 1 38 7,89
80 10 8 6 10 5 39 8,77
90 15 2 2 2 21 5,86

mj 41 40 33 64 63 67 50 30 388

Ðåøåíèå. Äàííûå êîððåëÿöèîííîé òàáëèöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êî-
ëè÷åñòâà ýêçåìïëÿðîâ àïïàðàòóðû, ïðîñëóæèâøèõ äî ïåðâîãî ðå-
ìîíòà ÷èñëî ìåñÿöåâ, óêàçàííîå â âåðõíåé ñòðîêå òàáëèöû, ïðè âëàæ-
íîñòè âîçäóõà, óêàçàííîé â åå ïåðâîì ñòîëáöå. Òàê, íàïðèìåð, 15 ìå-
ñÿöåâ ïðè âëàæíîñòè 40% ïðîñëóæèëî 24 ýêçåìïëÿðà àïïàðàòóðû.
Ñêëàäûâàÿ ÷èñëà â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû, ìû ïîëó÷àåì ÷àñòîòû
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ni äëÿ ñ.â. X (îíè ïîêàçàíû â ïðåäïîñëåäíåì ñòîëáöå), à ñêëàäûâàÿ
÷èñëà â êàæäîì ñòîëáöå, íàõîäèì ÷àñòîòû mj äëÿ ñ.â. Y (îíè ïîêà-
çàíû â ïîñëåäíåé ñòðîêå). Ñêëàäûâàÿ ÷àñòîòû êàê äëÿ ñ.â. X, òàê è
äëÿ ñ.â. Y , ìû ïîëó÷àåì îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé n = 388. Î ÷èñëàõ,
ñòîÿùèõ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû, ïîãîâîðèì ïîçæå.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå óæå âàì ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà âûáîðî÷-
íûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñ.â., ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:

x =
1
n

∑
niXi = 49,87; s2

X = 429,11; sX = 20,71;

y =
1
n

∑
mjYj = 13, 79; s2

Y = 39,10; sY = 6,25.

Âåëè÷èíó K íàéäåì ïî ôîðìóëå, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíîé òîé, êîòî-
ðàÿ áûëà ââåäåíà ðàíüøå:

K =
1
n

∑
nijXiYj = 598,9175,

ãäå nij � ñîâìåñòíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ íàáëþäåíèéXi è Yj (ýòè ÷èñ-
ëà ñòîÿò âî âíóòðåííèõ êëåòêàõ êîððåëÿöèîííîé òàáëèöû). Äàëåå ïî
ôîðìóëå (22.2) îïðåäåëÿåì âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè:

rB =
598,9175− 49,87 · 13,79

20,71 · 6,25
= −0,686.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (22.3), ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå
âûáîðî÷íîé ðåãðåññèè Y íà X, âûðàçèâ Y ÷åðåç X:

Y = 13,79 +
6,25
20,71

(−0,686)(X − 49,87),

èëè

Y = −0,207X + 24,113.

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (22.4) äàåò óðàâíåíèå âûáîðî÷íîé ðåãðåññèè
X íà Y :

X = −2,273Y + 81,215.
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22.2 Êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå

Êàê áûëî îòìå÷åíî íà ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-
öèè (è åãî îöåíêà � âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè) èçìåðÿ-
åò ñèëó ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ñ.â.: ÷åì áîëüøå ìîäóëü ýòîãî
êîýôôèöèåíòà, òåì áîëüøå ñâÿçü ìåæäó X è Y ïîõîæà íà ëèíåé-
íóþ. Åñëè æå çàâèñèìîñòü ìåæäó X è Y íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî
äëÿ îöåíêè ñèëû ñâÿçè ìåæäó íèìè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè óæå
íå ãîäèòñÿ, íóæíà íîâàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà.

×òîáû åå ââåñòè, ðàçîáüåì âñå íàáëþäåíèÿ çà ïàðàìè ñ.â. X è Y
íà ãðóïïû. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ãðóïïîé áóäåì ñ÷èòàòü íàáëþäåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ ñ.â. X (êàæäîé ãðóïïå
îòâå÷àåò îäíà ñòðîêà êîððåëÿöèîííîé òàáëèöû). Äëÿ êàæäîé òàêîé
i-é ãðóïïû ìîæíî íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå yi, êîòîðîå íàçûâàåò-
ñÿ ãðóïïîâûì ñðåäíèì , è âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ s2

i , íàçûâàåìóþ
ãðóïïîâîé äèñïåðñèåé .

Âíóòðèãðóïïîâîé äèñïåðñèåé íàçûâàåòñÿ âçâåøåííîå ïî
îáúåìàì ãðóïï ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ãðóïïîâûõ äèñïåðñèé:

s2
âíãð =

1
n

∑
Nis

2
i , (22.5)

ãäå Ni = ni � îáúåì i-é ãðóïïû.
Ìåæãðóïïîâîé äèñïåðñèåé íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèÿ ãðóïïîâûõ

ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíî (îáùåãî) âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ñ.â. Y :

s2
ìæãð =

1
n

∑
Ni(yi − y)2. (22.6)

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, êîòîðóþ ìû ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 22.1. (Îáùàÿ) âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ñ.â. Y ðàâíà ñóììå
âíóòðèãðóïïîâîé è ìåæãðóïïîâîé äèñïåðñèé:

sY = s2
âíãð

+ s2
ìæãð

. (22.7)
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Íàêîíåö, ìû ìîæåì ââåñòè ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèëû íåëè-
íåéíîé êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó ñ.â. X è Y . Åþ íàçûâàåòñÿ (âû-
áîðî÷íîå) êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå ηY X , ðàâíîå îòíîøåíèþ
ìåæãðóïïîâîãî ñ.ê.î. ê (îáùåìó) ñ.ê.î. sY ñ.â. Y :

ηYX =
sìæãð

sY
. (22.8)

Ïî÷åìó ýòà âåëè÷èíà îòðàæàåò ñèëó íåëèíåéíîé êîððåëÿöèîííîé
ñâÿçè, îáúÿñíÿþò

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÎÃÎ ÎÒÍÎØÅÍÈß

1◦. Êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå çàêëþ÷åíî ìåæäó 0 è 1:

0 ≤ ηYX ≤ 1.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü êîððåëÿöèîííîãî îòíîøåíèÿ ñëåäóåò èç íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè îïðåäåëÿþùèõ åãî âåëè÷èí. Èç ôîðìóëû (22.7), ðàç-
äåëèâ íà s2

Y , ïîëó÷àåì

1 =
s2
âíãð

s2
Y

+ η2
YX =⇒ ηYX ≤ 1. (22.9)

2◦. Åñëè êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå ðàâíî 0, òî ñ.â. Y íå ñâÿçàíà ñî
ñ.â. X êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòüþ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ηYX = 0, òî èç îïðåäåëåíèÿ (22.8) ñëåäó-
åò, ÷òî s2

ìæãð = 0, à òîãäà èç ôîðìóëû (22.6) âûòåêàåò ðàâåíñòâî∑
Ni(yi − y)2 = 0, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ãðóïïîâûå ñðåäíèå ðàâ-

íû (îáùåé) âûáîðî÷íîé ñðåäíåé. Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ñ.â. X
íèêàê íå âëèÿåò íà èçìåíåíèå ãðóïïîâûõ ñðåäíèõ ñ.â. Y .

3◦. Êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå ðàâíî 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñ.â. X è Y ñâÿçàíû ñòðîãîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ.
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Åñëè ηYX = 1, òî s2
Y = s2

ìæãð, è, òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(22.7), òî s2

âíãð = 0. Èç ôîðìóëû (22.5) òîãäà çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå
ãðóïïîâûå äèñïåðñèè ðàâíû íóëþ. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà âíóòðè ãðóïïû äàííîìó çíà÷åíèþ X ñîîòâåòñòâóåò îäíî
è òî æå çíà÷åíèå Y , òî åñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, êàæäîìó çíà÷åíèþ X
îòâå÷àåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå Y .

Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ îïóñòèì.

4◦. Êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå íå ìåíüøå ìîäóëÿ âûáîðî÷íîãî êî-
ýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè:

ηYX ≥ |rB|.

5◦. Åñëè ηYX = |rB|, òî ñ.â. Y ñâÿçàíà ñî ñ.â. X òî÷íîé êîððåëÿöè-
îííîé çàâèñèìîñòüþ âèäà

Y − y =
sY

sX
rB(X − x).

6◦. Ñ âîçðàñòàíèåì ηYX êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå
ñèëüíîé.

Â ñàìîì äåëå, èç ôîðìóëû (22.9) ïîëó÷àåì, ÷òî

s2
âíãð = s2

Y (1− η2
YX).

ßñíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè êîððåëÿöèîííîãî îòíîøåíèÿ âíóòðèãðóï-
ïîâàÿ äèñïåðñèÿ óìåíüøàåòñÿ, à ñ íåé óìåíüøàþòñÿ è âñå ãðóïïîâûå
äèñïåðñèè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèÿ ñ.â. Y , ñîîòâåòñòâó-
þùèå îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ ñ.â. X, âñå ìåíüøå ðàçëè÷àþòñÿ
ìåæäó ñîáîé, à êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü ñòðåìèòñÿ ñòàòü ôóíêöèîíàëü-
íîé.

Ïðèìåð 22.2. Íàéòè êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå äëÿ äàííûõ ïðåäû-
äóùåãî ïðèìåðà.

Ðåøåíèå. Âîò ñåé÷àñ è çàïîëíèì ïîñëåäíèé ñòîëáåö êîððåëÿöèîííîé
òàáëèöû. Â íåãî ïîìåùàþòñÿ ãðóïïîâûå ñðåäíèå yi, êîòîðûå âû÷èñ-
ëÿþòñÿ òàê:

y1 =
1
9
(1 · 6 + 4 · 18 + 1 · 21 + 3 · 24) = 19,00
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è ò.ä. Çàòåì ïî ôîðìóëå (22.6) íàõîäèì ìåæãðóïïîâóþ äèñïåðñèþ è
ñîîòâåòñòâóþùåå åé ñ.ê.î.:

s2
ìæãð = 19,815; sìæãð = 4,45.

Îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü âûáîðî÷íîå êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå, èñïîëü-
çîâàâ ðàâåíñòâî (22.8), êîòîðîå åãî îïðåäåëÿåò:

ηYX =
4,45
6,25

= 0,712.

Ýòî ÷èñëî è ïîêàçûâàåò ñèëó êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó âëàæíî-
ñòüþ âîçäóõà è ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ðàáîòû àïïàðàòóðû äî ïåðâîãî
îòêàçà.

22.3 Ïîíÿòèå î êðèâîëèíåéíîé ðåãðåññèè

Íå îáÿçàòåëüíî èñêàòü ëèíèè ðåãðåññèè â âèäå ïðÿìûõ. Î÷åíü ÷àñòî
íàáëþäåíèÿ, èçîáðàæåííûå â âèäå òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ìîãóò ñêëà-
äûâàòüñÿ â ôèãóðû, áëèçêèå ïî î÷åðòàíèÿì ê ïàðàáîëå, ãèïåðáîëå,
ýêñïîíåíòå è ò.ä. Ïîïûòêè ïðåäñòàâèòü ðåãðåññèþ â âèäå íàçâàííûõ
êðèâûõ â ýòèõ ñëó÷àÿõ äàþò ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ,
÷åì ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé. Ðåãðåññèþ, åñëè îíà çàäàåòñÿ
êðèâîé, òàê è íàçûâàþò êðèâîëèíåéíîé . Íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ:

Y ' aX2 + bX + c,

êóáè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ:

Y ' aX3 + bX2 + cX + d

è äð.
Êîýôôèöèåíòû â ýòèõ ôîðìóëàõ îïðåäåëÿþò ìåòîäîì íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè îïðåäåëåíèè
êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè.



Ëåêöèÿ 22. Ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà 287

Ê ñîæàëåíèþ, íàïðèìåð, êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå, ñïîñîáíîå
îïðåäåëèòü ñèëó êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó ñ.â., íè÷åì íå ìîæåò
ïîìî÷ü â îïðåäåëåíèè òèïà êðèâîé, êîòîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì
îïèñûâàëà áû íàáëþäàåìûå ïàðû ñ.â. Ïîýòîìó çäåñü áîëüøóþ ðîëü
íà÷èíàåò èãðàòü îïûò èññëåäîâàòåëÿ è åãî èíòóèöèÿ, êîòîðûå ïîä-
ñêàçûâàþò, êàêàÿ ôîðìà êðèâîé äàñò íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðè-
áëèæåíèÿ. ×àñòî â ðåøåíèè ýòîãî âîïðîñà ïîìîãàåò ñðàâíåíèå îñòà-
òî÷íûõ äèñïåðñèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì êðèâûì, è äðóãèå
ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, êîòîðûå ìû, ïðàâäà, èçó÷àòü íå
áóäåì.
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Ïðèëîæåíèå A

Íåêîòîðûå êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà

Óòâåðæäåíèå A.1. Äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñïðàâåäëè-
âà ôîðìóëà

Cr
m+n =

m∑
s=0

Cs
mCr−s

n , (A.1)

0 ≤ r − s ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì òîæäåñòâî

(a + b)m+n = (a + b)m(a + b)n

è ïðèìåíèì êî âñåì ñòåïåíÿì â íåì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà [7]:

m+n∑
r=0

Cr
m+narbm+n−r =

(
m∑

s=0

Cs
masbm−s

)(
n∑

i=0

Ci
naibn−i

)
.

Ïðèðàâíÿåì äðóã äðóãó êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ îäíî÷ëåíàõ
âèäà ajbk. Î÷åâèäíî, îäèíàêîâûå îäíî÷ëåíû ïîëó÷àþòñÿ, êîãäà r =
= s+ i, m+n−r = (m−s)+(n− i), ò.å. â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðè i = r−s.
Èç ýòîãî è ñëåäóåò äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà.

Ñëåäñòâèå A.1.
K∑

k=0

Ck
KC l−k

L−K = C l
L,

0 ≤ l − k ≤ L−K.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî â ðàâåíñòâå (A.1) ïîëîæèòü m = K,
n = L−K, s = k, r = l.

Çàìå÷àíèå A.1. Äâîéíîå íåðàâåíñòâî 0 ≤ l − k ≤ L − K ìîæíî
îïóñòèòü, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî Cm

n = 0, åñëè m > n.

Óòâåðæäåíèå A.2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n(n− 1) · . . . · (n− r + 1)Ck−r
n−r = k(k − 1) · . . . · (k − r + 1)Ck

n. (A.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

n(n− 1) · . . . · (n− r + 1)Ck−r
n−r =

n(n− 1) · . . . · (n− r + 1)(n− r)!
(k − r)!(n− k)!

=

=
n!

(k − r)!(n− k)!
=

k(k − 1) · . . . · (k − r + 1)n!
k!(n− k)!

=

= k(k − 1) · . . . · (k − r + 1)Ck
n.

Óòâåðæäåíèå A.3. Ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

K∑
k=1

kCk
KC l−k

L−K = KC l−1
L−1, (A.3)

K∑
k=2

k(k − 1)Ck
KC l−k

L−K = K(K − 1)C l−2
L−2, (A.4)

K∑
k=1

k2Ck
KC l−k

L−K = K
[
(K − 1)C l−2

L−2 + C l−1
L−1

]
. (A.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (A.3) ôîðìóëó
(A.2) ïðè r = 1:

K∑
k=1

kCk
KC l−k

L−K = K
K∑

k=1

Ck−1
K−1C

l−k
L−K = 〈i = k−1〉 = K

K−1∑
i=0

Ci
K−1C

l−i−1
L−K .
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Äàëåå ïðèìåíèì òîæäåñòâî (A.1) ïðè m = K − 1, n = L −K, s = i,
r = l − 1 è ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (A.3).

Òåïåðü âîçüìåì ðàâåíñòâî (A.4) è ïðèìåíèì ê åãî ëåâîé ÷àñòè
ôîðìóëó (A.2) ïðè r = 2:

K∑
k=2

k(k − 1)Ck
KC l−k

L−K = K(K − 1)
K∑

k=2

Ck−2
K−2C

l−k
L−K = 〈i = k − 2〉 =

= K(K − 1)
K−2∑
i=0

Ci
K−2C

l−i−2
L−K .

Ïðèìåíèì òîæäåñòâî (A.1) ïðè m = K−2, n = L−K, s = i, r = l−2
è ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (A.4).

Îñòàåòñÿ óáåäèòñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (A.5), èñïîëüçîâàâ
óæå äîêàçàííûå ôîðìóëû:

K∑
k=1

k2Ck
KC l−k

L−K =
K∑

k=1

[k(k − 1) + k]Ck
KC l−k

L−K =

=
K∑

k=1

k(k − 1)Ck
KC l−k

L−K +
K∑

k=1

kCk
KC l−k

L−K =

= K(K − 1)C l−2
L−2 + KC l−1

L−1 = K
[
(K − 1)C l−2

L−2 + C l−1
L−1

]
.



Ïðèëîæåíèå B

Ïîëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

Äîêàæåì ôîðìóëó, îáîáùàþùóþ áèíîì Íüþòîíà íà ñóììó ïðî-
èçâîëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ:

(p1 + · · ·+ pm)n =
∑

k1+···+km=n

n!
k1! . . . km!

pk1
1 . . . pkm

m . (B.1)

×èñëà
n!

k1! . . . km!
pk1
1 . . . pkm

m

íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè .
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m. Ïðè m = 2 ñïðàâåäëè-

âîñòü ôîðìóëû óñòàíàâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî îíà ïðåâðàùàåòñÿ â áèíîì
Íüþòîíà:

(p1 + p2)
n =

n∑
k=0

Ck
n pk

1p
n−k
2 =

n∑
k=0

n!
k!(n− k)!

pk
1p

n−k
2 =

=
∑

k1+k2=n

n!
k1!k2!

pk1
1 pk2

2 .

Ïóñòü ôîðìóëà (B.1) âåðíà ïðè m = ν ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî îíà
âåðíà è ïðè m = ν +1. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è áèíîì
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Íüþòîíà, ïîëó÷èì

(p1 + · · ·+ pν+1)
n = [(p1 + · · ·+ pν) + pν+1]

n =

=
n∑

k=0

Ck
n ( p1 + · · · pν)

k pn−k
ν+1 =

=
n∑

k=0

Ck
n

∑
k1+···+kν=k

k!
k1! . . . kν !

pk
1 . . . pkν

ν pn−k
ν+1 =

=
n∑

k=0

∑
k1+···+kν=k

n!
k! (n− k)!

· k!
k1! . . . kν !

pk
1 . . . pkν

ν pn−k
ν+1 =

= 〈kν+1 = n− k, k = n− kν+1〉 =

=
n∑

kν+1=0

∑
k1+···+kν=n−kν+1

n!
k1! . . . kν+1!

pk1
1 . . . p

kν+1

ν+1 =

=
∑

k1+···+kν+1=n

n!
k1! . . . kν+1!

pk1
1 . . . p

kν+1

ν+1 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



Ïðèëîæåíèå C

Èíòåãðàë Ïóàññîíà

Äîêàæåì ôîðìóëó (èíòåãðàë Ïóàññîíà)
∞∫
0

e−x2
dx =

√
π

2
.

Îáîçíà÷èì èñêîìûé èíòåãðàë ÷åðåç I è ñäåëàåì â íåì çàìåíó
x = ut, u > 0; dx = u dt. Òîãäà

I = I(u) = u

∞∫
0

e−u2t2 dt.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà e−u2
du è ïðîèíòåãðèðóåì åãî

ïî u â ïðåäåëàõ îò 0 äî ∞:

I

∞∫
0

e−u2
du = I2 =

∞∫
0

ue−u2
du

∞∫
0

e−u2t2 dt =

∞∫
0

du

∞∫
0

ue−u2(1+t2) dt.

Èçìåíèì â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, îïóñêàÿ
äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè òàêîãî äåéñòâèÿ:

I2 =

∞∫
0

dt

∞∫
0

ue−u2(1+t2) du =
〈
z = u2

(
1 + t2

)
, dz = 2u

(
1 + t2

)
du
〉

=

=
1
2

∞∫
0

dt

1 + t2

∞∫
0

e−z dz =
1
2

arctg t

∣∣∣∣∞
0

(
−e−z

)∣∣∣∣∞
0

=
π

4
.
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Òàê êàê I > 0, òî I =
√

π
2 .



Ïðèëîæåíèå D

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé , åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà xT = (x1, . . . , xn)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

xTAx > 0. (D.1)

Ïðè ýòîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà xTAx íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé .

Òåîðåìà D.1. Åñëè A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷-
íàÿ ìàòðèöà, òî âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ p1,. . . ,pn è îïðåäå-
ëèòåëü |A| ïîëîæèòåëüíû, ïðè÷åì, |A| = p1 · · · pn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò îðòîãî-
íàëüíûé îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé L òàêîé, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåí-
íûõ

x = Ly,

ãäå yT = (y1, . . . , yn) � âåêòîð íîâûõ ïåðåìåííûõ, ïðåâðàùàåò êâàä-
ðàòè÷íóþ ôîðìó xTAx â òàê íàçûâàåìóþ ñóììó êâàäðàòîâ

p1y
2
1 + · · ·+ pny2

n,

à ìàòðèöó A � â äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

Λ =

 p1 . . . 0
. . . . . . . . .

0 . . . pn

 = {λij}. (D.2)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü

xTAx = (Ly)T ALy = yTLTALy =p1y
2
1 + · · ·+ pny2

n.

Â ñèëó óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè (D.1) ëåâàÿ ÷àñòü ïî-
ëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, è åãî ïðàâàÿ ÷àñòü òîæå
ïîëîæèòåëüíà. Òàê êàê âåêòîð y ìîæåò áûòü ëþáûì, âîçüìåì y1 = 1,
y2 = · · · = yn = 0. Òîãäà óñëîâèå p1y

2
1 + · · ·+ pny2

n > 0 ñòàíåò òàêèì:
p1 > 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî p2 > 0,. . . ,pn > 0. Òàê êàê
îïðåäåëèòåëü ìàòðèö L è LT ðàâåí ±1, òî, äîìíîæàÿ îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû A ñëåâà è ñïðàâà íà ±1 è ó÷èòûâàÿ äèàãîíàëüíîñòü ìàò-
ðèöû Λ, ïîëó÷àåì

|A| =
∣∣LT

∣∣ |A| |L| = ∣∣LTAL
∣∣ = |Λ| = p1 · · · pn > 0.

Òåîðåìà D.2. Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàò-
ðèöû A ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà K, òàêàÿ, ÷òî
KTAK = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì |K| = 1/

√
p1 · · · pn,

ãäå p1, . . . , pn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà L ïðåîáðàçîâàíèåì
LTAL ïðèâîäèò ìàòðèöó A ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (D.2).

Òàê êàê ñîáñòâåííûå ÷èñëà p1, . . . , pn ïîëîæèòåëüíû, ðàññìîòðèì
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

D =


1√
p1

. . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . 1√
pn

 = {dij}.

Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

n∑
j,k=1

djiλjkdks =

{
0, i 6= s;

diiλiidii = 1√
pi

pi
1√
pi

= 1, i = s;
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èëè
DTΛD = E.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöó K ìîæíî âçÿòü â âèäå K = LD ïðè |L| = 1
è â âèäå K = −LD, åñëè |L| = −1 . Äåéñòâèòåëüíî, DTLTALD =
= DTΛD = E.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû K ðàâåí

|K| = |±LD| = |±L| |D| = ±(±)1 · 1/
√

p1 · · · pn = 1/
√

p1 · · · pn.



Ïðèëîæåíèå E

Ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè âåêòîðà , f
(
xT
)
, ãäå xT =

(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

d
(
f
(
xT
))

dx
=


∂(f(xT ))

∂x1

. . .
∂(f(xT ))

∂xn

 .

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ôîðìû xTb, ãäå bT = (b1, . . . , bn),
ðåçóëüòàò ýòîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò âèä

d
(
xTb

)
dx

= b.

Â ñàìîì äåëå,

d
(
xTb

)
dxs

=
∂

∂xs

(
n∑

i=1

bixi

)
= bs

è ïîýòîìó

d
(
xTb

)
dx

=

 b1

. . .

bn

 = b.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöûA = {aij} ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

d
(
xTAx

)
dx

= 2Ax.
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Äåéñòâèòåëüíî,

∂
(
xTAx

)
∂xs

=
∂

∂xs

 n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj

 =

=
∂

∂xs

 n∑
i=1

aiix
2
i +

n∑
i,j=1
i6=j

aijxixj

 =

= 2aisxs +
n∑

i=1
i6=s

aisxi +
n∑

j=1
j 6=s

asjxj = 2aisxs + 2
n∑

j=1
j 6=s

asjxj = 2
n∑

j=1

asjxj .

Ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè f
(
xT
)
, ãäå fT = (f1, . . . fm)

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

d
(
f
(
xT
))

dx
=

{
∂fi

(
xT
)

∂xj

}n

m

.

Ïîýòîìó âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f
(
xT
)
íà-

çûâàþò ìàòðèöó

d2
(
f
(
xT
))

dx2
=

d

dx

(
d
(
f
(
xT
))

dx

)
=

{
∂2
(
f
(
xT
))

∂xi∂xj

}n

n

.

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé ïðîèçâîäíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû áóäåò âû-
ðàæåíèå

d2
(
xTAx

)
dx2

=
d (2Ax)

dx
= 2A,

òàê êàê

∂ (2Ax)
∂xk

=
∂

∂xk

2
n∑

j=1

asjxj

 = 2ask.



Ïðèëîæåíèå F

Ãàììà- è áåòà-ôóíêöèè

Ãàììà-ôóíêöèåé (èíòåãðàëîì Ýéëåðà II ðîäà) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ âèäà

Γ (α) =

∞∫
0

xα−1e−x dx, α > 0.

Òåîðåìà F.1. Ãàììà-ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, âõî-
äÿùèé â îïðåäåëåíèå ãàììà-ôóíêöèè, ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî α > 0.

Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì åãî íà äâà èíòåãðàëà:

∞∫
0

xα−1e−x dx =

1∫
0

xα−1e−x dx +

∞∫
1

xα−1e−x dx.

Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 <

1∫
0

xα−1e−x dx <

1∫
0

xα−1 dx =
xα

α

∣∣∣∣1
0

=
1
α

è, ñëåäîâàòåëüíî, îí ñõîäèòñÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè âòîðîãî èíòåãðàëà ñðàâíèì åãî ñ

èíòåãðàëîì
∞∫
1

dx

x2
,
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êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, ñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäåëü-
íûì ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ è
âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→∞

xα−1e−x

1/x2
= lim

x→∞

xα+1

ex
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáà èíòåãðàëà ñõîäÿòñÿ, çíà÷èò, ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë,
îïðåäåëÿþùèé ãàììà-ôóíêöèþ.

Òåîðåìà F.2. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Γ (α + 1) = αΓ (α) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

αΓ (α) = α

∞∫
0

xα−1e−x dx =

=
〈

u = −e−x, dv = xα−1 dx, du = e−x dx, v =
xα

α

〉
=

= −α
xα

α
e−x

∣∣∣∣∞
0

+

∞∫
0

xαe−x dx =

∞∫
0

xαe−x dx = Γ (α + 1) .

Ñëåäñòâèå F.1. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Γ (α + n) = (α + n− 1) · . . . · (α + 1) αΓ (α) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì n ðàç òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ ôîðìó-
ëó.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî èìåòü çíà÷åíèÿ ãàììà-ôóíêöèè äëÿ
α ∈ (0; 1] èëè α ∈ (1; 2], ÷òîáû âû÷èñëèòü åå çíà÷åíèÿ äëÿ ëþáîãî α.



Ïðèëîæåíèå F. Ãàììà- è áåòà-ôóíêöèè 303

Ñëåäñòâèå F.2. Ïðè α = 1 èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû ïîëó÷àåì

Γ (n + 1) = n!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè α = 1 èç ïðåäûäóùåé ôîðìó-
ëû ñëåäóåò, ÷òî

Γ (n + 1) = (n + 1) · . . . · 2 · 1 · Γ (1) .

Íî

Γ (1) =

∞∫
0

e−x dx = −e−x
∣∣∞
0

= 1

è ïîýòîìó
Γ (n + 1) = (n + 1) · . . . · 2 · 1 · 1 = n!.

Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ãàììà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïî-
íÿòèÿ ôàêòîðèàëà.

Åùå îäíî âàæíîå çíà÷åíèå ãàììà-ôóíêöèè:

Γ
(

1
2

)
=
√

π.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà (ïðèëîæåíèå C), ïîëó-
÷àåì

Γ
(

1
2

)
=

∞∫
0

x−1/2e−x dx =
〈
x = t2, dx = 2t dt

〉
= 2

∞∫
0

t−1e−t2t dt =

= 2

∞∫
0

e−t2 dt = 2
√

π

2
=
√

π.

Áåòà-ôóíêöèåé (èíòåãðàëîì Ýéëåðà I ðîäà) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ

B (α, β) =

1∫
0

xα−1 (1− x)β−1 dx; α, β > 0.
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Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó áåòà- è ãàììà-ôóíêöèåé:

B (α, β) =
Γ (α) Γ (β)
Γ (α + β)

.

Òàáëèöû ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [25].



Ïðèëîæåíèå G

Ìàòåìàòè÷åñêèå òàáëèöû

G.1 Ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 39894 39892 39886 39876 39862 39844 39822 39797 39767 39733
0,1 39695 39654 39608 39559 39505 39448 39387 39322 39253 39181
0,2 39104 39024 38940 38853 38762 38667 38568 38466 38361 38251
0,3 38139 38023 37903 37780 37654 37524 37391 37255 37115 36973
0,4 36827 36678 36526 36371 36213 36053 35889 35723 35553 35381

0,5 35207 35029 34849 34667 34482 34294 34105 33912 33718 33521
0,6 33322 33121 32918 32713 32506 32297 32086 31874 31659 31443
0,7 31225 31006 30785 30563 30339 30114 29887 29659 29431 29200
0,8 28969 28737 28504 28269 28034 27798 27562 27324 27086 26848
0,9 26609 26369 26129 25888 25647 25406 25164 24923 24681 24439
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1,0 24197 23955 23713 23471 23230 22988 22747 22506 22265 22025
1,1 21785 21546 21307 21069 20831 20594 20357 20121 19886 19652
1,2 19419 19186 18954 18724 18494 18265 18037 17810 17585 17360
1,3 17137 16915 16694 16474 16256 16038 15822 15608 15395 15183
1,4 14973 14764 14556 14350 14146 13943 13742 13542 13344 13147

1,5 12952 12758 12566 12376 12188 12001 11816 11632 11450 11270
1,6 11092 10915 10741 10567 10396 10226 10059 09893 09728 09566
1,7 09405 09246 09089 08933 08780 08628 08478 08329 08183 08038
1,8 07895 07754 07614 07477 07341 07206 07074 06943 06814 06687
1,9 06562 06438 06316 06195 06077 05959 05844 05730 05618 05508

2,0 05399 05292 05186 05082 04980 04879 04780 04682 04586 04491
2,1 04398 04307 04217 04128 04041 03955 03871 03788 03706 03626
2,2 03547 03470 03394 03319 03246 03174 03103 03034 02965 02898
2,3 02833 02768 02705 02643 02582 02522 02463 02406 02349 02294
2,4 02239 02186 02134 02083 02033 01984 01936 01888 01842 01797

2,5 01753 01709 01667 01625 01585 01545 01506 01468 01431 01394
2,6 01358 01323 01289 01256 01223 01191 01160 01130 01100 01071
2,7 01042 01014 00987 00961 00935 00909 00885 00861 00837 00814
2,8 00792 00770 00748 00727 00707 00687 00668 00649 00631 00613
2,9 00595 00578 00562 00545 00530 00514 00499 00485 00470 00457
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3,0 00443 00430 00417 00405 00393 00381 00370 00358 00348 00337
3,1 00327 00317 00307 00298 00288 00279 00271 00262 00254 00246
3,2 00238 00231 00224 00216 00210 00203 00196 00190 00184 00178
3,3 00172 00167 00161 00156 00151 00146 00141 00136 00132 00127
3,4 00123 00119 00115 00111 00107 00104 00100 00097 00094 00090

3,5 00087 00084 00081 00079 00076 00073 00071 00068 00066 00063
3,6 00061 00059 00057 00055 00053 00051 00049 00047 00046 00044
3,7 00042 00041 00039 00038 00037 00035 00034 00033 00031 00030
3,8 00029 00028 00027 00026 00025 00024 00023 00022 00021 00021
3,9 00020 00019 00018 00018 00017 00016 00016 00015 00014 00014

4,0 00013 00013 00012 00012 00011 00011 00011 00010 00010 00009
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G.2 Ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Φ∗(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−t2/2dt

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 50000 50399 50798 51197 51595 51994 52392 52790 53188 53586
0,1 53983 54380 54776 55172 55567 55962 56356 56750 57142 57535
0,2 57926 58317 58706 59095 59483 59871 60257 60642 61026 61409
0,3 61791 62172 62552 62930 63307 63683 64058 64431 64803 65173
0,4 65542 65910 66276 66640 67003 67364 67724 68082 68439 68793

0,5 69146 69497 69847 70194 70540 70884 71226 71566 71904 72240
0,6 72575 72907 73237 73565 73891 74215 74537 74857 75175 75490
0,7 75804 76115 76424 76731 77035 77337 77637 77935 78230 78524
0,8 78814 79103 79389 79673 79955 80234 80511 80785 81057 81327
0,9 81594 81859 82121 82381 82639 82894 83147 83398 83646 83891

1,0 84134 84375 84614 84850 85083 85314 85543 85769 85993 86214
1,1 86433 86650 86864 87076 87286 87493 87698 87900 88100 88298
1,2 88493 88686 88877 89065 89251 89435 89617 89796 89973 90147
1,3 90320 90490 90658 90824 90988 91149 91308 91466 91621 91774
1,4 91924 92073 92220 92364 92507 92647 92785 92922 93056 93189
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1,5 93319 93448 93574 93699 93822 93943 94062 94179 94295 94408
1,6 94520 94630 94738 94845 94950 95053 95154 95254 95352 95449
1,7 95543 95637 95728 95818 95907 95994 96080 96164 96246 96327
1,8 96407 96485 96562 96638 96712 96784 96856 96926 96995 97062
1,9 97128 97193 97257 97320 97381 97441 97500 97558 97615 97670

2,0 97725 97778 97831 97882 97932 97982 98030 98077 98124 98169
2,1 98214 98257 98300 98341 98382 98422 98461 98500 98537 98574
2,2 98610 98645 98679 98713 98745 98778 98809 98840 98870 98899
2,3 98928 98956 98983 99010 99036 99061 99086 99111 99134 99158
2,4 99180 99202 99224 99245 99266 99286 99305 99324 99343 99361

2,5 99379 99396 99413 99430 99446 99461 99477 99492 99506 99520
2,6 99534 99547 99560 99573 99585 99598 99609 99621 99632 99643
2,7 99653 99664 99674 99683 99693 99702 99711 99720 99728 99736
2,8 99744 99752 99760 99767 99774 99781 99788 99795 99801 99807
2,9 99813 99819 99825 99831 99836 99841 99846 99851 99856 99861

3,0 99865 99869 99874 99878 99882 99886 99889 99893 99896 99900
3,1 99903 99906 99910 99913 99916 99918 99921 99924 99926 99929
3,2 99931 99934 99936 99938 99940 99942 99944 99946 99948 99950
3,3 99952 99953 99955 99957 99958 99960 99961 99962 99964 99965
3,4 99966 99968 99969 99970 99971 99972 99973 99974 99975 99976
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3,5 99977 99978 99978 99979 99980 99981 99981 99982 99983 99983
3,6 99984 99985 99985 99986 99986 99987 99987 99988 99988 99989
3,7 99989 99990 99990 99990 99991 99991 99992 99992 99992 99992
3,8 99993 99993 99993 99994 99994 99994 99994 99995 99995 99995
3,9 99995 99995 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99997 99997

4,0 99997 99998 99999 99999 99999 − − − − −
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G.3 t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

P (|T | > tα) = 2

∞∫
tα

f(t) dt = α

r\α 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001

1 3,08 6,31 12,7 31,82 63,66 127,32 318,30 636,31
2 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92 14,09 22,33 31,60
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84 7,45 10,20 12,92
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60 5,60 7,17 8,61
5 1,48 2,02 2,57 3,36 4,03 4,77 5,89 6,87

6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71 4,32 5,21 5,96
7 1,41 1,89 2,36 3,00 3,50 4,03 4,79 5,41
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36 3,83 4,50 5,04
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25 3,69 4,30 4,78

10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 3,58 4,14 4,59

11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11 3,50 4,02 4,44
12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05 3,43 3,93 4,32
13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01 3,37 3,85 4,22
14 1,35 1,76 2,14 2,62 2,98 3,33 3,79 4,14
15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95 3,29 3,73 4,07
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r\α 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001

16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92 3,25 3,69 4,02
17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90 3,22 3,65 3,97
18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88 3,20 3,61 3,92
19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86 3,17 3,58 3,88
20 1,33 1,72 2,09 2,53 2,85 3,15 3,55 3,85

21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83 3,14 3,53 3,82
22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82 3,12 3,51 3,79
23 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81 3,10 3,49 3,77
24 1,32 1,71 2,06 2,49 2,80 3,09 3,47 3,75
25 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79 3,08 3,45 3,73

26 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78 3,07 3,44 3,71
27 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77 3,06 3,42 3,69
28 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76 3,05 3,41 3,67
29 1,31 1,70 2,05 2,46 2,76 3,04 3,40 3,66
30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75 3,03 3,38 3,65

40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70 2,97 3,31 3,55
60 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66 2,91 3,23 3,46

120 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62 2,86 3,16 3,37
∞ 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58 2,81 3,09 3,29
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G.4 χ2-ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà

P (χ2 > uγ) =

∞∫
uγ

f(u) du = γ

r\γ 0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01

1 0,00016 0,0063 0,0039 0,0158 0,0642 1,642 2,706 3,841 5,412 6,635
2 0,0201 0,0404 0,103 0,211 0,446 3,219 4,605 5,991 7,824 9,210
3 0,115 0,185 0,352 0,584 1,005 4,642 6,251 7,815 9,837 11,345
4 0,297 0,429 0,711 1,064 1,649 5,989 7,779 9,488 11,668 13,277
5 0,554 0,752 1,145 1,610 2,343 7,289 9,236 11,070 13,388 15,086

6 0,872 1,134 1,635 2,204 3,070 8,558 10,645 12,592 15,033 16,812
7 1,239 1,564 2,167 2,833 3,822 9,803 12,017 14,067 16,622 18,475
8 1,646 2,032 2,733 3,490 4,594 11,030 13,362 15,507 18,168 20,090
9 2,088 2,532 3,325 4,168 5,380 12,242 14,684 16,919 19,679 21,666

10 2,558 3,059 3,940 4,865 6,179 13,442 15,987 18,307 21,161 23,209

11 3,053 3,609 4,575 5,578 6,989 14,631 17,275 19,675 22,618 24,725
12 3,571 4,178 5,226 6,304 7,807 15,812 18,549 21,026 24,054 26,217
13 4,107 4,765 5,892 7,042 8,634 16,985 19,812 22,362 25,472 27,688
14 4,660 5,368 6,571 7,790 9,467 18,151 21,064 23,685 26,873 29,141
15 5,229 5,985 7,261 8,547 10,307 19,311 22,307 24,996 28,259 30,578
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r\γ 0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01

16 5,812 6,614 7,962 9,312 11,152 20,465 23,542 26,296 29,633 32,000
17 6,408 7,255 8,672 10,085 12,002 21,615 24,769 27,587 30,995 33,409
18 7,015 7,906 9,390 10,865 12,857 22,760 25,989 28,869 32,346 34,805
19 7,633 8,567 10,117 11,651 13,716 23,900 27,204 30,144 33,687 36,191
20 8,260 9,237 10,851 12,443 14,578 25,038 28,412 31,410 35,020 37,566

21 8,897 9,915 11,591 13,240 15,445 26,171 29,615 32,671 36,343 38,932
22 9,542 10,600 12,338 14,041 16,314 27,301 30,813 33,924 37,660 40,289
23 10,196 11,293 13,091 14,848 17,187 28,429 32,007 35,172 38,968 41,638
24 10,856 11,992 13,848 15,659 18,062 29,553 33,196 36,415 40,270 42,980
25 11,524 12,697 14,611 16,473 18,940 30,675 34,382 37,652 41,566 44,314

26 12,198 13,409 15,379 17,292 19,820 31,795 35,563 38,885 42,856 45,642
27 12,879 14,125 16,151 18,114 20,703 32,912 36,741 40,113 44,140 46,963
28 13,565 14,847 16,928 18,939 21,588 34,027 37,916 41,337 45,419 48,278
29 14,256 15,574 17,708 19,768 22,475 35,139 39,087 42,557 46,693 49,588
30 14,953 16,306 18,493 20,599 23,364 36,250 40,256 43,773 47,962 50,892
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G.5 Ôóíêöèÿ P (λ)

λ P (λ) λ P (λ) λ P (λ)
0,0 1,000 0,7 0,711 1,4 0,040
0,1 1,000 0,8 0,544 1,5 0,022
0,2 1,000 0,9 0,393 1,6 0,012
0,3 1,000 1,0 0,270 1,7 0,006
0,4 0,997 1,1 0,178 1,8 0,003
0,5 0,964 1,2 0,112 1,9 0,002
0,6 0,864 1,3 0,068 2,0 0,001
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