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1 Ëiíiéíèé ïðîñòið

1.1 Îçíà÷åííÿ i ïðèêëàäè

Ëiíiéíèé ïðîñòið ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ ìíîæèíè âåêòîðiâ (äâîâèìið-
íèõ àáî òðèâèìiðíèõ). Íåîáõiäíiñòü òàêîãî óçàãàëüíåííÿ âèêëèêàíà òèì
ôàêòîì, ùî â áàãàòüîõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè i ïðèêëàäíèõ íàóê âåëèêà
êiëüêiñòü îá'¹êòiâ ìà¹ âëàñòèâîñòi âåêòîðiâ: ¨õ ìîæíà äàäàâàòè, ìíîæèòè
íà ÷èñëî àáî îäèí íà îäíîãî, ïðè÷îìó, öi îïåðàöi¨ ìàþòü òàêi æ âëàñòèâî-
ñòi, ùî é àíàëîãi÷íi îïåðàöi¨ äëÿ âåêòîðiâ; äëÿ öèõ îá'¹êòiâ ìîæíà ââîäèòè
ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi i áàçèñè. Òàêèì ÷èíîì, âèíèêà¹ ìîæëèâiñòü
âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi çàçíà÷åíèõ îá'¹êòiâ ç ¹äèíèõ ïîçèöié, íå âiäâîëiêàþ÷è
íà ¨õíi îêðåìi îñîáëèâîñòi.

Äëÿ ðåàëiçàöi¨ òàêîãî ïiäõîäó íàñàìïåðåä òðåáà âêàçàòè íåâåëèêó êiëü-
êiñòü çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé âåêòîðiâ (ÿêi i ðîáëÿòü, âëàñíå, âåêòîðè òèì,
÷èì âîíè ¹), ç ÿêèõ âèïëèâàþòü âñi iíøi ¨õíi âëàñòèâîñòi.

Ìíîæèíà îá'¹êòiâ L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì , à éîãî åëå-
ìåíòè x, y, z� âåêòîðàìè , ÿêùî â L îçíà÷åíi äâi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè:

1) ïåðøà îïåðàöiÿ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü áóäü-ÿêèì äâîì âåêòîðàì
x i y òðåòié âåêòîð, ùî íàçèâà¹òüñÿ ¨õíüîþ ñóìîþi ïîçíà÷à¹òüñÿ x + y
(îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ);

2) äðóãà îïåðàöiÿ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü áóäü-ÿêîìó âåêòîðó x i ÷èñëó
λ âåêòîð, ùî íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì x íà λ i ïîçíà÷à¹òüñÿ λx (îïåðàöiÿ
ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî); ïðè÷îìó, öi îïåðàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü òàêèì
àêñiîìàì:

1. x + y = y + x (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ).

2. (x + y) + z = x + (y + z) (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ).

3. ∃(o)∀(x) x + o = x (iñíóâàííÿ íóëüîâîãî âåêòîðà).
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4. ∀(x)∃(−x) x + (−x) = o (iñíóâàííÿ âåêòîðà, ïðîòèëåæíîãî
âåêòîðó x).

5. 1 · x = x (äîáóòîê îäèíèöi íà âåêòîð íå çìiíþ¹ îñòàííié).

6. λ(µx) = (λµ)x (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ íà ÷èñëî).

7. λ(x + y) = λx + λy (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ íà ÷èñëî
âiäíîñíî äîäàâàííÿ âåêòîðiâ).

8. (λ + µ)x = λx + µx (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ íà ÷èñëî
âiäíîñíî äîäàâàííÿ ÷èñåë).

Âåêòîð o íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì âåêòîðîì , âåêòîð −x � âåêòîðîì,
ïðîòèëåæíèì âåêòîðó x. Ñóìó âåêòîðiâ x è −y áóäåìî íàçèâàòè ði-
çíèöåþ âåêòîðiâ i ïîçíà÷àòè x− y.

ßêùî ÷èñëà, íà ÿêi ìíîæàòüñÿ âåêòîðè, äiéñíi, L íàçâåìî äiéñíèì
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì; ÿêùî öi ÷èñëà êîìïëåêñíi, òî � êîìïëåêñíèì ëi-
íiéíèì ïðîñòîðîì. ßêùî áóäå ïåðåäáà÷àòèñÿ, ùî L ìîæå áóòè ÿê äiéñíèì,
òàê i êîìïëåêñíèì, òî áóäåìî éîãî iìåíóâàòè ïðîñòî ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Ç ââåäåíèõ àêñiîì äiñòà¹ìî òàêi òâåðäæåííÿ.

1◦. Íóëüîâèé âåêòîð � åäèíèé.

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâà íóëüîâèõ âåêòîðè o1 i o2. Òîäi ïî
òðåòié àêñiîìi o1 + o2 = o1 = o2.

2◦. Âåêòîð x ìà¹ åäèíèé, ïðîòèëåæíèé éîìó, âåêòîð −x.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî âåêòîð x ìà¹ äâà ðiçíèõ ïðîòèëåæíèõ âåêòîðè
−x1 i −x2, òî ïî äðóãié, òðåòié i ÷åòâåðòié àêñiîìàì áóäå âèêîíóâàòèñü, ùî

(−x1) + x + (−x2) = ((−x1) + x) + (−x2) = o + (−x2) = −x2,

i
(−x1) + x + (−x2) = (−x1) + (x + (−x2)) = (−x1) + o = −x1.

Âèõîäèòü, ùî âåêòîðè (−x1) i (−x2) íå ìîæóòü áóòè ðiçíèìè.

3◦. Âåêòîð o ¹ ïðîòèëåæíèì äî ñàìîãî ñåáå.

Âèõîäèòü ç òîãî, ùî o + o = o.

4◦. Âåêòîð x ïðîòèëåæíèé âåêòîðó −x: −(−x) = x.

1.1. Îçíà÷åííÿ I ïðèêëàäè
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Ïðÿìî âèõîäèòü ç ïåðøî¨ òà ÷åòâåðòî¨ àêñiîì.

5◦. Ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü 0x = o.

Ñïðàâäi, 0x = 0x + x + (−x) = (0 + 1)x + (−x) = x + (−x) = o.

6◦. Ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (−1)x = −x.

Äiéñíî, (−1)x + x = (−1 + 1)x = 0x = o. Òîìó (−1)x ¹ âåêòîðîì ïðî-
òèëåæíèì âåêòîðó x, à îñêiëüêè òàêèé âåêòîð çà äîâåäåíèì â 2 åäèíèé, òî
(−1)x = −x.

7◦. Äîáóòîê áóäü-ÿêîãî ÷èñëà íà íóëüîâèé âåêòîð äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âå-
êòîðó: λo = o.

Âèïëèâà¹ ç ëàíöþæêà ðiâíîñòåé: λo = λ(x− x) = λx− λx = o.

8◦. ßêùî λx = o, òî àáî λ = 0, àáî x = o.

Íåõàé, íàïðèêëàä, λ 6= 0. Ïîìíîæèìî ðiâíiñòü λx = o íà λ−1: 1x = o,
òîáòî x = o.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ, áàãàòî ç ÿêèõ ìàþòü âà-
æëèâå ñàìîñòiéíå çíà÷åííÿ â ðiçíèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè.

Ïðèêëàä 1.1 (Çâè÷àéíi âåêòîðè). Îñêiëüêè çâè÷àéíi âåêòîðè,
âèâ÷åíi â ðîçäiëi âåêòîðíî¨ àëãåáðè, çi çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàí-
íÿ âåêòîðiâ i ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî çàäîâîëüíÿþòü âñiì àêñiîìàì
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, òî ìíîæèíè âåêòîðiâ íà ïëîùèíi é ó ïðîñòîði óòâî-
ðþþòü ëiíiéíi ïðîñòîðè.

Êîîðäèíàòíà ôîðìà çàïèñó âåêòîðiâ ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði ìà¹ âè-
ãëÿä äâiéîê ÷èñåë: (a1, a2); ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòðàíñòâå � òðiéîê ÷èñåë:
(a1, a2, a3). Ìíîæèíà íåâiäîìèõ â àëãåáðà¨÷íîìó ðiâíÿííi, ìíîæèíà âiëü-
íèõ ÷ëåíiâ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ìíîæèíà êî-
åôiöi¹íòiâ ïðè íåâiäîìèõ ó òîìó æ ðiâíÿííi òàêî¨ ñèñòåìè ìîæóòü áóòè ïî-
äàíi n ÷èñëàìè: (x1, x2, . . . , xn). Çà àíàëîãi¹þ ç äâiéêàìè é òðiéêàìè ÷èñåë
òàêèé çàïèñ áóäåìî íàçèâàòè n-ìè ÷èñåë . Ìíîæèíà ïîêàçíèêiâ ðîáîòè
ïiäïðè¹ìñòâà; ìíîæèíà õàðàêòåðèñòèê ðîáîòè òðàíñïîðòó; ìíîæèíà âåëè-
÷èí, ùî îïèñóþòü ñòàí ïîãîäè, òåæ ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi n-îê
÷èñåë.

Ïðèêëàä 1.2 (Ïðîñòið Rn). Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà âñiõ n-îê ÷èñåë ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

1.1. Îçíà÷åííÿ I ïðèêëàäè
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàñàìïåðåä ââåäåìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ n-îê ÷èñåë (âåêòî-
ðiâ) x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn) â òàêîìó ïðîñòîði:

x + y = (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) =
= (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

è ìíîæåííÿ n-êè ÷èñåë íà ÷èñëî:

λx = λ(x1, x2, . . . , xn) = (λx1, λx2, . . . , λxn).

ßêùî íóëüîâèì âåêòîðîì ââàæàòè n-êó o = (0, 0, . . . 0), à âåêòîðîì, ïðî-
òèëåæíèì âåêòîðó x = (x1, x2, . . . , xn), âåêòîð −x = (−x1,
−x2, . . . ,−xn), òî âñi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó áóäóòü âèêîíàíi. Íàïðè-
êëàä, ñüîìà àêñiîìà:

λ(x + y) = λ[(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn)] =
= λ(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) =
= (λ(x1 + y1), λ(x2 + y2), . . . , λ(xn + yn)) =
= (λx1 + λy1, λx2 + λy2, . . . , λxn + λyn) =
= λ(x1, x2, . . . , xn) + λ(y1, y2, . . . , yn) = λx+λy.

Ïåðåâiðêó iíøèõ àêñiîì âèêîíàéòå ñàìîñòiéíî. Ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ n-îê
÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ Rn.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå n-ãî:

Pn(t) = a0 + a1t + a2t
2 + . . . + antn, (1.1)

äëÿ ÿêèõ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ÷èñëî îçíà÷åíi çâè÷àéíèì ÷èíîì:

Pn(t) + Qn(t) = (a0 + a1t + a2t
2 + . . . + antn)+

+ (b0 + b1t + b2t
2 + . . . + bntn) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1)t + (a2 + b2)t2 + . . . + (an + bn)tn;

λPn(t) = λ(a0 + a1t + a2t
2 + . . . + antn) =

= (λa0) + (λa1)t + (λa2)t2 + . . . + (λan)tn.

Ïðèêëàä 1.3. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå
n-ãî ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

1.1. Îçíà÷åííÿ I ïðèêëàäè
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìíîãî÷ëåíiâ i ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíà íà
÷èñëî âèêîíóþòüñÿ ôàêòè÷íî íàä êîåôiöi¹íòàìè ìíîãî÷ëåíiâ, òîìó êî-
æíèé ìíîãî÷ëåí ìîæíà çàìiíèòè m-îþ ÷èñåë (m = n + 1) i âèêîíóâàòè
âiäïîâiäíi äi¨ íàä m-êàìè ÷èñåë. Àëå, ÿê áóëî ïîêàçàíî, m-êè ÷èñåë óòâî-
ðþþòü ëiíiéíèé ïðîñòið, òîìó i ìíîæèíà ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå n-ãî
¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 1.4. ßêùî íå îáìåæóâàòè ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà äåÿêèì ÷èñëîì,
òî ìíîãî÷ëåí (1.1) óæå íå ìîæíà çàïèñàòè m-îþ ÷èñåë, à òiëüêè çà äî-
ïîìîãîþ íåñêií÷åííîãî âåêòîðà x = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .). ×è áóäå ìíî-
æèíà âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ââåäåìî äëÿ òàêèõ âåêòîðiâ, x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) i y =
= (y1, y2, . . . , yn, . . .), ùî ¹ íåñêií÷åííèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè, îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ i ìíîæåííÿ íà ÷èñëî:

x + y = (x1, x2, . . . , xn, . . .) + (y1, y2, . . . , yn, . . .) =
= (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn, . . .),

λx = λ(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (λx1, λx2, . . . , λxn, . . .).
(1.2)

ßêùî íóëüîâèì âåêòîðîì âèáðàòè íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ o =
= (0, 0, . . .), à âåêòîðîì, ïðîòèëåæíèì âåêòîðó x = (x1, x2, . . . , xn, . . .), ââà-
æàòè âåêòîð −x = (−x1,−x2, . . . ,−xn, . . .), òî òàê ñàìî, ÿê i äëÿ n-îê ÷èñåë,
íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî âñi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó áóäóòü âèêîíàíi. Âè-
õîäèòü, ìíîæèíà âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ òåæ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 1.5. Ìíîæèíà ôóíêöié âèäó f(x), íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [a, b],
áåçñóìíiâíî, ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì çi çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ
ôóíêöié i ìíîæåííÿ ôóíêöi¨ íà ÷èñëî. Íóëüîâèì âåêòîðîì ó öüîìó ïðî-
ñòîði ìîæíà ââàæàòè ôóíêöiþ, ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ íà âiäðiçêó
[a, b], à âåêòîðîì, ïðîòèëåæíèì ôóíêöi¨ f(x), � ôóíêöiþ −f(x).

Ïðèêëàä 1.6. Ìíîæèíà ìàòðèöü ðîçìiðó m×n (ç m ðÿäêiâ i n ñòîâïöiâ)
óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið, ïðè÷îìó äîäàâàííÿ ìàòðèöü i ìíîæåííÿ ìà-
òðèöi íà ÷èñëî îçíà÷àþòüñÿ çâè÷àéíèì ñïîñîáîì. Ðîëü íóëüîâîãî âåêòîðà
âiäiãðà¹ íóëüîâà ìàòðèöÿ, à ðîëü ìàòðèöi, ïðîòèëåæíî¨ ìàòðèöi A, �
ìàòðèöÿ −A. Î÷åâèäíî, âñi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèêîíóþòüñÿ.

1.2 Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü

Âàæëèâèì ïîíÿòòÿì òåîði¨ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ ¹ ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ íåçàëå-
æíîñòi âåêòîðiâ, ÿêå, âçàãàëi ãîâîðÿ÷è, îçíà÷à¹, ùî æîäåí íåíó-
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ëüîâèé âåêòîð ç äàíî¨ ñóêóïíîñòi âåêòîðiâ íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè
äîáóòêiâ iíøèõ âåêòîðiâ íà äåÿêi ÷èñëà. Òàêà ñóìà âåêòîðiâ x1,x2, . . . ,xn

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ :

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn,

äå λ2, λ2, . . . , λn � ÷èñëà, ùî íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè ëiíiéíî¨ êîì-
áiíàöi¨ . Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿòðèâiàëüíîþ, ÿêùî âñi
¨¨ êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëþ; ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó âîíà íàçèâà¹òüñÿ
íåòðèâiàëüíîþ. Òî÷íå îçíà÷åííÿ ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi òàêå: âåêòîðè
x1,x2, . . . ,xn íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè , ÿêùî òiëüêè ¨õ òðè-
âiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó. Ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó âîíè íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî çàëåæíèìè .

ßêùî âåêòîðè ëiíiéíî çàëåæíi, çíàéäåòüñÿ ¨õ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîì-
áiíàöiÿ, ùî äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó:

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn = o. (1.3)

Öå îçíà÷à¹, ùî õî÷à á îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ (íàïðèêëàä,
áåç óòðàòè çàãàëüíîñòi, λ1) íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîäi âåêòîð x1 ìîæíà âèðà-
çèòè ÷åðåç iíøi âåêòîðè:

x1 = −λ2

λ1
x1 − . . .− λn

λ1
xn, (1.4)

òîáòî ïîäàòè éîãî ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ x1,x2, . . . ,xn.
ßêùî æ âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëåæíi, öå çðîáèòè íå âäàñòüñÿ, òîìó ùî â
ðiâíîñòi (1.3) âñi êîåôiöi¹íòè ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äîðiâíþþòü íóëþ.

Íåñêií÷åííà ñèñòåìà âåêòîðiâ x1,x2, . . . ,xn, . . . íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íå-
çàëåæíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ïiäñèñòåìà öèõ âåêòîðiâ ëiíiéíî íå-
çàëåæíà. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó íåñêií÷åííà ñèñòåìà âåêòîðiâ íàçèâà¹-
òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Òåîðåìà 1.1. ßêùî ñåðåä âåêòîðiâ x1,x2, . . . ,xn ¹ íóëüîâèé âåêòîð, òî
âñÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé, íàïðèêëàä, x1 = o, òîäi äëÿ íåòðèâiàëüíî¨ ëiíiéíî¨ êîì-
áiíàöi¨ äiñòà¹ìî 1x1 + 0x2 . . . + 0xn = o, ùî îçíà÷à¹ ëiíiéíó çàëåæíiñòü
âåêòîðiâ.

Òåîðåìà 1.2. ßêùî ñåðåä âåêòîðiâ x1,x2, . . . ,xn äåÿêi óòâîðþþòü ëiíié-
íî çàëåæíó ñèñòåìó, òî i âñÿ ñèñòåìà x1,x2, . . . ,xn ëiíiéíî çàëåæíà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé âåêòîðè x1,x2, . . . ,xk, k < n, ëiíiéíî çàëåæíi, òîäi iñíó¹
¨õíÿ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ λ1x1 + . . . + λkxk, ùî äîðiâíþ¹ íó-
ëüîâîìó âåêòîðó. Àëå òîäi é íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ λ1x1 + . . . +
+λkxk + 0xk+1 + . . . + 0xn òåæ äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó. Âèõîäèòü,
ñèñòåìà âåêòîðiâ x1,x2, . . . ,xn ëiíiéíî çàëåæíà.

Âèñíîâîê 1.1. ßêùî âåêòîðè x1,x2, . . . ,xn ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî é áóäü-
ÿêà ¨õíÿ ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíà.

Äëÿ çâè÷àéíèõ âåêòîðiâ íà ïëîùèíi â ðîçäiëi âåêòîðíî¨ àëãåáðè äîâîäè-
òüñÿ òåîðåìà ïðî òå, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð ìîæå áóòè ïîäàíèé îäíîçíà÷íî ó
âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äâîõ íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ. Ç ïîäàëüøèõ òâåð-
äæåíü áóäå âèïëèâàòè, ùî íà ïëîùèíi áóäü-ÿêà ñèñòåìà ç ÷èñëà âåêòîðiâ,
áiëüøîãî äâîõ, ëiíiéíî çàëåæíà.

Òåîðåìà 1.3. Äâà âåêòîðè íà ïëîùèíi ëiíiéíî çàëåæíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè êîëiíåàðíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âåêòîðè a i b ëiíiéíî çàëåæíi, òî iñíó¹ íåòðèâiàëüíà
ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ λa + µb = o. Íåõàé, íàïðèêëàä, µ 6= 0, òîäi b = −λ

µa.
Âèõîäèòü, âåêòîðè a i b êîëiíåàðíi.

Íàâïàêè, íåõàé âåêòîðè a i b êîëiíåàðíi. ßêùî âåêòîð a íóëüîâèé, òî
âåêòîðè a i b ëiíiéíî çàëåæíi, i òåîðåìà äîâåäåíà.

ßêùî æ a 6= o, òî, ÿê áóëî ïîêàçàíî â ðîçäiëi âåêòîðíî¨ àëãåáðè, b =λa,
äå λ � äåÿêå ÷èñëî. Âèõîäèòü, íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîðiâíþ¹
íóëüîâîìó âåêòîðó: λa− b = o, i âåêòîðè a i b ëiíiéíî çàëåæíi.

Âèñíîâîê 1.2. Äâà âåêòîðè íà ïëîùèíi ëiíiéíî íåçàëåæíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè íåêîëiíåàðíi.

Òàê ñàìî äëÿ âåêòîðiâ ó ïðîñòîði äîâîäèëîñÿ, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð ìî-
æå áóòè ïîäàíèé îäíîçíà÷íî ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ òðüîõ íåêîì-
ïëàíàðíèõ âåêòîðiâ. Ç äîêàçóâàíèõ íèæ÷å òåîðåì âèõîäèòü, ùî â ïðîñòîði
áóäü-ÿêà ñèñòåìà ç ÷èñëà âåêòîðiâ, áiëüøîãî òðüîõ, ëiíiéíî çàëåæíà.

Òåîðåìà 1.4. Òðè âåêòîðè â ïðîñòîði ëiíiéíî çàëåæíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè êîìïëàíàðíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âåêòîðè a, b i c ëiíiéíî çàëåæíi. Òîäi îäèí ç íèõ ¹ ëi-
íiéíîþ êîìáiíàöi¹þ äâîõ iíøèõ âåêòîðiâ (äèâ. (1.4)): c = λa + µb. ßêùî
a i b êîëiíåàðíi, òî ïiñëÿ ñóìiùåííÿ ¨õ ïî÷àòêiâ, âîíè îïèíÿòüñÿ íà îäíié
ïðÿìié, àëå òîäi i âåêòîð λa+µb îïèíèòüñÿ íà òié ñàìié ïðÿìié. Âèõîäèòü,
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óñi òðè âåêòîðè a, b i c áóäóòü íå òiëüêè êîìïëàíàðíi, àëå é êîëiíåàðíi.
ßêùî æ âåêòîðè a i b íåêîëiíåàðíi, òî ïiñëÿ ñóìiùåííÿ ïî÷àòêiâ óñiõ òðüîõ
âåêòîðiâ âåêòîðè a i b íå áóäóòü ðîçòàøîâàíi íà îäíié i òié ñàìié ïðÿìié.
Îòæå, ÷åðåç òðè òî÷êè � ¨õíié ñïiëüíèé ïî÷àòîê i êiíöi � ìîæíà áóäå
ïðîâåñòè ïëîùèíó. Òîäi â öié ïëîùèíi áóäóòü òàêîæ ðîçòàøîâàíi âåêòîðè
λa i µb, à òàêîæ ïàðàëåëîãðàì, íà íèõ ïîáóäîâàíèé. Àëå éîãî äiàãîíàëü
ñàìå áóäå âåêòîðîì c (äîäàâàííÿ âåêòîðiâ çà ïðàâèëîì ïàðàëåëîãðàìà).
Âèõîäèòü, óñi òðè âåêòîðè a, b i c áóäóòü ðîçòàøîâàíi â îäíié ïëîùèíi, ùî
îçíà÷à¹ ¨õíþ êîìïëàíàðíiñòü.

Íàâïàêè, íåõàé âåêòîðè a, b i c êîìïëàíàðíi. ßêùî ÿêi-íåáóäü äâà ç
öèõ âåêòîðiâ êîëiíåàðíi, òî ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âîíè ëiíiéíî çàëåæíi, à
òîäi âñi òðè âåêòîðè òåæ ëiíiéíî çàëåæíi çà òåîðåìîþ 1.2. ßêùî æ íiÿêi
äâà âåêòîðè íå êîëiíåàðíi, òî çà òåîðåìîþ ïðî ðîçêëàäàííÿ íà ïëîùèíi
c = λa + µb, àáî λa + µb− c = o i, îòæå, âåêòîðè a, b i c ëiíiéíî çàëåæíi.

Âèñíîâîê 1.3. Òðè âåêòîðè â ïðîñòîði ëiíiéíî íåçàëåæíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè âîíè íåêîìïëàíàðíi.

Òåîðåìà 1.5. Â ëiíiéíîìó ïðîñòîði Rn áóäü-ÿêi n âåêòîðiâ x1,x2, . . .,
xn ëiíiéíî íåçàëåæíi òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèçíà÷íèê ∆, ñêëàäåíèé ç
öèõ âåêòîðiâ, íå äîðiâíþ¹ íóëåâi.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè x1,x2, . . . ,xn ëiíiéíî íåçàëåæíi. Òîäi
ëiíiéíà îäíîðiäíà ñèñòåìà ðiâíÿíü

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn = o (1.5)

âiäíîñíî íåâiäîìèõ λ1, λ2, . . . , λn ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê λ1 = 0, λ2 = 0, . . . ,
λn = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ¨¨ ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ∆ 6= 0.

Íàâïàêè, ÿêùî öåé âèçíà÷íèê íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü
(1.5) âiäíîñíî íåâiäîìèõ λ1, λ2, . . . , λn ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Àëå îäèí ðîçâ'ÿ-
çîê çàâæäè ¹: λ1 = 0, λ2 = 0, . . . , λn = 0. Îòæå, iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ áóòè íå
ìîæå, i âåêòîðè x1,x2, . . . ,xn ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Òåîðåìà 1.6. Ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði Rn áóäü-ÿêà ñèñòåìà ç (n + 1)-ãî
âåêòîðà ëiíiéíî çàëåæíà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ x1,x2, . . . ,xn,xn+1. ßêùî âåêòî-
ðè x1,x2, . . . ,xn ëiíiéíî çàëåæíi, òî çà òåîðåìîþ 1.2 ëiíiéíî çàëåæíi i âå-
êòîðè x1,x2, . . . ,xn,xn+1, i òåîðåìà äîâåäåíà.
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî âåêòîðè x1,x2, . . . ,xn ëiíiéíî íåçàëåæíi i âåêòîð
xn+1 6= o (iíàêøå âñÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà i òåîðåìà äîâåäå-
íà). Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn = xn+1

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òîìó ùî çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ¨¨ ãîëîâíèé âèçíà-
÷íèê íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ïðè÷îìó, öå ðiøåííÿ íåíóëüîâå, áî iíàêøå âåêòîð
xn+1 âèÿâèòüñÿ íóëüîâèì, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îñòàííÿ ðiâíiñòü
îçíà÷à¹ ëiíiéíó çàëåæíiñòü âåêòîðiâ x1,x2, . . ., xn,xn+1.

Ó ïðîñòîði ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå n-ãî áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí ìî-
æå áóòè ïîäàíèé m-îþ (m = n + 1) ñâî¨õ êîåôiöi¹íòiâ, òîìó âiäïîâiäíî äî
òiëüêè ùî äîâåäåíî¨ òåîðåìè ñèñòåìà ç (n + 1)-ãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíî íåçà-
ëåæíà, ÿêùî ñêëàäåíèé ç âiäïîâiäíèõ m-îê âèçíà÷íèê íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
Ç öi¹¨ æ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêi n + 2 ìíîãî÷ëåíè ëiíiéíî çàëåæíi
â öüîìó ïðîñòîði. Çîêðåìà , ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ¹ ñèñòåìà x1 = 1, x2 = t,
x3 = t2,. . . , xn = tn, îñêiëüêè ¨é âiäïîâiäàþòü m-êè, ùî óòâîðþþòü âèçíà-
÷íèê ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü öi¹¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹ òàêîæ ç òîãî, ùî ìíîãî÷ëåí
λ0 +λ1t+λ2t

2 + . . .+λntn ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ ëèøå òîäi, êîëè âñi éîãî
êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëþ.

Ó ïðîñòîði âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ iñíó¹ íåñêií÷åííà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñè-
ñòåìà âåêòîðiâ x1 = 1, x2 = t, x3 = t2, . . . , xn = tn,. . . . Äiéñíî, áóäü-ÿêà
ñêií÷åííà ïiäñèñòåìà òàêèõ âåêòîðiâ ìà¹ âèãëÿä xk = tα, xl = tβ , . . . ,
xs = tγ , äå âñi ïîêàçíèêè α, β, . . . , γ ðiçíi i íàëåæàòü ðîçøèðåíié ìíîæèíi
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N0 = {0, 1, 2, . . .}. Íåõàé ξ = max( α, β, . . . , γ). ßê áóëî
ïîêàçàíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ x1 = 1, x2 = t, x3 = t2, . . . , xξ = tξ ëiíiéíî
íåçàëåæíà, à òîäi ëiíiéíî íåçàëåæíà i ñèñòåìà âåêòîðiâ xk = tα, xl = tβ ,
. . . , xs = tγ (âèñíîâîê 1.1).

Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè x1 = 1, x2 = t, x3 = t2, . . . , xn = tn,. . . íåïåðåðâíi,
òî âîíè äàþòü ïðèêëàä ëiíiéíî-íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ i â ïðîñòîði
âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Ó ïðîñòîði âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðó m×n ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó ç mn
âåêòîðiâ óòâîðþþòü ìàòðèöi Aij , â ÿêèõ åëåìåíò aij = 1, à iíøi åëåìåíòè

1.2. Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü
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äîðiâíþþòü íóëþ. Ñïðàâäi,

m∑
i=1

n∑
j=1

λijAij = O

(O � íóëüîâà ìàòðèöÿ), ÿêùî òiëüêè âñi λij = 0. Ïðè öüîìó äëÿ áóäü-ÿêî¨
ìàòðèöi A ðîçìiðó m× n ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

A =

 a11 . . . a1m

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

 =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijAij ,

ÿêå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà ç mn + 1 ìàòðèöi âæå áóäå ëiíiéíî çàëåæíîþ.

1.3 Áàçèñ

Áàçèñè äîçâîëÿþòü çàïèñóâàòè âåêòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó â êîìïîíåíòíié
(êîîðäèíàòíié) ôîðìi òàê ñàìî, ÿê çàïèñóþòüñÿ çâè÷àéíi âåêòîðè.

Áàçèñîì ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííà óïîðÿäêîâàíà ñè-
ñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, ÿêà ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü, ùî áóäü-ÿêèé
âåêòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ¨õíüîþ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ.

Áàçèñ ç n âåêòîðiâ áóäåìî ïîçíà÷àòè < e1, . . . , en >, à âåêòîðè ei íàçè-
âàòè áàçèñíèìè. ßêùî áàçèñ iñíó¹, ëiíiéíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åí-
íîâèìiðíèì (n-âèìiðíèì), à ÷èñëî n � âèìiðíiñòþ ïðîñòîðó. ßêùî
æ äëÿ áóäü-ÿêîãî n ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði iñíó¹ ñèñòåìà ç n ëiíiéíî íåçàëå-
æíèõ âåêòîðiâ, òî ëiíiéíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèì .

Â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði áóäü-ÿêèé âåêòîð ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ áàçèñó, ùî íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì âåêòîðà çà
áàçèñîì , à êîåôiöi¹íòè ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ � êîåôiöi¹íòàìè ðîçêëàäó :

x = x1e1 + . . . + xnen = [x]T [e].

×èñëà x1, . . ., xn íàçèâàþòüñÿ êîìïîíåíòàìè àáî êîîðäèíàòàìè âå-
êòîðà x, à çàïèñ [x], [x]e îçíà÷à¹ çîáðàæåííÿ êîìïîíåíòiâ âåêòîðà ó âèãëÿäi
ìàòðèöi ðîçìiðó n× 1, òîáòî ó âèãëÿäi âåêòîðà-ñòîâïöÿ (ç äîäàâàííÿì ïî-
çíà÷åííÿ áàçèñó, ÿêùî öå iñòîòíî):

[x] =

 x1

· · ·
xn

 .

1.3. Áàçèñ



1. Ëiíiéíèé ïðîñòið 14

Áàçèñ áóäåìî çàïèñóâàòè â òàêèé æå ñïîñiá:

[e] =

 e1

· · ·
en

 .

Òîäi âèðàç [x]T [e] � öå ïðîñòî ìíîæåííÿ äâîõ ìàòðèöü:

[x]T [e] = (x1, . . . , xn)

 e1

· · ·
en

 = x1e1 + . . . + xnen.

Òåîðåìà 1.7. Êîîðäèíàòè âåêòîðà â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði âèçíà÷àþ-
òüñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð ìà¹ äâà ðîçêëàäè çà áàçèñîì:

x = x1e1 + . . . + xnen; x = y1e1 + . . . + ynen.

Âiäíiìàþ÷è âiä îäíi¹¨ ðiâíîñòi äðóãó, äiñòà¹ìî

(x1 − y1)e1 + . . . + (xn − yn)en = o.

Îñêiëüêè âåêòîðè e1, . . . , en ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî öÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà
òiëüêè ïðè íóëüîâèõ êîåôiöi¹íòàõ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨: x1 = y1, . . . , xn =
yn.

Òåîðåìà 1.8. Â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði äâà ðiçíèõ áàçèñè çàâ-æäè
ñêëàäàþòüñÿ ç òi¹¨ æ ñàìî¨ êiëüêîñòi áàçèñíèõ âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â ëiíiéíîìó ïðîñòîði iñíóþòü äâà áàçèñè
< e1, . . . , en > i < f1, . . . , fm >, ïðè÷îìó, m > n. Ðîçêëàäåìî âåêòîðè fi,
i = 1,m, çà âåêòîðàìè ïåðøîãî áàçèñó:

fi =
n∑

j=1

αijej , i = 1,m, (1.6)

äå αij � êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäàííÿ âåêòîðà fi çà áàçèñîì < e1, . . . , en >.
Ïîáóäó¹ìî ç êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó ìàòðèöþ α11 . . . α1m

. . . . . . . . . . . . . . .
αm1 . . . αmn

 .

1.3. Áàçèñ
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Îñêiëüêè m > n, òî ðÿäêè ìàòðèöi ÿê n-êè ÷èñåë ó ïðîñòîði Rn ëiíiéíî
çàëåæíi çà òåîðåìîþ 1.6. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ¨õíÿ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà
êîìáiíàöiÿ ç êîåôiöi¹íòàìè λ1, . . . , λm, ùî äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó:

λ1(α11, . . . , α1n) + . . . + λm(αm1, . . . , αmn) = (0, . . . , 0),

àáî
m∑

i=1

λiαij = 0, j = 1, n. (1.7)

Ïîáóäó¹ìî íåòðèâiàëüíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ äëÿ âåêòîðiâ áàçèñó
< f1, . . . , fm > i ïåðåòâîðèìî ¨¨ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (1.6):

m∑
i=1

λifi =
m∑

i=1

λi

n∑
j=1

αijej =
n∑

j=1

(
m∑

i=1

λiαij

)
ej = o,

áî âèðàçè â êðóãëèõ äóæêàõ äîðiâíþþòü 0 âíàñëiäîê ðiâíîñòåé (1.7). Âè-
õîäèòü, âåêòîðè f1, . . . , fm ëiíiéíî çàëåæíi i íå ìîæóòü óòâîðþâàòè áàçèñ.
Îòæå, m = n.

Òåîðåìà 1.9. Â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði êîæíà óïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà ç n
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî öi âåêòîðè íå ¹ áàçèñîì, òî òîäi ó ïðîñòîði iñíó¹ n+k (k ≥
≥ 1) íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ. ßêùî öå ñïðàâåäëèâî äëÿ áóäü-ÿêîãî k, òî ïðî-
ñòið íåñêií÷åííîâèìiðíèé, ù�î ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Íåõàé â ïðîñòîði
¹ n + k íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, à áóäü-ÿêi n + k + 1 âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíi.
Òîäi áàçèñ ñêëàäà¹òüñÿ ç n + k âåêòîðiâ, à öå ñóïåðå÷èòü òåîðåìi 1.8.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíiõ ï., âiäçíà÷èìî, ùî áàçèñîì ïðî-
ñòîðó çâè÷àéíèõ âåêòîðiâ íà ïëîùèíi ¹ áóäü-ÿê óïîðÿäêîâàíà ïàðà íåêî-
ëiíåàðíèõ âåêòîðiâ, ùî íàëåæàòü ïëîùèíi; ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó äîðiâíþ¹
2.

Áàçèñ çâè÷àéíèõ âåêòîðiâ ó ïðîñòîði óòâîðþ¹ áóäü-ÿêà òðiéêà íåêîì-
ïëàíàðíèõ âåêòîðiâ; ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó äîðiâíþ¹ 3.

Áàçèñ ïðîñòîðó Rn � áóäü-ÿêi n âåêòîðiâ x1,x2, . . . ,xn, äëÿ ÿêèõ ñêëà-
äåíèé ç íèõ âèçíà÷íèê 6= 0; âèìiðíiñòü ïðîñòîðó äîðiâíþ¹ n. Âiäçíà÷èìî,
ùî â áàçèñi

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1) (1.8)

1.3. Áàçèñ
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âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen ìà¹ êîìïîíåíòè, ÿêi
çáiãàþòüñÿ ç íàáîðîì ÷èñåë, ùî âèçíà÷àþòü n-êó.

Ó ïðîñòîði ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå n-ãî áàçèñîì ¹ óïîðÿäêîâàíà
ìíîæèíà < 1, t, t2, . . . , tn >, âèìiðíiñòü ïðîñòîðó äîðiâíþ¹ n + 1.

Ïðîñòîðè âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ i ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [a, b],
íåñêií÷åííîâèìiðíi.

Ó ïðîñòîði ìàòðèöü ðîçìiðó m× n áàçèñîì ¹ óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà

< A11, . . . ,A1n,A21, . . . ,A2n, . . . ,Am1, . . . ,Amn >;

âèìiðíiñòü ïðîñòîðó äîðiâíþ¹ mn.
Ðîçãëÿíåìî, ÿêèé âèãëÿä â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði ç áàçèñîì < e1, . . .,

en > íàáóâàþòü âëàñòèâîñòi âåêòîðiâ, çàäàíèõ ñâî¨ìè êîìïîíåíòàìè.
Íåõàé x = x1e1 + . . . + xnen = (x1, . . . , xn), y = y1e1 + . . . + ynen =

= (y1, . . . , yn).

1 ◦. Äëÿ äîäàâàííÿ (âiäíiìàííÿ) äâîõ âåêòîðiâ, òðåáà äîäàòè (âiäíÿòè)
¨õíi âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè:

x± y = (x1 ± y1, . . . , xn ± yn).

Äiéñíî,

x± y = (x1e1 + . . . + xnen)± (y1e1 + . . . + ynen) =
= (x1 ± y1)e1 + . . . + (xn ± yn)en.

2◦. Äëÿ ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî òðåáà íà öå ÷èñëî ïîìíîæèòè âñi
éîãî êîìïîíåíòè:

λx = (λx1, . . . , λxn).

Ñïðàâäi,

λx = λ(x1e1 + . . . + xnen) = (λx1)e1 + . . . + (λxn)en.

3◦. Âåêòîð òîäi é òiëüêè òîäi ìà¹ íóëüîâi êîìïîíåíòè, êîëè âií íóëüîâèé:

o = (0, . . . , 0).

Äëÿ íóëüîâîãî âåêòîðà o = x − x = (x1 − x1)e1 + . . . + (xn − xn)en =
= 0e1 + . . . + 0en.

Íàâïàêè, ÿêùî z = 0e1 + . . . + 0en, òî

∀(y) z + y = (0 + y1)e1 + . . . + (0 + yn)en = y1e1 + . . . + ynen = y.

Öå îçíà÷à¹, ùî z = o.

1.3. Áàçèñ



1. Ëiíiéíèé ïðîñòið 17

4◦. Âåêòîðè äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ìàþòü
îäíàêîâi âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè:

x = y ⇐⇒ x1 = y1, . . . , xn = yn.

Âèõîäèòü ç òîãî, ùî

x = y ⇐⇒ x− y = o ⇐⇒ (x1 − y1)e1 + . . . + (xn − yn)en = o.

Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ x1 − y1 = 0, . . ., xn − yn = 0, àáî x1 = y1, . . . ,
xn = yn.

1.3. Áàçèñ



2 Ãåîìåòðiÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

2.1 Àôiííèé ïðîñòið

Ó çâè÷àéíîìó ãåîìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ñïî÷àòêó ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ òî÷êè,
à ïîòiì íà îñíîâi öüîãî ïîíÿòòÿ � ïîíÿòòÿ âåêòîðà ÿê óïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè
òî÷îê. Ó òåîði¨ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ ÷èíÿòü íàâïàêè: íà áàçi âæå íàÿâíîãî
ïîíÿòòÿ âåêòîðà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ òî÷êè, à ïîòiì iíøi,
ïîâ'ÿçàíi ç íèì ïîíÿòòÿ.

Íåõàé ìà¹ìî n-âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Éîãî åëåìåíòè áóëè íàçâà-
íi âåêòîðàìè. Àëå ìîæíà çãàäàòè, ùî â çâè÷àéíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïðîñòî-
ðàõ êîæíèé âåêòîð âèçíà÷àâñÿ äâîìà òî÷êàìè: ñâî¨ì ïî÷àòêîì i êiíöåì,
à êîæíà òî÷êà ÿâëÿëà ñîáîþ êiíåöü ðàäióñ-âåêòîðà. Îñíîâíà âiäìiííiñòü
ðàäióñ-âåêòîðiâ âiä iíøèõ âåêòîðiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âñi ðàäióñ-âåêòîðè
âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ é òi¹¨ æ òî÷êè (ïî÷àòêó êîîðäèíàò). Àëå, âçàãàëi êàæó-
÷è, âåêòîðíà àëãåáðà ðîçãëÿäà¹ âiëüíi âåêòîðè, íå ïðèâ'ÿçàíi äî áóäü-ÿêî¨
êîíêðåòíî¨ òî÷êè. Òîìó ìîæíà ñêàçàòè, ùî òî÷öi âiäïîâiäà¹ öiëèé êëàñ ðiâ-
íèõ îäèí îäíîìó âåêòîðiâ, àáî, iíøèìè ñëîâàìè, îäèí i òîé ñàìèé âiëüíèé
âåêòîð.

Â÷èíèìî íàâïàêè: âåêòîðó ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó. Ñàìå, òî-
÷êîþ A ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàçâåìî äåÿêèé âåêòîð xA. Òàêó òî÷êó íå ìî-
æíà ïîáóäóâàòè íàâiòü ó çâè÷àéíîìó ãåîìåòðè÷íîìó ïðîñòîði, òîìó ùî
äëÿ ïîáóäîâè ïîòðiáíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Àëå ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñÿ â
òîìó, ùî ââåäåíå ïîíÿòòÿ òî÷êè âèïðàâäó¹ íàøå iíòó¨òèâíå óÿâëåííÿ ïðî
òî÷êè i âåêòîðè, à ïîòiì îçíà÷èìî ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Íàñàìïåðåä êîæíié ïàði òî÷îê A i B ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð
z = xA − xB . Òàêèì ÷èíîì, êîæíà óïîðÿäêîâàíà ïàðà ðiçíèõ òî÷îê A
i B áóäå âèçíà÷àòè ¹äèíèé âåêòîð z, ïðè÷îìó, òî÷êà A áóäå ââàæàòèñÿ
ïî÷àòêîì âåêòîðà z, à òî÷êà B � éîãî êiíöåì.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâàþòü äâà âàæëèâèõ òâåðäæåííÿ, ùî ÷àñòî
ïðèéìàþòü çà àêñiîìè òî÷å÷íî-âåêòîðíîãî ïðîñòîðó.

18
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1◦. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè A i áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà B
òàêà, ùî AB = x (âåêòîð i éîãî ïî÷àòîê îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü êiíåöü
âåêòîðà).

Äiéñíî, òî÷êîþ B ìîæíà âçÿòè òî÷êó B = xA + x, áî òîäi AB =
= (xA + x)− xA = x.

2 ◦. Äëÿ áóäü-ÿêèõ òðüîõ òî÷îê A, B i C âèêîíàíà ðiâíiñòü AB +
+BC = AC (äîäàâàííÿ âåêòîðiâ çà ïðàâèëîì òðèêóòíèêà).

Ñïðàâäi, AB + BC = (xB − xA) + (xC − xB) = xC − xA = AC.
Ëiíiéíèé n-âèìiðíèé ïðîñòið, äîïîâíåíèé òî÷êàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü

öèì òâåðäæåííÿì, íàçèâà¹òüñÿ àôiííèì (àáî òî÷å÷íî-âåêòîðíèì) n-
âèìiðíèì ïðîñòîðîì.

Ðîçãëÿíåìî ùå êiëüêà íàñëiäêiâ.

3◦. ßêùî AB = AC = x, òî B = C.

Öå âiäðàçó âèïëèâà¹ ç ïåðøîãî òâåðäæåííÿ.

4◦. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè A âåêòîð AA = o.

Äiéñíî, ç äðóãîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî AA+AC = AC. Àëå òàêó
âëàñòèâiñòü ìà¹ òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð, òîìó AA = o.

5◦. Âåêòîðîì, ïðîòèëåæíèì âåêòîðó AB, ¹ âåêòîð BA.

Çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãå òâåðäæåííÿ, äiñòà¹ìî AB + BA =
= AA = xA − xA = o. Öå îçíà÷à¹, ùî BA = −AB.

6 ◦. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷îòèðüîõ òî÷îê A, B, A′, B′ ðiâíiñòü AB = A′B′

ñïðàâåäëèâà òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè AA′ = BB′ (äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà
AB ç áóäü-ÿêî¨ òî÷êè A′ ìîæíà âiäêëàñòè ðiâíèé éîìó âåêòîð A′B′, äèâ.
ìàë. 2.1).

Öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi AB + BB′ = AB′ = AA′ + A′B′.
Òåïåð ââåäåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò. Äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êîîðäè-

íàò â àôiííîìó n-âèìiðíîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü òî÷êè O
(ïî÷àòêó êîîðäèíàò) i áàçèñó < e1, . . . , en >, ÿêèé áóäåìî íàçèâàòè
äåêàðòîâûì áàçèñîì . Ó äåêàðòîâîìó áàçèñi êîæíié òî÷öi A ïðîñòîðó
âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé âåêòîð (ðàäióñ-âåêòîð) OA = x1e1 + . . . + xnen, êîîðäè-
íàòè ÿêîãî íàçèâàþòüñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè A, òàê ùî òî÷êó ìîæíà
çàïèñóâàòè ÿê A(x1, . . . , xn). Îñêiëüêè âåêòîð OO = o = 0e1 + . . . + 0en,
òî÷êà O ìà¹ íóëüîâi êîîðäèíàòè.

2.1. Àôiííèé ïðîñòið
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A

A′ B′

B

Ðèñ. 2.1: Äî âèñíîâêó 6

ßêùî A(x1, . . . , xn) i B(y1, . . . , yn) � äâi òî÷êè àôiííîãî ïðîñòîðó, òî
ç ðiâíîñòi OA + AB = OB ìà¹ìî AB = OB −OA = (x1 − y1)e1 + . . . +
+(xn − yn)en. Òàêèì ÷èíîì, ùîá äiñòàòè êîîðäèíàòè âåêòîðà, òðåáà ç êî-
îðäèíàò éîãî êiíöÿ âiäíÿòè êîîðäèíàòè éîãî ïî÷àòêó.

ßê âiäîìî, â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði ïðÿìà ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì a =
= (a1, a2, a3) 6= o, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0), çàäà¹òüñÿ ñè-
ñòåìîþ ðiâíÿíü

x− x0

a1
=

y − y0

a2
=

z − z0

a3
.

Çà àíàëîãi¹þ â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò àôiííîãî ïðîñòîðó ïðÿ-
ìîþ ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì a = (a1, . . . , an) 6= o, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
M0(x0

1, . . . , x
0
n), íàçèâàþòü ìíîæèíó òî÷îê M(x1, . . . , xn), êîîðäèíàòè ÿêèõ

çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi ðiâíÿíü

x1 − x0
1

a1
= · · · = xn − x0

n

an
.

ßêùî çðiâíÿòè âñi öi âiäíîøåííÿ ç îäíèì i òèì ñàìèì ïàðàìåòðîì t, òî
ñèñòåìó ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

x1 − x0
1 = a1t, . . . , xn − x0

n = ant.

ßêùî òåïåð îçíà÷èòè ðàäióñ-âåêòîðè òî÷îê r = OM = (x1, . . . , xn), r0 =
= OM0 = (x0

1, . . . , x
0
n), òî ñóêóïíiñòü îòðèìàíèõ âèðàçiâ ìîæíà çàìiíèòè

îäíèì âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì

r− r0 = at,

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ .

2.1. Àôiííèé ïðîñòið
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Ïëîùèíà â àíàëiòè÷íié ãåîìåòði¨ îïèñó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ñâî¨ì çàãàëü-
íèì ðiâíÿííÿì Ax + By + Cz + D = 0. Â àôiííîìó ïðîñòîði ïëîùèíi âiä-
ïîâiäà¹ ãiïåðïëîùèíà , ÿêîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê M(x1, . . . , xn),
êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

A1x1 + · · ·+ Anxn + A = 0

çà óìîâè, ùî âåêòîð íîðìàëi n = (A1, · · · , An) 6= o.

2.2 Åâêëiäiâ ïðîñòið

Óâåäåíi ïîíÿòòÿ ùå íå äîçâîëÿþòü çíàõîäèòè âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè â àôií-
íîìó ïðîñòîði àáî êóòè ìiæ âåêòîðàìè é iíøèìè ãåîìåòðè÷íèìè îá'¹êòàìè
â ïðîñòîði ëiíiéíîìó. Ùîá óìîæëèâèòè öå, òðåáà ââåñòè ùå îäíó îïåðà-
öèþ � ñêàëÿðíå ìíîæåííÿ âåêòîðiâ. Ó äàíîìó ï. áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè
äiéñíi ëiíiéíi ïðîñòîðè. Óçàãàëüíþþ÷è âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ
çâè÷àéíèõ âåêòîðiâ, ñêàëÿðíèì ìíîæåííÿì âåêòîðiâ x i y ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó íàçèâàþòü îïåðàöiþ, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü öèì âåêòîðàì
äiéñíå ÷èñëî x · y, ÿêå íàçèâàþòü ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ x i y i
ÿêå ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi.

1◦. x · x ≥ 0, ïðè÷îìó, ÿêùî x · x = 0, òî x = o.

2◦. x · y = y · x.

3◦. (x + y) · z = x · z + y · z.

4◦. (αx) · y = α(x · y).

Òóò x, y, z � äîâiëüíi âåêòîðè, α � äîâiëüíå ÷èñëî. Äëÿ ñòèñëîñòi
áóäåìî äàëi ïîçíà÷àòè x2 = x · x.

Ëiíiéíèé ïðîñòið, ó ÿêîìó ¹ îïåðàöiÿ ñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ âåêòîðiâ,
íàçèâà¹òüñÿ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì. Àôiííèé n-âèìiðíèé ïðîñòið, ÿêùî
â íüîìó îçíà÷åíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, áóäåìî íàçèâàòè åâêëiäî-
âèì àôôiííèì ïðîñòîðîì .

Äîâåäåìî âèñíîâêè, ùî âèïëèâàþòü ç öèõ àêñiîì.

1◦. x · (αy) = α(x · y).

Äiéñíî, íà ïiäñòàâi äðóãî¨ i ÷åòâåðòî¨ àêñiîì x · (αy) = (αy) · x =
= α(y · x) = α(x · y).

2.2. Åâêëiäiâ ïðîñòið
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2◦. x · (y + z) = x · y + x · z.

Âèïëèâà¹ ç x · (y + z) = (y + z) · x = y · x + z · x = x · y + x · z.

3◦.

(
m∑

k=1

αkxk

)
· y =

m∑
k=1

αk(xk · y), x ·
(

m∑
k=1

αkyk

)
=

m∑
k=1

αk(x · yk).

4◦. x · o = 0.

Îñêiëüêè o = 0x, òî x · o = x · (0x) = 0(x · x) = 0.
Äîâæèíîþ (ìîäóëåì) âåêòîðà x íàçèâà¹òüñÿ êîðiíü êâàäðàòíèé çi

ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîðà íà ñåáå. Ïîçíà÷à¹òüñÿ äîâæèíà âåêòîðà åâ-
êëèiîâà ïðîñòîðó òàê ñàìî, ÿê i äîâæèíà çâè÷àéíîãî âåêòîðà: |x| =

√
x · x.

Ç ïåðøî¨ àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i âèñíîâêà 4 âèïëèâà¹, ùî äîâæèíà
âåêòîðà äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîð íóëüîâèé. Â åâ-
êëiäîâîìó àôiííîìó ïðîñòîði äîâæèíà âåêòîðà AB âèçíà÷à¹ âiäñòàíü ìiæ
òî÷êàìè A i B.

Ç äîâæèíîþ âåêòîðà ïîâ'ÿçàíi ïîäàëüøi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1 (Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî).

|x · y| ≤ |x||y|. (2.1)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x i y � äîâiëüíi âåêòîðè åâêëiäîâà ïðîñòîðó, à α i β �
äîâiëüíi ÷èñëà. Òîäi ç ïåðøî¨ àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ñïðàâåäëèâà íå-
ðiâíiñòü

(αx + βy) · (αx + βy) = α2x2 + 2αβ(x · y) + β2y2 ≥ 0, (2.2)

ïðè÷îìó, ðiâíiñòü íóëþ ìà¹ ìiñöå òiëüêè, êîëè αx+βy = o. ßêùî ïîêëàñòè
â îñòàííié íåðiâíîñòi α = y2, à β = −(x · y), äiñòàíåìî

x2(y2)2 − 2y2(x · y)2 + (x · y)2y2 = y2[x2y2 − 2(x · y)2 + (x · y)2] =

= y2[x2y2 − (x · y)2] ≥ 0,

çâiäêè é âèïëèâà¹ äîêàçóâàíà íåðiâíiñòü äëÿ y 6= o. Äëÿ y = o íåðiâíiñòü
(2.1) î÷åâèäíà.

Âèñíîâîê 2.1. Ðiâíiñòü ó ôîðìóëi (2.1) ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè x i y ëiíiéíî çàëåæíi.

2.2. Åâêëiäiâ ïðîñòið
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé x i y ëiíiéíî íåçàëåæíi. Òîäi äëÿ α 6= 0 àáî β 6= 0 ìà¹ìî
αx + βy 6= o i (2.2) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ñòðîãó íåðiâíiñòü, à ðàçîì ç íèì ñòà¹
ñòðîãîþ íåðiâíiñòþ i (2.1).

Íàâïàêè. Íåõàé x i y ëiíiéíî çàëåæíi. Òîäi iñíó¹ ¨õíÿ íåòðèâiàëüíà
ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó: αx+βy = o. Ìíîæà÷è
öþ ðiâíiñòü ïî ÷åðçi íà x i y, äiñòà¹ìî ñèñòåìó îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü{

αx2 + β(x · y) = 0,
α(y · x) + βy2 = 0.

Îñêiëüêè âîíà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî α i β, òî ¨¨ âèçíà÷íèê
äîðiâíþ¹ íóëþ: x2y2 − (x · y)2 = 0.

Òåîðåìà 2.2 (Íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî).

|x + y| ≤ |x|+ |y|. (2.3)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x i y � äîâiëüíi âåêòîðè åâêëiäîâà ïðîñòîðó. Òîäi ç íå-
ðiâíîñòi (2.1) i ç òîãî, ùî x2 = x · x = |x|2, ìà¹ìî

(x + y)2 = x2 + 2(x · y) + y2 ≤ x2 + 2|x||y|+ y2 =

= |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2,

çâiäêè é âèïëèâà¹ äîêàçóâàíà íåðiâíiñòü.

Òåîðåìà 2.3.
|x| − |y| ≤ |x− y|. (2.4)

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi Ìiíêîâñüêîãî

|x| ≤ |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y| ⇐⇒ |x| − |y| ≤ |x− y|.

Âèñíîâîê 2.2.
||x| − |y|| ≤ |x− y|. (2.5)

Äîâåäåííÿ. Ç (2.4) âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî |y| − |x| ≤ |x − y|, àáî
−|x − y| ≤ |x| − |y|. Ðàçîì ç (2.4) öå äà¹ −|x − y| ≤ |x| − |y| ≤ |x − y|,
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

2.2. Åâêëiäiâ ïðîñòið
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Íåðiâíîñòi (2.3) i (2.5) íàçèâàþòüñÿ íåðiâíîñòÿìè òðèêóòíèêà: ÿêùî âå-
êòîðè x i y ÿâëÿþòü ñîáîþ ðiçíi ñòîðîíè â òðèêóòíèêó, òî íåðiâíîñòi îçíà-
÷àþòü, ùî ñòîðîíà òðèêóòíèêà íå áiëüøå ñóìè i íå ìåíøå ìîäóëÿ ðiçíèöi
äâîõ éîãî iíøèõ ñòîðií.

Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî äà¹ ìîæëèâiñòü ââåñòè ïîíÿòòÿ êóòà
ìiæ äâîìà âåêòîðàìè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Òàêèì êóòîì íàçèâà¹òüñÿ
÷èñëî ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

cos ϕ =
x · y
|x||y|

. (2.6)

Íåðiâíiñòü Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ãàðàíòó¹, ùî ââåäåíà âåëè÷èíà ìîæå äié-
ñíî ââàæàòèñÿ êîñèíóñîì äåÿêîãî êóòà, òîáòî áóäå âèêîíóâàòèñÿ | cos ϕ| ≤
≤ 1.

Âåêòîðè x i y íàçèâàþòü îðòîãîíàëüíèìè i ïèøóòü x ⊥ y, ÿêùî
x ·y = 0. Íóëüîâèé âåêòîð ââàæà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì áóäü-ÿêîìó âåêòîðó.

Òåîðåìà 2.4. Òiëüêè íóëüîâèé âåêòîð îðòîãîíàëüíèé áóäü-ÿêîìó âåêòî-
ðó.

Äîâåäåííÿ. ßêùî x · y = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà y, òî, âçÿâøè y = x,
äiñòàíåìî x · x = 0, ùî çà ïåðøîþ àêñiîìîþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìîæëèâî
ëèøå äëÿ íóëüîâîãî âåêòîðà.

Áàçèñ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì , ÿêùî âå-
êòîðè áàçèñó ïàðàìè îðòîãîíàëüíi.

Òåîðåìà 2.5. Ïàðàìè îðòîãîíàëüíi é íåíóëüîâi âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëå-
æíi.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: ùî âåêòîðè x1, x2, . . ., xm ïàðàìè
îðòîãîíàëüíi é íåíóëüîâi, àëå ëiíiéíî çàëåæíi. Òîäi çíàéäåòüñÿ ¨õíÿ íåòðè-
âiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó:

λ1x1 + λ2x2 + . . . + λmxm = o,

ïðè÷îìó, äëÿ âèçíà÷åíîñòi íåõàé λ1 6= 0. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâ-
íîñòi íà x1:

λ1(x1 · x1) + λ2(x2 · x1) + . . . + λm(xm · x1) = 0.

Âíàñëiäîê ïîïàðíî¨ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðiâ îòðèìàíà ðiâíiñòü ñïðîùó-
¹òüñÿ äî λ1(x1 · x1) = 0. Îñêiëüêè âåêòîð x1 íåíóëüîâèé, òî λ1 = 0, ùî
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.
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Îðòîãîíàëüíèé áàçèñ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ îðòîíîðìî-
âàíèì , ÿêùî âåêòîðè áàçèñó ìàþòü îäèíè÷íó äîâæèíó. Ç òiëüêè ùî äî-
âåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ.

Íåõàé < e1, . . . , en > � áàçèñ åâêëiäîâà ïðîñòîðó i íåõàé ó öüîìó áàçèñi
x = x1e1 + · · ·+ xnen, y = y1e1 + · · ·+ ynen. Òîäi

x · y = (x1e1 + · · ·xnen) · (y1e1 + · · · ynen) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj(ei · ej). (2.7)

ßêùî áàçèñ < e1, . . . , en > îðòîíîðìîâàíèé, òî ei ·ej = 0 (i 6= j), à ei ·ei = 1,
i òîìó ôîðìóëà (2.7) ñòà¹ òàêîþ:

x · y = x1y1 + · · ·+ xnyn. (2.8)

Ó ìàòðè÷íié ôîðìi ôîðìóëó (2.8) ìîæíà çàïèñàòè òàê: x · y = [x]T [y].

Ïðèêëàä 2.1. Ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði Rn ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ
x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn), áåðóòü âåëè÷èíó x ·y = x1y1+ · · ·+xnyn.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ âåëè÷èíà çàäîâîëüíÿ¹ âñiì àêñi-
îìàì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi (1.8) âîíà îá÷èñëþ¹-
òüñÿ çà ôîðìóëîþ, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ (2.8).

Ïðèêëàä 2.2. Ó ïðîñòîði ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå n-ãî ñêàëÿðíèé
äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ x = Pn(t) = a0 + a1t + a2t

2 + . . . + antn i y = Qn(t) =
= b0 + b1t + b2t

2 + . . . + bntn ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

x · y = a0b0 + a1b1 + . . . + anbn. (2.9)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíàííÿ àêñiîì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òàê ñàìî î÷åâèäíî, ÿê
i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi. Â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi < 1, t, t2, . . . , tn >
îá÷èñëåííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ôàêòè÷íî âèêîíó¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (2.9).

Ïðèêëàä 2.3. Ó ïðîñòîði âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ìíîãî-
÷ëåíiâ x = Pn(t) = a0 + a1t + a2t

2 + . . . + antn è y = Qm(t) =
= b0 + b1t + b2t

2 + . . . + bmtm ââàæàþòü âåëè÷èíó

x · y = a0b0 + a1b1 + . . . + akbk,

äå k = min(n, m).
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Ïðèêëàä 2.4. Ó ïðîñòîði ìàòðèöü ðîçìiðó m × n ñêàëÿðíèé äîáóòîê
äâîõ ìàòðèöü x = {a}ij i y = {b}ij çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

x · y =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijbij . (2.10)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. I â öüîìó ïðèêëàäi î÷åâèäíå âèêîíàííÿ àêñiîì ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó. Âiäçíà÷èìî, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìàòðèöü (ìíîæàòüñÿ âiäïî-
âiäíi åëåìåíòè ìàòðèöü) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çâè÷àéíîãî äîáóòêó ìàòðèöü.
Îá÷èñëåííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi

< A11, . . . ,A1n,A21, . . . ,A2n, . . . ,Am1, . . . ,Amn >

çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ (2.10).

Â åâêëiäîâîìó àôiííîìó ïðîñòîði ìîæíà ãîâîðèòè ïðî êóòè ìiæ ïðÿ-
ìèìè i ãiïåðïëîùèíàìè, ïðî ¨õíþ ïàðàëåëüíiñòü àáî ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü.

Âåêòîðè x i y ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàçèâàþòü êîëiíåàðíèìè i ïèøóòü
x ‖ y, ÿêùî âîíè ëiíiéíî çàëåæíi. Î÷åâèäíî, ùî íóëüîâèé âåêòîð êîëiíå-
àðíèé áóäü-ÿêîìó âåêòîðó. Çîêðåìà, ÿêùî x i y íåíóëüîâi, âiäøóêà¹òüñÿ
÷èñëî λ 6= 0 òàêå, ùî y = λx. ßêùî ïðîñòið n-âèìiðíèé, êîìïîíåíòè êîëi-
íåàðíèõ âåêòîðiâ x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn) ïðîïîðöiéíi:

x1

y1
=

x2

y2
= · · · = xn

yn
, (2.11)

ïðè÷îìó, ÿêùî xi = yi = 0, òî i-å âiäíîøåííÿ âiäêèäàþòü, à, ÿêùî xi 6= 0,
yi = 0, ââàæàþòü, ùî ïðîïîðöiÿ íå âèêîíó¹òüñÿ (òîáòî â öüîìó âèïàäêó
x 6‖ y).

Êóòîì ìiæ ïðÿìèìè

l1 :
x1 − x1

1

a0
= · · · = xn − x1

n

an
, (2.12)

l2 :
x1 − x2

1

b0
= · · · = xn − x2

n

bn

íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ ¨õíiìè íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè a = (a1, . . . , an) i b =
= (b1, . . . , bn); ïàðàëåëüíiñòü i ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü ïðÿìèõ òàêîæ âèçíà÷à-
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þòüñÿ âiäïîâiäíèìè ïîíÿòòÿìè äëÿ ¨õíiõ íîðìàëåé:

cos l̂1, l2 = cos â,b =
a · b
|a||b|

,

l1 ‖ l2 ⇐⇒ a ‖ b ⇐⇒ a1

b1
=

a2

b2
= · · · = an

bn
,

l1 ⊥ l2 ⇐⇒ a ⊥ b ⇐⇒ a1b1 + a2b2 + . . . + anbn = 0.

Òàê ñàìî êóòîì ìiæ ãiïåðïëîùèíàìè

p1 : A1x1 + · · ·+ Anxn + A = 0 (2.13)

p2 : B1x1 + · · ·+ Bnxn + B = 0

íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ ¨õíiìè íîðìàëÿìè n1 = (A1, . . . , An) i n2 = (B1, . . . , Bn);
ãiïåðïëîùèíè ïàðàëåëüíi àáî ïåðïåíäèêóëÿðíi, ÿêùî ¨õíi íîðìàëi âiäïî-
âiäíî êîëiíåàðíi àáî îðòîãîíàëüíi:

cos p̂1, p2 = cos n̂1,n2 =
n1 · n2

|n1||n2|
,

p1 ‖ p2 ⇐⇒ n1 ‖ n2 ⇐⇒
A1

B1
=

A2

B2
= · · · = An

Bn
,

p1 ⊥ p2 ⇐⇒ n1 ⊥ n2 ⇐⇒ A1B1 + A2B2 + . . . + AnBn = 0.

Ðiâíÿííÿ ãiïåðïëîùèíè (2.13) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi, ùî íàçèâà¹òüñÿ
âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè :

n1 · x + A = 0,

äå x = (x1, . . . , xn).
Âiäñòàíü âiä òî÷êè M0(x0

1, . . . , x
0
n) äî ãiïåðïëîùèíè (2.13) çíàõîäèòüñÿ

çà ôîðìóëîþ

d =
|A1x

0
1 + · · ·+ Anx0

n + A|√
A2

1 + · · ·+ A2
n

. (2.14)

Êóòîì ìiæ ïðÿìîþ (2.12) i ãiïåðïëîùèíîþ (2.13) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π/2, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

sinϕ =
|a · n1|
|a||n1|

.

Ïðèêëàä 2.5. ×è áóäóòü îðòîãîíàëüíèìè âåêòîðè x = (1, 0, 3,−2, 1) i
y = (−3, 1, 2, 0,−4) ó ïðîñòîði R5?

2.2. Åâêëiäiâ ïðîñòið
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê öèõ âåêòîðiâ çà ôîðìóëîþ (2.8):

x · y = 1 · (−3) + 0 · 1 + 3 · 2− 2 · 0 + 1 · (−4) = −1 6= 0.

Îñêiëüêè ñêàëÿðíèé äîáóòîê íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî âåêòîðè íå îðòîãîíàëü-
íi.

Ïðèêëàä 2.6. Ïåðåâiðèòè êîëiíåàðíiñòü âåêòîðiâ x = 9t − 6t2 + 15t3 i
y = 6t− 4t2 + 10t3 ó ïðîñòîði ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå òðåòüîãî.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.11):

0
0

=
9
6

=
−6
−4

=
15
10

.

Ïðîïîðöiÿ âèêîíó¹òüñÿ (âñi âiäíîøåííÿ, êðiì ïåðøîãî, äîðiâíþþòü 1,5, à
ïåðøå ìîæíà âiäêèíóòè), âèõîäèòü, âåêòîðè-ìíîãî÷ëåíè êîëiíåàðíi.

Ïðèêëàä 2.7. Çíàéòè êóò ìiæ âåêòîðàìè

x =
(

1 −2
3 1

)
, y =

(
−1 4

2 5

)
ó ïðîñòîði ìàòðèöü ðîçìiðó 2× 2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ çà ôîðìóëîþ (2.10):

x · y =
(

1 −2
3 1

)
·
(
−1 4

2 5

)
=

= 1 · (−1)− 2 · 4 + 3 · 2 + 1 · 5 = −1− 8 + 6 + 5 = 2.

Çíàéäåìî äîâæèíè âåêòîðiâ:

|x| =
√

x · x =

√(
1 −2
3 1

)
·
(

1 −2
3 1

)
=

=
√

1 · 1− 2 · (−2) + 3 · 3 + 1 · 1 =
√

15,

|y| = √
y · y =

√(
−1 4

2 5

)
·
(
−1 4

2 5

)
=

=
√
−1 · (−1) + 4 · 4 + 2 · 2 + 5 · 5 =

√
46.
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Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè ôîðìóëó (2.6):

cos ϕ =
2√

15
√

46
≈ 0, 076139;

ϕ ≈ 85◦38′.

Ïðèêëàä 2.8. Çíàéòè âiäñòàíü âiä òî÷êè M0(0;−1; 2; 3; 0;−3) äî ãiïåð-
ïëîùèíè 2x1 + 4x2 − x5 + 3x6 + 1 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (2.14):

d =
|2 · 0 + 4 · (−1) + 0 · 2 + 0 · 3 +−1 · 0 + 3 · (−3) + 1|√

22 + 42 + 02 + 02 + (−1)2 + 32
=

12√
30

≈ 2,19.
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3 Ëiíiéíi îïåðàòîðè

3.1 Ëiíiéíèé îïåðàòîð i éîãî ìàòðèöÿ

ßê â ìàòåìàòèöi, òàê i â òåõíi÷íèõ íàóêàõ ÷àñòî âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ïå-
ðåòâîðèòè ëiíiéíèé ïðîñòið: ïîâåðíóòè, çñóíóòè, ñòèñíóòè i ò.ï. Öi îïåðàöi¨
âèêîíóþòü ñïåöiàëüíi îá'¹êòè, ÿêi äiþòü ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði, ùî íàçèâà-
þòü îïåðàòîðàìè àáî ïåðåòâîðåííÿìè.

Îïåðàòîðîì (ïåðåòâîðåííÿì) A, ùî äi¹ â ëiíiéíîìó ïðîñòîði L,
íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëî, çà ÿêèì êîæíîìó âåêòîðó x ∈ L, ñòàâèòüñÿ ó âiäïî-
âiäíiñòü âèçíà÷åíèé âåêòîð y ∈ L. Âåêòîð y íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì âåêòîðà
x, à âåêòîð x � ïðîîáðàçîì âåêòîðà y äëÿ îïåðàòîðà L. Çâ'ÿçîê ìiæ
îáðàçîì i ïðîîáðàçîì çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi: y = Ax.

Îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì , ÿêùî âií ìà¹ âëàñòèâiñòü

A(αx + βy) = αAx + βAy

(ëiíiéíèé îïåðàòîð âiä ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ ëiíiéíié êîì-
áiíàöi¨ ¨õíiõ îáðàçiâ), ùî íàçèâà¹òüñÿ âëàñòèâiñòþ ëiíiéíîñòi . Ç öi¹¨
âëàñòèâîñòi äëÿ α = 1, β = 1 âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð âiä ñóìè
âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ ñóìi ¨õíiõ îáðàçiâ, à ïðè β = 0 îäåðæó¹ìî, ùî ïîñòiéíèé
ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê îïåðàòîðà. Äàëi ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè
ëiíiéíi îïåðàòîðè.

Îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíèì i ïîçíà÷à¹òüñÿ E , ÿêùî âií íå çìi-
íþ¹ âåêòîð: Ex = x.

Íóëüîâèì íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð O, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð ïåðåòâîðþ¹
â íóëüîâèé: Ox = o.

Íåõàé â n-âèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði ç áàçèñîì < e1, . . . , en > äi¹
ëiíiéíèé îïåðàòîð A. Ïîçíà÷èìî îáðàçè áàçèñíèõ âåêòîðiâ äëÿ îïåðàòîðà
A õâèëüêîþ: ẽ1 = Ae1, . . . , ẽn = Aen, à ¨õíi ðîçêëàäè çà âåêòîðàìè áàçèñó

30
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â òàêèé ñïîñiá:

ẽj =
n∑

i=1

aijei, j = 1, n. (3.1)

Íåõàé y = Ax, ïðè÷îìó,

x =
n∑

j=1

xjej , (3.2)

y =
n∑

i=1

yiei. (3.3)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü ëiíiéíîñòi îïåðàòîðàA i ðîçêëàäè (3.1) i (3.2),
ìîæíà îòðèìàòè ùå îäèí ðîçêëàä âåêòîðà y çà áàçèñîì:

y = Ax = A
n∑

j=1

xjej =
n∑

j=1

xjAej =
n∑

j=1

xj ẽj = (3.4)

=
n∑

j=1

xj

n∑
i=1

aijei =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxj︸ ︷︷ ︸ ei.

Ôiãóðíîþ äóæêîþ îáâåäåíèé êîåôiöi¹íò öüîãî ðîçêëàäó. Îäíàê ðîçêëàäà-
ííÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà çà áàçèñîì ¹äèíå i òîìó, ïîðiâíþþ÷è ôîðìóëè (3.3)
i (3.4), äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî

yi =
n∑

j=1

aijxj .

Ââåäåìî ìàòðèöþ A = {aij} i çà äîïîìîãîþ äîáóòêó ìàòðèöü çàïèøåìî
îñòàííþ ðiâíiñòü â ìàòðè÷íié ôîðìi:

[y] = A[x]. (3.5)

Òàêèì ÷èíîì, ó äàíîìó áàçèñi ìàòðèöÿ A âèêîíó¹ íàä âåêòîðîì x òàêó æ
äiþ, ÿê i îïåðàòîð A, òîìó ùî ðåçóëüòàòîì îáîõ äié ¹ âåêòîð y. Ìàòðèöÿ A
íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà (ó áàçèñi < e1, . . . , en >).
�¨ ñòîâïöÿìè, ÿê öå âèäíî ç ôîðìóëè (3.1), ¹ îáðàçè áàçèñíèõ âåêòîðiâ
ó êîîðäèíàòíié ôîðìi. Âiäçíà÷èìî, ùî äiÿ îïåðàòîðà íà âåêòîð íiÿê íå
ïîâ'ÿçàíà ç áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, íàïðèêëàä, öÿ äiþ ìîæíà îïèñàòè
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ñëîâàìè: ¾çàìiíèòè âåêòîð x ïðîòèëåæíèì éîìó âåêòîðîì¿. Ó òîé æå ÷àñ
ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç áàçèñîì: ó ðiçíèõ áàçèñàõ
ëiíiéíèé îïåðàòîð ìîæå ïîäàâàòèñÿ ðiçíèìè ñâî¨ìè ìàòðèöÿìè.

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî òîòîæíîìó îïåðàòîðó âiäïîâiäà¹ îäèíè÷íà ìà-
òðèöÿ, à íóëüîâîìó � íóëüîâà.

Ôîðìóëó (3.1) ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿäi

[ẽ] = AT [e]. (3.6)

Òåîðåìà 3.1. Ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â äàíîìó áàçèñi âèçíà÷åíà
îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ó äàíîìó áàçèñi n-ãî ïðîñòîðó ëiíiéíèé îïåðàòîð A ìà¹
äâi ìàòðèöi: A i Ã. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x âèêîíó¹òüñÿ A[x] = Ã[x],
àáî (A − Ã)[x] = [o]. Áóäåìî ïiäñòàâëÿòè â öþ ðiâíiñòü âåêòîðè (1.8). Öi
ïiäñòàíîâêè ïî ÷åðçi ïîêàæóòü, ùî ñòîâïöi ìàòðèöi A− Ã ñêëàäàþòüñÿ ç
íóëiâ. Îòæå, A− Ã = O i, âèõîäèòü, A = Ã.

Òåîðåìà 3.2. Êîæíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó n ìîæå ââàæàòèñÿ
ìàòðèöåþ äåÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé çàäàíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ðîçìiðó n. Âèáåðåìî äå-
ÿêèé n-âèìiðíèé ïðîñòið ç áàçèñîì e = < e1, . . . , en >. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
A ëiíiéíèé îïåðàòîð ç òàêîþ äi¹þ: Ax = A[x]e. Î÷åâèäíî, òàêèé îïåðàòîð
áóäå ëiíiéíèì, áî

A(αx + βz) = A(α[x]e + β[z]e) = αA[x]e + βA[z]e = αAx + βAz

äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ âåêòîðiâ x i z.

Ïðèêëàä 3.1. Ó ïðîñòîði R2 ëiíiéíèé îïåðàòîð A êîæíèé âåêòîð x =
(x1, x2) ïåðåòâîðþ¹ òàêèì ÷èíîì:

Ax = A(x1, x2) = (x1 − x2, x2).

Çíàéòè ìàòðèöþ öüîãî îïåðàòîðà â áàçèñàõ

e =< e1, e2 >, e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) (3.7)

i
ẽ =< ẽ1, ẽ2 >, ẽ1 = (0, 1), ẽ2 = (1, 0). (3.8)
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî îáðàçè áàçèñíèõ âåêòîðiâ ó ïåðøîìó áàçèñi:

Ae1 = A(1, 0) = (1− 0, 0) = (1, 0) = e1, Ae2 = A(0, 1) =
= (0− 1, 1) = (−1, 1) = −e1 + e2.

Âèõîäèòü, ìàòðèöÿ îïåðàòîðà â ïåðøîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä

A = (Ae1 Ae2) =
(

1 −1
0 1

)
.

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî ìàòðèöþ îïåðàòîðà â äðóãîìó áàçèñi:

Aẽ1 = A(0, 1) = (−1, 1) = ẽ1 − ẽ2, Aẽ2 = A(1, 0) = (1, 0) = ẽ2,

Ã = (Aẽ1 Aẽ2) =
(

1 0
−1 1

)
.

Âèäíî, ùî â ðiçíèõ áàçèñàõ ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ðiçíi. Â ïåðøîìó
áàçèñi âåêòîð x ìà¹ ðîçêëàä x = x1e1 + x2e2. Òîäi

A[x]e =
(

1 −1
0 1

)(
x1

x2

)
=
(

x1 − x2

x2

)
= (x1 − x2, x2),

òîáòî ìíîæåííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íà âåêòîð ðîáèòü ç íèì òó
æ ñàìó äiþ, ùî é ñàì îïåðàòîð. Ïåðåêîíàéòåñÿ ñàìîñòiéíî, ùî â äðóãîìó
áàçèñi ìíîæåííÿ Ã[x]

ee äi¹ òàê ñàìî.

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé îïåðàòîð A âèêîíó¹ ïîâîðîò çâè÷àéíî¨ ïëîùèíè
xOy, ÿêà ââàæà¹òüñÿ ïðîñòîðîì R2, íà êóò ϕ ïðîòè ñòðiëêè ãîäèííèêà.
Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé âåêòîð öüîãî ïðîñòîðó áóäå ïîâåðíåíèé íà êóò ϕ.
Çíàéòè ìàòðèöþ öüîãî îïåðàòîðà â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi e1 = (1; 0),
e2 = (0; 1).

Äîâåäåííÿ. Äàíèé îïåðàòîð ëiíiéíèé, áî îäíàêîâî: ÷è ïîâåðíóòè ñïî÷àòêó
âåêòîðè x i y, à ïîòiì ïîáóäóâàòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ïîâåðíåíèõ âåêòîðiâ,
÷è ñïî÷àòêó ïîáóäóâàòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ x i y, à ïîòiì ïîâåð-
íóòè ¨¨ íà êóò ϕ (äèâ ðèñ. 3.1). Çíàéäåìî îáðàçè âåêòîðiâ áàçèñó. Öi îáðàçè
¹ îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè ẽ1, ẽ2, îòðèìàíèìè ïîâîðîòîì íà êóò ϕ ïðîòè
ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè âåêòîðiâ e1 i e2 (äèâ. ðèñ. 3.2). Ç ìàëþíêà âèäíî, ùî
ẽ1, ẽ2 ìàþòü òàêi êîîðäèíàòè â çàäàíîìó áàçèñi:

ẽ1 = Ae1 = (cos ϕ, sinϕ), ẽ2 = Ae2 = (− sinϕ, cos ϕ), (3.9)
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O

b
βb

αa

a
αa + βb

A(αa + βb) = αAa + βAb

A(βb)

Ab

Aa

A(αa)
ϕ

x

y

Ðèñ. 3.1: Ïîâîðîò íà êóò ϕ

îòæå, ìàòðèöÿ îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä

A =
(

cos ϕ − sinϕ
sinϕ cos ϕ

)
.

Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìàòðèöi ïîâîðîò áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x = (x, y) (à, âè-
õîäèòü, i ðàäióñ-âåêòîðà, à, âèõîäèòü, i áóäü-ÿêî¨ òî÷êè) íà êóò ϕ ìîæíà
âèêîíàòè çà ôîðìóëîþ (3.5):

[y] =
(

x̃
ỹ

)
= AT [x] =

=
(

cos ϕ sinϕ
− sinϕ cos ϕ

)(
x
y

)
=
(

x cos ϕ + y sinϕ
−x sinϕ + y cos ϕ

)
,

àáî â êîîðäèíàòíié ôîðìi:

x̃ = x cos ϕ + y sinϕ,

ỹ = −x sinϕ + y cos ϕ.
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O

cos ϕ

cos ϕ

sinϕ

− sinϕ

ϕ

1

1
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ẽ1

ẽ2

x

y

Ðèñ. 3.2: Ïîâîðîò áàçèñà

Ïðèêëàä 3.3. Îïåðàòîð A, äiþ÷è íà âåêòîð x çâè÷àéíî¨ äåêàðòîâîé
ïëîùèíè, ùî ââàæà¹òüñÿ ïðîñòîðîì R2, äçåðêàëüíî âiäáèâà¹ éîãî âiä-
íîñíî ïðÿìî¨ l ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì s = (s1, s2), |s| = 1. Ïåðåâiðèòè
ëiíiéíiñòü öüîãî îïåðàòîðà i çíàéòè éîãî ìàòðèöþ â áàçèñi e1 = (1; 0),
e2 = (0; 1).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà ðèñ. 3.3 âèäíî, ùî ñóìà âåêòîðà x i éîãî îáðàçà y äëÿ
òàêî¨ äi¨ îïåðàòîðà íàëåæèòü ïðÿìié l, ùîäî ÿêî¨ âiäáóâà¹òüñÿ äçåðêàëüíå
âiäîáðàæåííÿ, i äîâæèíà ñóìè â äâà ðàçè áiëüøå ïðîåêöi¨ âåêòîðà x íà öþ
ïðÿìó. Àëãåáðà¨÷íî öåé ôàêò ìîæíà çàïèñàòè òàê: x+y = 2(x · s)s. Çâiäñè
ìîæíà çíàéòè îáðàç y = Ax = 2(x · s)s− x. Îïåðàòîð A ëiíiéíèé, áî

A(αx + βz) = 2[(αx + βz) · s]s− αx− βz =
= 2(αx · s + βz · s)s− αx− βz =
= α[2(x · s)s− x] + β[2(z · s)s− z] = αAx + βAz.

Ó êîîðäèíàòíié ôîðìi äiÿ îïåðàòîðà çàïèñó¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì (x =

3.1. Ëiíiéíèé îïåðàòîð i éîãî ìàòðèöÿ
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O

y

l

x + y

s

x
x

y

x

y

Ðèñ. 3.3: Äçåðêàëüíå âiäîáðàæåííÿ

= (x, y), y = (x̃, ỹ)):

y = (x̃, ỹ) = Ax = A(x, y) =
= 2[(x, y) · (s1, s2)](s1, s2)− (x, y) = (2xs1 + 2ys2)(s1, s2)− (x, y) =

= (2xs2
1 + 2ys1s2 − x, 2xs1s2 + 2ys2

2 − y).
(3.10)

Çàñòîñîâóþ÷è öþ ôîðìóëó äî âåêòîðiâ e1 i e2, äiñòà¹ìî

Ae1 = A(1, 0) = (2s2
1 − 1, 2s1s2), Ae2 = A(0, 1) = (2s1s2, 2s2

2 − 1). (3.11)

Âèõîäèòü, ìàòðèöÿ äàíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ìà¹ âèãëÿä

A =
(

2s2
1 − 1 2s1s2

2s1s2 2s2
2 − 1

)
.

Ïðèêëàä 3.4. Îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ ãîìîòåòi¹þ ç êîåôiöi¹íòîì λ,
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Ax = λx, (λ 6= 0). Ãî-
ìîòåòiÿ íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ ðîçòÿãîì (λ > 1) àáî ñòèñêîì (0 < λ < 1).
Ïåðåâiðèòè ëiíiéíiñòü öüîãî îïåðàòîðà â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði i çíàéòè
éîãî ìàòðèöþ â áàçèñi (1.8).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà ãîìîòåòi¨ âèïëèâà¹ ç âèêîíàííÿ âëàñòè-
âîñòi

A(αx + βy) = λ(αx + βy) = α(λx) + β(λy) = αAx + βAy.

Îáðàçè áàçèñíèõ âåêòîðiâ ìàþòü âèãëÿä

Ae1 = λe1 = (λ, 0, . . . , 0), Ae2 = λe2 = (0, λ, . . . , 0), . . . ,

Aen = λen = (0, 0, . . . , λ),

òîìó ìàòðèöÿ òàêîãî îïåðàòîðà â ïîòðiáíîìó áàçèñi âèõîäèòü äiàãîíàëü-
íîþ:

A =


λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ

 .

3.2 Äi¨ ç îïåðàòîðàìè

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, íå òiëüêè ëiíiéíi îïåðàòîðè âèêîíóþòü äi¨, àëå é íàä íèìè
òåæ ìîæíà âèêîíóâàòè äi¨.

Íåõàé îïåðàòîðè A i B äiþòü ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L. Òîäi ¨õ ñóìîþ
íàçèâàþòü îïåðàòîð, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ A+B i äîðiâíþ¹ ñóìi äié îïåðàòîðiâ
A i B:

(A+ B)x = Ax + Bx.

Äîáóòêîì îïåðàòîðà A íà ÷èñëî λ, íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð λA, ùî ìíî-
æèòü îáðàç âåêòîðà x íà ÷èñëî λ:

(λA)x = λ(Ax).

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â ëiíiéíîñòi îáîõ îïåðàòîðiâ. Ìíîæèíà ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ iç ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ îïåðàòîðiâ i ìíîæåííÿ îïå-
ðàòîðà íà ÷èñëî ñàìà ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Äiéñíî, íóëüîâèé îïåðàòîð
O, ùî ìîæå ââàæàòèñÿ íóëüîâèì âåêòîðîì ó ïðîñòîði ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ,
óæå áóâ ââåäåíèé ó ïîïåðåäíüîìó ï. Îïåðàòîðîì, ïðîòèëåæíèì îïåðàòîðó
A, áóäåìî ââàæàòè îïåðàòîð −A = (−1)A. Òîäi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó,
ââåäåíi â ðîçäiëi 1.1, áóäóòü ó òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ âèãëÿäàòè òàê:

1. A+ B = B +A.

3.2. Äi¨ ç îïåðàòîðàìè
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2. (A+ B) + C = A+ (B + C).

3. ∃(O)∀(A) A+O = A.

4. ∀(A)∃(−A) A+ (−A) = O.

5. 1 · A = A.

6. λ(µA) = (λµ)A.

7. λ(A+ B) = λA+ λB.

8. (λ + µ)A = λA+ µA.

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðòå, ùî âñi âîíè âèêîíóþòüñÿ. ßêùî ïðîñòið L n-
âèìiðíèé, òî ïðîñòið ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ìà¹ ðîçìiðíiñòü n2.

ßêùî Ax = o òiëüêè äëÿ âåêòîðà x = o, òî îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ íå-
âèðîäæåíèì ; ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó âií íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì .
Âèçíà÷íèê ìàòðèöiA íåâèðîäæåíîãî îïåðàòîðà íå ¹ íóëåì, iíàêøå ñèñòåìà
ðiâíÿíü A[x] = o áóäå ìàòè é íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.

Â ïîäàëüøié òàáëèöi, êðiì ðîçãëÿíóòèõ, ïîêàçàíi é iíøi ÷àñòî âèêîðè-
ñòîâóâàíi îïåðàòîðè òà äi¨ íàä íèìè. Äëÿ n-âèìiðíîãî ïðîñòîðó íàâåäåíi é
ìàòðèöi îïåðàòîðiâ, ïðè÷îìó, îïåðàòîðè A i B ìàþòü, âiäïîâiäíî, ìàòðèöi
A i B. Îñòàííi òðè îïåðàòîðè äiþòü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, à âiäîìîñòi
ïðî ¨õíi ìàòðèöi ñïðàâåäëèâi òiëüêè äëÿ îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà iñíó¹ ¹äèíèé ñïðÿæåíèé éîìó
îïåðàòîð, à äëÿ êîæíîãî íåâèðîäæåíîãî îïåðàòîðà iñíó¹ îáåðíåíèé éîìó
îïåðàòîð. Íàïðèêëàä, îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ¹ íåâèðîäæåíèì.

Ïðèêëàä 3.5. Íåõàé ïëîùèíà xOy ñïî÷àòêó ïîâåðòà¹òüñÿ íà êóò ϕ
(îïåðàòîð A), à ïîòiì íàä íåþ âèêîíó¹òüñÿ ãîìîòåòiÿ ç êîåôiöi¹íòîì
λ (îïåðàòîð B). Çíàéòè ëiíiéíèé îïðàòîð, ùî âèêîíó¹ ïåðåëi÷åíi äi¨ â
çàçíà÷åíîìó ïîðÿäêó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îïåðàòîð, ùî ðåàëiçó¹ çàäàíó ïîñëiäîâíiñòü äié, � öå äîáó-
òîê îïåðàòîðiâ A i B: (B ◦ A)x = B(Ax) (äèâ. òàáë.). Âàæëèâî òå, ùî
îòðèìàíi â ïðèêëàäàõ 3.2 i 3.4 ìàòðèöi îïåðàòîðiâ äîçâîëÿþòü çíàéòè i
ìàòðèöþ C øóêàíîãî îïåðàòîðà:

C = BA =

(
λ 0
0 λ

)
·

(
cos ϕ − sinϕ

sinϕ cos ϕ

)
=

=

(
λ cos ϕ −λ sinϕ

λ sinϕ λ cos ϕ

)
= λA.

3.2. Äi¨ ç îïåðàòîðàìè
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Íàçâà Ïîçíà- Âèçíà÷àëüíà Ìàòðèöÿ
îïåðàòîðà ÷åííÿ âëàñòèâiñòü

Òîòîæíèé E Ex = x E
îïåðàòîð

Íóëüîâèé îïåðàòîð O Ox = o O

Ñóìà îïåðàòîðiâ A+ B (A+ B)x = Ax + Bx A + B

Äîáóòîê λA (λA)x = λ(Ax) λA
îïåðàòîðà íà ÷èñëî

Äîáóòîê B ◦ A (B ◦ A)x = B(Ax) BA
îïåðàòîðiâ

Îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 A−1◦A = A ◦ A−1 = E A−1

Îïåðàòîð,

ñïðÿæåíèé A∗ Ax · y = x · A∗y AT

îïåðàòîðó A

Ñàìîñïðÿæåíèé A A = A∗ A = AT

îïåðàòîð

Îðòîãîíàëüíèé A A−1 = A∗ A−1 = AT

îïåðàòîð

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ìàòðèöþ, ìîæíà çíàõîäèòè ðåçóëüòàò ïåðåòâîðåííÿ
âiäðàçó, à íå ïî ÷åðçi çàñòîñîâóþ÷è ïîâîðîò i ãîìîòåòiþ.

Îñêiëüêè îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ¹ îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ îïåðàòî-
ðiâ, ùî äiþòü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, ðîçãëÿíåìî äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi.

Ëåìà 3.1. ßêùî â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði äëÿ âñiõ âåêòîðiâ x âèêîíó¹òüñÿ
x · y = x · z, òî y = z.

Äîâåäåííÿ. ßêùî x · y = x · z, òî x · (y − z) = 0. Âiçüìåìî x = y − z, òîäi
(y − z)·(y − z) = 0. Çà ïåðøîþ àêñiîìîþ åâêëiäîâà ïðîñòîðó öå ìîæëèâî
òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè y − z = o, òîáòî, êîëè y = z.

Òåîðåìà 3.3. Îïåðàòîð A çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ: Ax ·
Ay = x · y òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âií îðòîãîíàëüíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé îïåðàòîð A çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ. Òîäi

x · y = Ax · Ay = x · (A∗ ◦ A)y.

3.2. Äi¨ ç îïåðàòîðàìè
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Ç ëåìè âiäðàçó äiñòà¹ìî, ùî A∗ ◦ A = E . Âèõîäèòü, ùî A∗ = A−1 i òîìó
îïåðàòîð A îðòîãîíàëüíèé.

Íåõàé òåïåð îïåðàòîð A îðòîãîíàëüíèé. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ
ñïðÿæåíîãî é îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðiâ, äiñòà¹ìî

Ax · Ay = x · (A∗ ◦ A)y = x · (A−1 ◦ A)y = x · Ey = x · y.

Âèñíîâîê 3.1. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð çáåðiãà¹ äîâæèíè âåêòîðiâ, à â
åâêëiäîâîìó àôiííîìó ïðîñòîði � âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè.

Âèñíîâîê 3.2. Â åâêëiäîâîìó àôiííîìó ïðîñòîði îðòîãîíàëüíèé îïåðà-
òîð çáåðiãà¹ êóòè ìiæ ïðÿìèìè òà ãiïåðïëîùèíàìè, à òîäi é ¨õíþ ïà-
ðàëåëüíiñòü òà ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü.

Âèñíîâîê 3.3. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ïåðåâîäèòü îðòîíîðìîâàíèé áà-
çèñ â îðòîíîðìîâàíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé < e1, . . . , en > � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, à < ẽ1,
. . . , ẽn > � íàáið âåêòîðiâ, ó ÿêi öåé áàçèñ ïåðåâîäèòüñÿ îðòîãîíàëüíèì
îïåðàòîðîì. Ç ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ îäåðæó¹ìî, ùî âåêòîðè ẽ1, . . . , ẽn îð-
òîãîíàëüíi i ìàþòü îäèíè÷íó äîâæèíó, à òîäi ç òåîðåì 2.5 è 1.8 âèïëèâà¹,
ùî < ẽ1, . . . , ẽn > � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ.

Ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿê öå çàçíà÷åíî â òàáëèöi îïåðàòî-
ðiâ, ìà¹ âëàñòèâiñòü A−1 = AT . Òàêà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëü-
íîþ.

Òåîðåìà 3.4. ßêùî îïåðàòîð A ïåðåâîäèòü õî÷ îäèí îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ < e1, . . . , en > â îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ < ẽ1, . . . , ẽn >, òî òàêèé
îïåðàòîð îðòîãîíàëüíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

δij =

{
1, i = j;
0, i 6= j.

Ç îðòîíîðìîâàíîñòi áàçèñiâ ei · ej = δij , ẽi · ẽj = δij . Òîìó

ẽi · ẽj = Aei · Aej = ei · (A∗ ◦ A)ej = δij .

3.2. Äi¨ ç îïåðàòîðàìè
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Âiä öi¹¨ ðiâíîñòi âiäíiìåìî ðiâíiñòü ei · ej = δij i äiñòàíåìî

ei · (A∗ ◦ A)ej − ei · ej = 0; i = 1, n;

ei · ((A∗ ◦ A)ej − ej) = 0; i = 1, n;

ei · (A∗ ◦ A − E)ej = 0; i = 1, n. (3.12)

ßêùî õî÷à á äëÿ îäíîãî j âèêîíó¹òüñÿ (A∗ ◦ A − E)ej 6= o, òî ç (3.12)
âèïëèâà¹, ùî âåêòîð (A∗ ◦ A − E)ej îðòîãîíàëüíèé n âåêòîðàì e1, . . ., en.
Òîäi ç òåîðåìè 2.5 äiñòà¹ìî, ùî â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði iñíó¹ áàçèñ ç (n+1)-
ãî âåêòîðà: e1, . . ., en, (A∗ ◦ A − E)ej . Îñêiëüêè òàêå íåìîæëèâî, òî âñi
âåêòîðè (A∗ ◦ A − E)ej , j = 1, n, íóëüîâi. Àëå òîäi é îïåðàòîð A∗ ◦ A − E
òåæ íóëüîâèé. Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà x = x1e1 + . . . + xnen áóäå
âèêîíóâàòèñü

(A∗ ◦ A − E)x = (A∗ ◦ A − E)(x1e1 + . . . + xnen) =
= x1(A∗ ◦ A − E)e1 + . . . + xn(A∗ ◦ A − E)en = o.

Àëå, êîëè A∗ ◦ A − E = O, òî A∗ ◦ A = E i A−1 = A∗, ùî é òðåáà áóëî
äîâåñòè.

Òåîðåìà 3.5. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà äîðiâíþ¹
±1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ìàòðèöÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà. Òîäi, ÿê çàçíà-
÷åíî â òàáëèöi îïåðàòîðiâ, A−1 = AT . ßêùî ïîìíîæèòè îáèäâi ÷àñòèíè
öi¹¨ ðiâíîñòi íà A çëiâà, äiñòàíåìî AAT = E. Âðàõîâóþ÷è, ùî |A| = |AT |,
|E| = 1, ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ |A|2 = 1. Öå é îçíà÷à¹, ùî |A| = ±1.

Ïðèêëàä 3.6. Ó ïðèêëàäi 3.2 áóëî ïîêàçàíî, ùî ïîâîðîò ïëîùèíè íà êóò
ϕ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì i ïåðåòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ e1 = (1; 0),
e2 = (0; 1) â îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ (3.9). Òîìó ïîâîðîò ¹ îðòîãîíàëüíèì
îïåðàòîðîì.

Ïðèêëàä 3.7. Ó ïðèêëàäi 3.3 ëiíiéíèé îïåðàòîð îñüîâî¨ ñèìåòði¨ íà ïëî-
ùèíi ïåðåâîäèâ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ e1 = (1; 0), e2 = (0; 1) â îðòîíîðìî-

3.2. Äi¨ ç îïåðàòîðàìè
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âàíèé áàçèñ (3.11). Îðòîíîðìîâàíiñòü îñòàííüîãî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

Ae1 · Ae2 = (2s2
1 − 1, 2s1s2) · (2s1s2, 2s2

2 − 1) =

= 4s3
1s2 − 2s1s2 + 4s1s

3
2 − 2s1s2 = 4s1s2(s2

1 + s2
2 − 1) = 0,

|Ae1| = (2s2
1 − 1)2 + (2s1s2)2 = 4s4

1 − 4s2
1 + 1 + 4s2

1s
2
2 =

= 4s2
1(s

2
1 + s2

2 − 1) + 1 = 1,

|Ae2| = (2s1s2)2 + (2s2
2 − 1)2 = 4s2

1s
2
2 + 4s4

2 − 4s2
2 + 1 =

= 4s2
2(s

2
1 + s2

2 − 1) + 1 = 1,

òîìó ùî äëÿ îäèíè÷íîãî âåêòîðà (s1, s2) âèêîíó¹òüñÿ s2
1 + s2

2 = 1. Îòæå,
îïåðàòîð ñèìåòði¨ òåæ îðòîãîíàëüíèé.

Ïðèêëàä 3.8. Ó ïðèêëàäi 3.4 îïåðàòîð A íå îðòîãîíàëüíèé, áî âií ïå-
ðåâîäèòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ (1.8) òiëüêè â îðòîãîíàëüíèé áàçèñ, àëå
íå â îðòîíîðìîâàíèé (äîâæèíè íîâèõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó äîðiâíþþòü |λ|, à íå 1).

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî áóäü-ÿêèé îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð íà
ïëîùèíi çâîäèòüñÿ äî âæå ðîçãëÿíóòèõ íàìè îïåðàòîðàì ïîâîðîòó é îñüî-
âî¨ ñèìåòði¨.

Òåîðåìà 3.6. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð íà ïëîùèíi � öå àáî ïîâîðîò
íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà äåÿêèé êóò, àáî äçåðêàëüíå âiäîáðàæåííÿ
âiäíîñíî äåÿêî¨ ïðÿìî¨.

3.3 Ïåðåõiä äî íîâîãî áàçèñó

Íåõàé â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði íåâèðîäæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð S ïåðåâî-
äèòü áàçèñ e =< e1, . . . , en > ó áàçèñ ẽ =< ẽ1, . . . , ẽn >. Ïåðøèé áàçèñ
óìîâíî áóäåìî íàçèâàòè ñòàðèì, à âòîðîé � íîâèì. Íåõàé âåêòîð x ó ñòà-
ðîìó áàçèñi ìà¹ ðîçêëàä x = x1e1 + . . . + xnen = [x]Te [e]. ßêi êîìïîíåí-
òè x̃1,. . .,x̃n öåé âåêòîð áóäå ìàòè â íîâîìó áàçèñi? Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S,
|S| 6= 0, ìàòðèöþ îïåðàòîðà S ó ñòàðîìó áàçèñi i çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (3.6):
[ẽ] = ST [e]. Äiñòàíåìî

x = [x]T
ee [ẽ] = [x]T

ee ST [e] = (S[x]
ee)T e, (3.13)

äå [x]T
ee = (x̃1, . . . , x̃n) � çîáðàæåííÿ âåêòîðà x ó íîâîìó áàçèñi. Ïîðiâíþ-

þ÷è ôîðìóëó (3.13) ç ðîçêëàäîì x = [x]Te [e] i, ç îãëÿäó íà îäíîçíà÷íiñòü

3.3. Ïåðåõiä äî íîâîãî áàçèñó
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ðîçêëàäàííÿ âåêòîðà çà áàçèñîì, äiéäåìî âèñíîâêó, ùî

[x]e = S[x]
ee. (3.14)

Öÿ ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõîäîì âiä íîâèõ êîìïîíåíòiâ âåêòî-
ðà äî ñòàðèõ . Çâîðîòíèé ïåðåõiä îäåðæèìî, ÿêùî ïîìíîæèìî îáèäâi
÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà ìàòðèöþ S−1, çâîðîòíó ìàòðèöi S:

[x]
ee = S−1[x]e. (3.15)

Ïðèêëàä 3.9. Äëÿ ïðèêëàäà 3.1, çíàéòè êîìïîíåíòè âåêòîðà x ó áàçèñi
(3.8), ÿêùî â áàçèñi (3.7) âií ìà¹ ðîçêëàä x = (x1, x2).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ìàòðèöþ îïåðàòîðà, ùî ïåðåâîäèòü áàçèñ
(3.7) ó áàçèñ (3.8). Î÷åâèäíî, ñòîâïöÿìè òàêî¨ ìàòðèöi ¹ âåêòîðè áàçèñó
(3.8):

S =

(
0 1
1 0

)
.

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî ìàòðèöåþ, çâîðîòíîþ äî ìàòðèöi S, áóäå âîíà ñàìà i
òîìó çà ôîðìóëîþ (3.15), çíàõîäèìî êîîðäèíàòè âåêòîðà x ó íîâîìó áàçèñi:

[x]
ee =

(
x̃1

x̃2

)
=

(
0 1
1 0

)(
x1

x2

)
=

(
x2

x1

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðåõiä äî íîâîãî áàçèñó îçíà÷à¹ ïðîñòî ïåðåñòàíîâêó êîì-
ïîíåíòiâ âåêòîðà.

Òåïåð äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði, êðiì îïåðà-
òîðà S, äi¹ îïåðàòîð A, ùî ìà¹ ìàòðèöþ A ó áàçèñi e. Äîñëiäèìî, ÿê çìi-
íèòüñÿ öÿ ìàòðèöÿ ïðè ïåðåõîäi äî áàçèñó ẽ. Íåõàé y � îáðàç âåêòîðà x
äëÿ îïåðàòîðà A: y = Ax. Ç ôîðìóëè (3.14) [x]e = S[x]

ee, [y]e = S[y]
ee i òîìó

S[y]
ee = [y]e = A[x]e = AS[x]

ee.

Ìíîæà÷è îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi çëiâà íà S−1, çíàõîäèìî, ùî [y]
ee =

= S−1AS[x]
ee. Òàêèì ÷èíîì,

Ã = S−1AS (3.16)

¹ ìàòðèöåþ îïåðàòîðà A â íîâîìó áàçèñi (äèâ. òåîðåìó 3.1).

3.3. Ïåðåõiä äî íîâîãî áàçèñó
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Ïðèêëàä 3.10. Äëÿ ïðèêëàäà 3.1 çíàéòè ìàòðèöþ îïåðàòîðà A â áàçèñi
(3.8).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi ìàòðèöÿ S ïåðåõîäó âiä ñòàðîãî äî
íîâîãî áàçèñó áóëà çíàéäåíà i âèÿâèëîñÿ, ùî âîíà äîðiâíþ¹ ñâî¨é çâîðîòíié
ìàòðèöi. Òîìó

Ã = S−1AS =

(
0 1
1 0

)(
1 −1
0 1

)(
0 1
1 0

)
=

=

(
0 1
1 −1

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0

−1 1

)
.

Ïîìíîæèìî öþ ìàòðèöþ íà âåêòîð x = (x1, x2) = [x]T
ee = (x2, x1)T :

Ã[x]
ee =

(
1 0

−1 1

)(
x2

x1

)
=

(
x2

x1 − x2

)
=

= x2ẽ1 + (x1 − x2)ẽ2 = (x1 − x2, x2).

3.4 Ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè i ÑËÀÐ

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà L′ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ëiíié-
íèì ïiäïðîñòîðîì , ÿêùî áóäü-ÿêà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ ç L′ íàëå-
æèòü L′. Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî íóëüîâèé âåêòîð ÿê äîáóòîê 0x íàëåæèòü
L′, i âåêòîð, ïðîòèëåæíèé âåêòîðó x, ÿê äîáóòîê (−1)x òåæ íàëåæèòü L′.
Òîìó âñi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó äëÿ L′ âèêîíóþòüñÿ i, âèõîäèòü, ëi-
íiéíèé ïiäïðîñòið ñàì ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Çðîçóìiëî, ùî âèìiðíiñòü ïiäïðîñòîðó íå ïåðåâèùó¹ âèìiðíîñòi ñàìîãî
ïðîñòîðó, òîìó ùî âåêòîðè, ëiíiéíî íåçàëåæíi â ïiäïðîñòîði, çàëèøàòüñÿ
òàêèìè â óñiì ïðîñòîði.

Ïðèêëàä 3.11. Ó çâè÷àéíîìó ïðîñòîði âñi ïðÿìi é ïëîùèíè, ùî ïðîõî-
äÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ¹ ëiíiéíèìè ïiäïðîñòîðàìè. Ó ïðîñòîði
ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå n ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè óòâîðþþòü ìíîãî-
÷ëåíè ñòåïåíÿ íå âèùå k (k < n).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
(ÑËÀÐ) ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé ¹ îäíîðiäíà ÑËÀÐ
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âèãëÿäó 
a11x1 + . . . + a1nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn = 0,
(3.17)

ÿêó ìîæíà çàïèñàòè êîðîòêî â ìàòðè÷íié ôîðìi ÿê

Ax = o, (3.18)

äå

A =

 a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .

am1 . . . amn

 , x =

 x1

. . .

xn

 , o =

 0
. . .

0

 .

Òåîðåìà 3.7. ßêùî x1 i x2 � ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ (3.17), òî ¨õíÿ
ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ αx1 + βx2 òåæ áóäå ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ÑËÀÐ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ïiäñòàâèòè çàçíà÷åíó ëiíiéíó êîìáiíà-
öiþ â ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (3.18):

A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 = αo + βo = o.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ óòâîðþþòü ëiíiéíèé ïðîñòið
(âèêîíàííÿ àêñiîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèïëèâà¹ ç ¨õíüîãî âèêîíàííÿ äëÿ
n-îê ÷èñåë i òîãî, ùî o i −x ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ, ÿêùî x ¹
òàêèì ðîçâ'ÿçêîì).

Âèçíà÷èìî âèìiðíiñòü öüîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.8. ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ r, òî ñèñòåìà ìà¹
n− r ëiíiéíî- íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. ßê âiäîìî, çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìàòðèöþ
ñèñòåìè (3.17) ìîæíà ïðèâåñòè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (c11 6= 0, . . ., crr 6=
6= 0): 

c11 c12 . . . c1r c1r+1 . . . c1n

0 c22 . . . c2r c2r+1 . . . c2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 crr crr+1 . . . crn

 ,
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ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ÑËÀÐ, åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (3.17):
c11x

′
1 + c12x

′
2 + . . . + c1rx

′
r + c1r+1x

′
r+1 + . . . + c1nx′n = 0,

c22x
′
2 + . . . + c2rx

′
r + c2r+1x

′
r+1 + . . . + c2nx′n = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

crrx
′
r + crr+1x

′
r+1 + . . . + crnx′n = 0.

(3.19)

Íåâiäîìi x′r+1, . . ., x′n íàçèâàþòü âiëüíèìè íåâiäîìèìè , à íåâiäîìi x′1,
. . ., x′r � áàçèñíèìè . Çàïèøåìî n− r ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3.19), âèáðàâøè
âiëüíi íåâiäîìi òàê, ùîá x′r+i = 1 ó ðîçâ'ÿçêó xi, à â iíøèõ ðîçâ'ÿçêàõ, ùîá
x′r+i = 0. Áàçèñíi íåâiäîìi çíàéäåìî ïî âiëüíèì, çàñòîñóâàâøè çâîðîòíèé
õiä ìåòîäó Ãàóññà äî ñèñòåìè (3.19):

e1 =



x11

. . .

x1r

1
0

. . .

0


, e2 =



x21

. . .

x2r

0
1

. . .

0


, . . . , en−r =



xn−r1

. . .

xn−rr

0
0

. . .

1


. (3.20)

Öi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíî íåçàëåæíi, áî, ÿêùî λ1e1 + . . . + λn−ren−r = o, òî,
âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííi n − r êîìïîíåíò âåêòîðiâ, äiñòàíåìî λ1 = · · · =
= λn−r = 0.

Áóäü-ÿêà ñèñòåìà ç n− r ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñè-
ñòåìè (3.17) íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ .

Òåîðåìà 3.9. Óïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ (3.20) îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ
ç ìàòðèöåþ ñèñòåìè ðàíãó r ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨
ÑËÀÐ.

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ (3.20) áóëà ïîêàçàíà â ïîïå-
ðåäíié òåîðåìi.
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Íåõàé

x =



x1

. . .

xr

xr+1

xr+2

. . .

xn


� äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3.17). Ðîçãëÿíåìî âåêòîð-ñòîâïåöü

y = x− xr+1e1 − . . .− xnen−r =

=



x1

. . .

xr

xr+1

xr+2

. . .

xn


−



xr+1x11

. . .

xr+1x1r

xr+1

0
. . .

0


− · · · −



xnxn−r1

. . .

xnxn−rr

0
0

. . .

xn


=



y1

. . .

yr

0
0

. . .

0


(3.21)

Îñêiëüêè y ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ x, e1, . . ., en−r, òî y áóäå
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.17), à òîìó é ñèñòåìè (3.19). Ïiäñòàâëÿþ÷è â îñòàí-
íþ ñèñòåìó êîìïîíåíòè öüîãî ðîçâ'ÿçêó x′1 = y1, . . ., x′r = yr, x′r+1 = 0, . . .,
x′n = 0, îäåðæèìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ðiâíÿíü

c11y1 + c12y2 + . . . + c1ryr = 0,

c22y2 + . . . + c2ryr = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

crryr = 0,

ÿêà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y1 = . . . = yr = 0. Òîìó y = o i ç ðiâíîñòi (3.21)
çíàõîäèìî, ùî

x = xr+1e1 + . . . + xnen−r.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíî âçÿòèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ
¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ (3.20). Îòæå, öi ðîçâ'ÿçêè óòâîðþþòü
áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ.
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Âèñíîâîê 3.4. Âèìiðíiñòü ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ äîðiâ-
íþ¹ n− r, ÿêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ r.

Âèñíîâîê 3.5. Áóäü-ÿêà óïîðÿäêîâàíà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿç-
êiâ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ ¹ áàçèñîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ (äèâ. òå-
îðåìó 1.9).

Âèñíîâîê 3.6. Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ ¹ (n − r)-âèìiðíèì
ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó n-îê ÷èñåë.

Íåõàé x1, . . ., xn−r � ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨
ñèñòåìè (3.17). Ç âèùåâèêëàäåíîãî âèïëèâà¹, ùî âåêòîð-ñòîâïåöü

x = C1x1 + . . . + Cn−rxn−r (3.22)

áóäå ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ñòàëèõ C1, . . ., Cn−r, à,
ç iíøîãî áîêó, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ìîæíà äiñòàòè ç ôîðìóëè (3.22)
äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü öèõ ñòàëèõ. Ðîçâ'ÿçîê (3.22) íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì
ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð íåîäíîðiäíó ÑËÀÐ
a11x1 + . . . + a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn = bm,

(3.23)

äå íå âñi bi äîðiâíþþòü íóëþ. Öþ ñèñòåìó ìîæíà çàïèñàòè â ìàòðè÷íîìó
âèãëÿäi

Ax = b, (3.24)

bT = (b1, . . . , bm). Îäíîðiäíà ÑËÀÐ (3.17) íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíîþ íåî-
äíîðiäíié ÑËÀÐ (3.23).

Òåîðåìà 3.10. Íåõàé x̃ � ÿêèé-íåáóäü (÷àñòèííèé) ðîçâ'ÿçîê íåîäíîði-
äíî¨ ÑËÀÐ (3.23), à x � çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ.
Òîäi âåêòîð-ñòîâïåöü

x = x + x̃ (3.25)

áóäå ðîçâ'ÿçêîì íåîäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ (3.23) i, íàâïàêè, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê
öi¹¨ ÑËÀÐ áóäå ìàòè âèãëÿä (3.25).

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âåêòîð-ñòîâïåöü (3.25) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåîäíîði-
äíî¨ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî éîãî â ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (3.24):

Ax ≡ A(x + x̃)≡ Ax + Ax̃≡ o + b ≡ b,
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áî Ax≡ o, à Ax̃≡ b, îñêiëüêè x i x̃, âiäïîâiäíî, ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ i íå-
îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ. Âèõîäèòü, x � ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ.

Íåõàé òåïåð y � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÑËÀÐ (3.23). Ïîêàæåìî, ùî âií
ìà¹ âèãëÿä (3.25). Âiçüìåìî ùå îäèí ðîçâ'ÿçîê x̃ ñèñòåìè (3.23). Òîäi,
îñêiëüêè Ay ≡ b i Ax̃ ≡ b, òî, âiäíiìàþ÷è äðóã âiä äðóãà öi ðiâíîñòi,
äiñòà¹ìî A(y − x̃) ≡ o. Òàêèì ÷èíîì, âåêòîð-ñòîâïåöü y − x̃ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ. Àëå âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (3.22) i
òîìó y − x̃ = x. Âèõîäèòü, y = x + x̃.

Ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ (3.25) íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿç-
êîì . Òîìó äîâåäåíó òåîðåìó ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàê: çàãàëüíèé ðîç-
â'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ ¹ ñóìîþ ¨¨ ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó i çàãàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ.

Ïðèêëàä 3.12. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÑËÀÐ

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 2,

2x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 + x5 = 14,

3x1 + 4x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 16,

x1 + 3x2 + 12x3 + 5x4 + 9x5 = 2,

4x1 + 5x2 − 3x3 + 6x4 + 3x5 = 18.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñó¹ìî äî çàäàíî¨ ñèñòåìè ìåòîä Ãàóññà. Äëÿ öüîãî ïî-
ìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîñëiäîâíî íà −2, −3, −1, −4 i ðåçóëüòàòè ìíî-
æåíü äîäàìî âiäïîâiäíî äî äðóãîãî, òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî i ï'ÿòîãî ðiâíÿíü:

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 2,

−x2 − 3x3 − 2x4 − 9x5 = 10,

−2x2 − 11x3 − 4x4 − 13x5 = 10,

x2 + 8x3 + 2x4 + 4x5 = 0,

−3x2 − 19x3 − 6x4 − 17x5 = 10.

Òåïåð äðóãå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî ïîñëiäîâíî íà −2, 1, −3 i ðåçóëüòàòè
ìíîæåíü äîäàìî âiäïîâiäíî äî òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî i ï'ÿòîãî ðiâíÿíü:

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 2,

−x2 − 3x3 − 2x4 − 9x5 = 10,

−5x3 + 5x5 = −10,

5x3 − 5x5 = 10,

−10x3 + 10x5 = −20.

3.4. ËIíIéíI ïIäïðîñòîðè I ÑËÀÐ



3. Ëiíiéíi îïåðàòîðè 50

Íàðåøòi, òðåò¹ ðiâíÿííÿ äîäàìî äî ÷åòâåðòîãî i, ïîìíîæèâøè íà −2, äî-
äàìî äî ï'ÿòîãî; âiäêèíóâøè òîòîæíîñòi 0 = 0, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 2,

−x2 − 3x3 − 2x4 − 9x5 = 10,

−5x3 + 5x5 = −10.

(3.26)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è îäíîðiäíó ñèñòåìó, ùî âiäïîâiäà¹ çàäàíié, äiñòàíåìî ÑËÀÐ,
ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèñòåìè (3.26) òiëüêè íóëÿìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâ-
íÿíü: 

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 0,

−x2 − 3x3 − 2x4 − 9x5 = 0,

−5x3 + 5x5 = 0.

Î÷åâèäíî, ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ 3 i ¨¨ ìîæíà ïåðåïèñàòè òàêèì
÷èíîì: 

x1 + 2x2 + 4x3 = −3x4 − 5x5,

−x2 − 3x3 = 2x4 + 9x5,

−5x3 = −5x5.

(3.27)

Áàçèñíi íåâiäîìi � x1, x2, x3, âiëüíi � x4 i x5. Îòæå, ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨
ñèñòåìè óòâîðþþòü äâîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Ùîá çíàéòè áàçèñ (3.20)
ó öüîìó ïðîñòîði, âiçüìåìî x4 = 1, x5 = 0 i çàñòîñó¹ìî äî ñèñòåìè (3.27)
çâîðîòíèé õiä ìåòîäó Ãàóññà. Äiñòàíåìî x1 = 1, x2 = −2, x3 = 0. Òàê ñàìî
ðîçâ'ÿçóþ÷è äëÿ x4 = 0, x5 = 1, çíàéäåìî, ùî x1 = 15, x2 = −12, x3 = 1.
Îòæå, øóêàíèé áàçèñ ìà¹ âèãëÿä:

e1 =


1

−2
0
1
0

 , e2 =


15

−12
1
0
1

 .

Âèõîäèòü, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè áóäå òàêèì:

x = C1e1 + C2e2.

Íåîäíîðiäíó ñèñòåìó (3.26) ïåðåïèøåìî àíàëîãi÷íî ñèñòåìi (3.27), ðîçäi-
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ëèâøè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íà (−5):
x1 + 2x2 + 4x3 = 2− 3x4 − 5x5,

−x2 − 3x3 = 10 + 2x4 + 9x5,

x3 = 2 + x5.

Çíàéäåìî ¨¨ ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ x4 = x5 = 0. Äiñòàíåìî x3 = 2,
x2 = −16, x1 = 26. Öåé ðîçâ'ÿçîê òåæ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi âåêòîðà-
ñòîâïöÿ

x̃ =


26

−16
2
0
0

 .

Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ ÑËÀÐ ìà¹ âèãëÿä

x = x + x̃ = C1


1

−2
0
1
0

+ C2


15

−12
1
0
1

+


26

−16
2
0
0

 .

Íàäàþ÷è ðiçíi çíà÷åííÿ êîíñòàíòàì C1 i C2, ìîæíà îòðèìàòè âñi ìîæëèâi
ðîçâ'ÿçêè ÑËÀÐ.

3.5 Âëàñíi âåêòîðè

Âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü âåêòîðè, äiÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íà ÿêi çâîäè-
òüñÿ äî ¨õíüîãî ìíîæåííÿ íà äåÿêå ÷èñëî. Îáðàç âåêòîðà âèõîäèòü êîëi-
íåàðíèì ñàìîìó âåêòîðó, òîáòî îáðàç âåêòîðà ìiñòèòüñÿ íà òié ñàìié ïðÿ-
ìié, íà ÿêié çíàõîäèòüñÿ âèõiäíèé âåêòîð. Òàêèì ÷èíîì, æîäåí âåêòîð öi¹¨
ïðÿìî¨ ëiíiéíèé îïåðàòîð íå â çìîçi ç íå¨ ïåðåñóíóòè � äiÿ îïåðàòîðà íå
çìiíþ¹ öþ ïðÿìó. Â ðåçóëüòàòi ïðè âèêîíàííi äåÿêèõ óìîâ óñi òàêi ïðÿìi
äëÿ äàíîãî îïåðàòîðà âèÿâëÿþòüñÿ ïðèðîäíèìè îñÿìè êîîðäèíàò, òîáòî â
öié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà i ðiâíÿííÿ ïîâ'ÿçàíèõ
ç íèì ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ çäîáóâàþòü íàéáiëüø ïðîñòèé (êàíîíi÷íèé)
âèãëÿä.
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Íåíóëüîâèé âåêòîð x íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà A, ÿêùî

Ax = px, (3.28)

äå p� ÷èñëî, ÿêå íàçèâàþòü âëàñíèì ÷èñëîì , àáî âëàñíèì çíà÷åííÿì
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Âèäíî, ùî äiéñíî Ax ‖ px.

Íàïðèêëàä, âëàñíèìè âåêòîðàìè òîòîæíîãî i íóëüîâîãî îïåðàòîðiâ ¹ âñi
âåêòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, à âëàñíèìè çíà÷åííÿìè, âiäïîâiäíî, 1 i 0.

ßêùî âåêòîð x � âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A, òî µx òåæ áóäå âëàñíèì
âåêòîðîì öüîãî îïåðàòîðà, òîìó ùî A(µx) = µ(Ax) = µ(px) = p(µx). Öå
é îçíà÷à¹, ùî âñi âåêòîðè ïðÿìî¨, íà ÿêié çíàõîäèòüñÿ âåêòîð x, îïåðàòîð
íå â çìîçi ç íå¨ ïåðåñóíóòè. Âèõîäèòü, i âñÿ ïðÿìà çàëèøà¹òüñÿ ïiä äi¹þ
îïåðàòîðà íåçìiííîþ.

Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð A äi¹ â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði ç áàçèñîì
< e1, . . . , en > i A = {aij} � éîãî ìàòðèöÿ â öüîìó áàçèñi. Òîäi ðiâ-
íiñòü (3.28) äëÿ âëàñíîãî âåêòîðà x, ùî ìà¹ â äàíîìó áàçèñi êîîðäèíàòè
[x] = (x1, . . . , xn)T , ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

A[x] = p[x].

Âåêòîð x i ÷èñëî p, ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêié ðiâíîñòi, íàçèâàþòü âëàñíèì
âåêòîðîì i âiäïîâiäíèì éîìó âëàñíèì ÷èñëîì (çíà÷åííÿì) ìàòðèöi
A. Îñòàííþ ðiâíiñòü ïåðåïèøåìî ÿê

(A− pE)[x] = [o],

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó, à ïîòiì ïîäàìî â êîîðäèíàòíié
ôîðìi: 

(a11 − p)x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0,

a21x1 + (a22 − p)x2 + . . . + a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . . + (ann − p)xn = 0.

(3.29)

Îñêiëüêè âëàñíèé âåêòîð íå äîðiâíþ¹ íóëþ çà îçíà÷åííÿì, öÿ îäíîðiäíà
ÑËÀÐ îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Àëå òîäi ¨¨ âèçíà÷íèê äîðiâ-
íþ¹ íóëþ:

|A− pE| = 0 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − p a12 . . . a1n

a21 a22 − p . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 a22 . . . ann − p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.30)
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Ðîçêðèâàþ÷è éîãî, äiñòàíåìî ìíîãî÷ëåí n-ãî ñòåïåíÿ âiäíîñíî p, ùî ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ϕ(p) i íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìà-
òðèöi A. Îòæå, ðiâíÿííÿ (3.30), ùî íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì
ðiâíÿííÿì ìàòðèöi A, ìà¹ êîðåíÿìè ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ. Âiäçíà÷èìî,
ùî â êîìïëåêñíîìó n-ìó ïðîñòîði çàâæäè ¹ n (ìîæëèâî, êîìïëåêñíèõ)
âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A, à â äiéñíîìó ïðîñòîði ¨õ óçàãàëi ìîæå íå áóòè.

Òåîðåìà 3.11. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ(p) = |A−pE| � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
A â áàçèñi < e1, . . . , en >. Âiçüìåìî ùå îäèí áàçèñ < ẽ1, . . . , ẽn >, â ÿêèé
ïåðøèé áàçèñ ïåðåõîäèòü çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi S, |S| 6= 0, òîáòî ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà (3.16), äå Ã � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà A â äðóãîìó áàçèñi.
Òîäi

|Ã− pE| = |S−1AS− pE| = |S−1AS− S−1pES| =
= |S−1(A− pE)S| = |S−1||A− pE||S| = |A− pE| = ϕ(p).

Öÿ òåîðåìà äîçâîëÿ¹ íàçâàòè ϕ(p) õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëå-
íîì , à ðiâíÿííÿ (3.30)� õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì îïåðàòîðà
A.

Ç óñüîãî ñêàçàíîãî âèïëèâà¹ òàêèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ âëàñíèõ çíà-
÷åíü i âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðàA â n-âèìiðíîìó
ïðîñòîði. Ñïî÷àòêó òðåáà âèáðàòè äåÿêèé áàçèñ i â öüîìó áàçèñi çíàéòè ìà-
òðèöþ A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ïîòiì ðîçâ'ÿçàòè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
(3.30). Éîãî êîðåíi äàäóòü âëàñíi ÷èñëà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà. Íåõàé pi �
çíàéäåíå â òàêèé ñïîñiá âëàñíå ÷èñëî. Ïiäñòàâëÿþ÷è éîãî çàìiñòü p ó ÑËÀÐ
(3.29) i ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨¨, òðåáà âiäøóêàòè âëàñíèé âåêòîð xi (â îáðàíîìó áà-
çèñi), ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ pi. Âçàãàëi, òàêèì ÷èíîì ìîæíà
çíàéòè n âëàñíèõ çíà÷åíü i ñòiëüêè æ âiäïîâiäíèõ ¨ì âëàñíèõ âåêòîðiâ îïå-
ðàòîðà A.

Ïðèêëàä 3.13. Çíàéòè âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, çàäàíîãî â
äåÿêîìó áàçèñi ìàòðèöåþ

A =

 2 −1 −2
−1 5 1
−2 1 2

 .

3.5. ÂëàñíI âåêòîðè



3. Ëiíiéíi îïåðàòîðè 54

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà (ìàòðèöi):

|A− pE| =

∣∣∣∣∣∣∣
2− p −1 −2
−1 5− p 1
−2 1 2− p

∣∣∣∣∣∣∣ =
= (2− p)2(5− p) + 2 + 2− 4(5− p)− 2(2− p) =

= (4− 4p + p2)(5− p) + 4− 20 + 4p− 4 + 2p =

= 20− 20p + 5p2 − 4p + 4p2 − p3 + 6p− 20 =

= −p3 + 9p2 − 18p.

Îòæå, õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìàòðèöi ìà¹ âèãëÿä

p(p2 − 9p + 18) = 0.

Éîãî êîðåíi p1 = 0, p2 = 3, p3 = 6 áóäóòü âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà. Çíàéäåìî âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi âåêòîðè.

Äëÿ öüîãî ñêëàäåìî ñèñòåìó (3.29):
(2− p)x1 − x2 − 2x3 = 0,

−x1 + (5− p)x2 + x3 = 0,

−2x1 + x2 + (2− p)x3 = 0,
(3.31)

ïiäñòàâèìî â íå¨ p = p1 = 0:
2x1 − x2 − 2x3 = 0,

−x1 + 5x2 + x3 = 0,

−2x1 + x2 + 2x3 = 0,

i ðîçâ'ÿæåìî. ßêùî ïåðøå ðiâíÿííÿ äîäàòè äî òðåòüîãî, äiñòàíåìî ðiâíiñòü
0 = 0, ÿêó ìîæíà âiäêèíóòè. Ïîìíîæèâøè äðóãå ðiâíÿííÿ íà 2 i äîäàâøè
äî ïåðøîãî, ïðèéäåìî äî ñèñòåìè{

9x2 = 0,

−x1 + 5x2 + x3 = 0.

�¨ ðîçâ'ÿçêîì áóäå x2 = 0, x1 = α, x3 = α. Îòæå, âëàñíèé âåêòîð ó äàíîìó
âèïàäêó áóäå òàêèì: [x1] = (α, 0, α)T , α 6= 0. Ïiäñòàâèìî òåïåð ó ñèñòåìó
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(3.31) p = 3: 
−x1 − x2 − 2x3 = 0,

−x1 + 2x2 + x3 = 0,

−2x1 + x2 − x3 = 0.

Çàñòîñóâàâøè äî ñèñòåìè ìåòîä âèêëþ÷åííÿ íåâiäîìèõ, îäåðæèìî{
−x1 − x2 − 2x3 = 0,

3x2 + 3x3 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè áóäå òàêèì: x2 = β, x3 = −β, x1 = β. Âiäïîâiäíèé
âëàñíèé âåêòîð: [x2] = (β, β,−β)T , β 6= 0. Ïiäñòàíîâêà â ñèñòåìó (3.31)
p = p3 = 6 äà¹ ÑËÀÐ 

−4x1 − x2 − 2x3 = 0,
−x1 − x2 + x3 = 0,

−2x1 + x2 − 4x3 = 0,

ÿêà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â {
−x1 − x2 + x3 = 0,

3x2 − 6x3 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è, çíàõîäèìî x3 = γ, x2 = 2γ, x1 = −γ. Äiñòà¹ìî òðåòié âëàñíèé
âåêòîð [x3] = (−γ, 2γ, γ)T , γ 6= 0.

Ðîçãëÿíåìî òåîðåìè ïðî âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ùî ïî-
ÿñíþþòü, ÷îìó âëàñíi âåêòîðè ìîæóòü áóòè êîîðäèíàòíèìè îðòàìè â n-
âèìiðíîìó ïðîñòîði, óòâîðþþ÷è â äåÿêîìó ñåíñi íàéáiëüø çðó÷íó ñèñòåìó
êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 3.12. Âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷å-
ííÿì ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà (ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi), îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ñàìîñîïðÿæåíèé îïåðàòîð, òîáòî A = A∗, à x i y �
éîãî âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì ÷èñëàì p i q, p 6= q. Òîäi

Ax = px, Ay = qy.

Ïîìíîæèìî ïåðøó ðiâíiñòü íà y. Òîäi ¨¨ ëiâà ÷àñòèíà ñòàíå äîðiâíþâàòè

y · Ax = Ay · x = q(y · x),
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à ïðàâà ÷àñòèíà íàáåðå âèãëÿäó

y · px = p(y · x).

Îñêiëüêè öi ÷àñòèíè òîòîæíi, òî q(y · x) = p(y · x), àáî (q − p)(y · x) = 0.
Îñêiëüêè p 6= q, òî y · x = 0, îòæå, x i y îðòîãîíàëüíi.

Òåîðåìà 3.13. Âëàñíi çíà÷åííÿ äiéñíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi äiéñíi.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ ìàòðèöü A = {aij} i B = {bij},
åëåìåíòè ÿêèõ ¹ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

AB = A ·B, (3.32)

äå A � ìàòðèöÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ âiä-
ïîâiäíèì åëåìåíòàì ìàòðèöi A. Äiéñíî, êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìàòðèöü, äiñòà¹ìî

AB =
∑

j

aijbjk =
∑

j

aijbjk =
∑

j

aijbjk = A ·B.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî p � âëàñíå çíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi A, à [x] �
âiäïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîð-ñòîâïåöü. Òîäi

A[x] = p[x]. (3.33)

Çàñòîñó¹ìî äî îñòàííüî¨ ðiâíîñòi êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è
ðiâíiñòü (3.32) i òå, ùî ìàòðèöÿ A ñêëàäà¹òüñÿ ç äiéñíèõ ÷èñåë:

A[x] = p · [x]. (3.34)

Öå îçíà÷à¹, ùî p òåæ áóäå âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi A, à âåêòîð [x] �
âiäïîâiäíèì éîìó âëàñíèì âåêòîðîì. Ç îãëÿäó íà (3.34), ïîìíîæèìî ðiâ-

íiñòü (3.33) íà [x]
T
. Â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi îäåðæèìî [x]

T
A[x] =

= (A[x])T [x] = p · [x]
T
[x], à ¨¨ ïðàâà ÷àñòèíà áóäå äîðiâíþâàòè p[x]

T
[x]. Îò-

æå, p · [x]
T
[x] = p · [x]

T
[x], àáî (p− p) · [x]

T
[x] = 0. Àëå, îñêiëüêè [x]

T
[x] 6= 0,

òî p = p i òîìó p � äiéñíå ÷èñëî.

Òåîðåìà 3.14. ßêùî ñàìîñïðÿæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ó n-âèìiðíîìó
ïðîñòîði ìà¹ n ïàðàìè ðiçíi âëàñíi çíà÷åííÿ, òî ç éîãî âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìîæíà ñêëàñòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó.

3.5. ÂëàñíI âåêòîðè
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Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äåÿêèé áàçèñ ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði. Ó öüîìó áàçèñi
ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð áóäå ìàòè äåÿêó ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ. Âiäïîâiä-
íî äî ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âñi ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ áóäóòü äiéñíèìè ÷èñëàìè.
Çà óìîâîþ äîêàçóâàíî¨ òåîðåìè öi ÷èñëà ïàðàìè ðiçíi, òîìó çà òåîðåìîþ
3.12 âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi âåêòîðè áóäóòü ïàðàìè îðòîãîíàëüíi. Íåõàé si �
i-é âëàñíèé âåêòîð. Íîðìó¹ìî éîãî çâè÷àéíèì ÷èíîì: s0

i = si/|si|. Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è òåîðåìè 1.9 i 2.5, äiéäåìî âèñíîâêó, ùî < s0

1, . . . , s
0
n > � îðòî-

íîðìîâàíèé áàçèñ.

Òåîðåìà 3.15. Ìàòðèöÿ A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A ó áàçèñi < e1, . . . ,
en > ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âñi âåêòîðè áàçè-
ñà � ¨¨ âëàñíi âåêòîðè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé çà áàçèñ < e1, . . . , en > ïðàâëÿòü âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi
A. Îñêiëüêè öÿ ìàòðèöÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ, à îáðàç
áàçèñíîãî âåêòîðà â äàíîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä Aei = piei, äå pi � âëàñíå
çíà÷åííÿ ìàòðèöi, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó âåêòîðó ei, òî

A =


p1 0 . . . 0
0 p2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . pn

 . (3.35)

Íàâïàêè. Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä (3.35). Îñêiëü-
êè ¨¨ i-é ñòîâïåöü ¹ îáðàçîì áàçèñíîãî âåêòîðà ei, òî Aei = (0, . . . , 0, pi,
0, . . . , 0)T . Öå îçíà÷à¹, ùî â äàíîìó áàçèñi ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä Aei = piei.
Òîáòî ei � âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi A, à pi � âiäïîâiäíå éîìó âëàñíå çíà-
÷åííÿ.

3.6 Êâàäðàòè÷íi ôîðìè

Êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ n çìiííèõ x1,. . . ,xn íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåí äðó-
ãîãî ñòåïåíÿ öèõ çìiííèõ âèãëÿäó

Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj , (3.36)

äå aij � äiéñíi ÷èñëà, ùî íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó aij = aji.

3.6. Êâàäðàòè÷íI ôîðìè
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Îñíîâíîþ çàäà÷åþ òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, òiñíî ïîâ'ÿçàíîþ çi çâå-
äåííÿì ðiâíÿíü àëãåáðà¨÷íèõ ëiíié i ïîâåðõîíü äðóãîãî ïîðÿäêó äî êàíîíi-
÷íîãî âèãëÿäó, ¹ çâåäåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî òàê çâàíî¨ ñóìè êâàäðà-
òiâ. Ìà¹òüñÿ íà óâàçi òàêå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ïåðåìiííèõ x1, . . ., xn ó
âèðàçi (3.36), ïiñëÿ ÿêîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà áóäå ìiñòèòè òiëüêè êâàäðà-
òè ïåðåìiííèõ ç äîäàòíèìè àáî âiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè íèõ. Îäíèì
çi ñïîñîáiâ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ¹ ìåòîä Ëàãðàíæà , àáî ìåòîä âè-
ëó÷åííÿ ïîâíèõ êâàäðàòiâ .

Ðîçãëÿíåìî öåé ìåòîä. ßêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà íå ìiñòèòü æîäíîãî
êâàäðàòà ÿêî¨-íåáóäü çìiííî¨, òîáòî äëÿ âñiõ m êîåôiöi¹íòè amm = 0, àëå
Q(x1, . . . , xn) 6≡ 0, òî çíàéäóòüñÿ çìiííi xi i xj , i 6= j, òàêi, ùî aij 6= 0. Â
öüîìó âèïàäêó ðîáèìî çàìiíó xi = yi − yj , xj = yi + yj , xk = yk, k 6= i,
k 6= j, i ÷ëåí êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, óòðèìóþ÷èé äîáóòîê çìiííèõ xi i xj ,
ïåðåòâîðèòüñÿ íà äâà äîäàíêè, ÿêi âæå áóäóòü ìiñòèòè êâàäðàòè çìiííèõ:

2aijxixj = 2aij(yi − yj)(yi + yj) = 2aijy
2
i − 2aijy

2
j .

Òîìó áóäåìî òåïåð ââàæàòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìiñòèòü êâàäðàò õî÷à
á îäíi¹¨ çìiííî¨, íàïðèêëàä, äëÿ âèçíà÷åíîñòi x2

1. Âèëó÷èìî â êâàäðàòè÷íié
ôîðìi âñi äîäàíêè, ùî ìiñòÿòü x1:

Q(x1, . . . , xn) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + . . . + 2a1nx1xn + σ(x2, . . . , xn) =

=
1

a11
(a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn)2 + σ′(x2, . . . , xn), (3.37)

äå σ, σ′ � ìíîãî÷ëåíè, ùî íå ìiñòÿòü çìiííî¨ x1. Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ
z1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn, zk = xk, k = 2, n, ïiñëÿ ÿêî¨ êâàäðàòè÷íà
ôîðìà (3.37) ïåðåòâîðèòüñÿ íà

Q1(z1, . . . , zn) =
1

a11
z2
1 + Q2(z2, . . . , zn).

Â öüîìó âèðàçi Q2(z2, . . . , zn) òåæ ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, àëå âæå
ìåíøî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, íiæ Q. Çàñòîñîâóþ÷è äî íå¨ òàêèé ñàìèé ïiäõiä,
âèëó÷èìî êâàäðàò çìiííî¨ z2 i ò.ä., äîêè êâàäðàòè÷íà ôîðìà íå íàáåðå
âèãëÿäó

Q3(t1, . . . , tn) = λ1t
2
1 + λ1t

2
2 + . . . + λnt2n,

ÿêèé i íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ êâàäðàòiâ , àáî êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè.
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Ïðèêëàä 3.14. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó êâàäðàòè÷íó ôîðìó

Q(x1, x2, x3) = x1x2 + x2x3 + 3x1x3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè êâàäðàòè çìiííèõ ó êâàäðàòè÷íié ôîðìi âiäñóòíi,
çðîáèìî çàìiíó x1 = y1 − y2, x2 = y1 + y2, y3 = x3. Â ðåçóëüòàòi çàäàíà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàáåðå âèãëÿäó

Q1(y1, y2, y3) = y2
1 − y2

2 + (y1 + y2)y3 + 3(y1 − y2)y3 =

= y2
1 − y2

2 + y1y3 + y2y3 + 3y1y3 − 3y2y3 =

= y2
1 − y2

2 + 4y1y3 − 2y2y3.

Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ (3.37):

Q1(y1, y2, y3) = y2
1 + 4y1y3 − y2

2 − 2y2y3 = (y1 + 2y3)2 − y2
2 − 2y2y3 − 4y2

3 .

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ z1 = y1 +2y3, z2 = y2, z3 = y3 i ïðèéäåìî äî òàêîãî
âèãëÿäó êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè:

Q2(z1, z2, z3) = z1
2 − z2

2 − 2z2z3 − 4z2
3 = z1

2 − (z2 + z3)2 − 3z2
3 .

Ïiñëÿ çàìiíè t1 = z1, t2 = z2 + z3, t3 = z3 äiñòà¹ìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó ó
âèãëÿäi ñóìè êâàäðàòiâ:

Q3(t1, t2, t3) = t1
2 − t2

2 − 3t23.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð iíøèé ïiäõiä, çàñíîâàíèé íà ìåòîäàõ òåîði¨ ëiíié-
íèõ ïðîñòîðiâ. Äëÿ öüîãî ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîñòîðó n-îê ÷èñåë âèãëÿäó
x = (x1, . . . , xn) ç áàçèñîì (1.8) i ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, îçíà÷åíèì, ÿê áóëî
ðîçãëÿíóòî âèùå. Òîäi êâàäðàòè÷íó ôîðìó (3.36) ìîæíà çàïèñàòè â ìàòðè-
÷íîìó âèãëÿäi:

Q(x) = [x]T A[x],

äå [x] = (x1, . . . , xn)T � âåêòîð-ñòîâïåöü,A = {aij}� ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ,
ùî íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè .

Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè 3.2 ìàòðèöþ A ìîæíà ââàæàòè ìàòðèöåþ ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà A ç äi¹þ Ax = A[x] i êâàäðàòè÷íó ôîðìó çàïèñàòè ùå é
òàê:

Q(x) = x · Ax.

3.6. Êâàäðàòè÷íI ôîðìè
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Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ âñi ðiçíi âëàñíi çíà÷åííÿ p1, . . ., pn, ÿêèì âiäïîâiäà-
þòü îäèíè÷íi âëàñíi âåêòîðè ẽ1,. . . , ẽn, ùî óòâîðþþòü âiäïîâiäíî äî òåîðå-
ìè 3.14 îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó ðîçãëÿíóòîìó ïðîñòîði. Âiçüìåìî ìàòðèöþ
L = ([ẽ1] . . . [ẽn]), [ẽi]T = (ẽi

1, . . . , ẽ
i
n), ñòîâïöÿìè ÿêî¨ ¹ âëàñíi âåêòîðè ìà-

òðèöi A. Öÿ ìàòðèöÿ ïåðåâîäèòü áàçèñ e ó áàçèñ ẽ çà ôîðìóëîþ (3.6):

LT [e] =

 [ẽ1]T

· · ·
[ẽn]T

 [e] =

 [ẽ1]T e
· · ·

[ẽn]T e

 =

 [ẽ1]
· · ·
[ẽn]

 = [ẽ],

áî

[ẽi]T e = (ẽi
1, . . . , ẽ

i
n)


[e1]
[e2]
· · ·
[en]

 = ẽi
1


1
0
· · ·
0

+ · · ·+ ẽi
n


0
0
· · ·
1

 =

=


ẽi
1

ẽi
2

· · ·
ẽi
n

 = [ẽi].

Àëå îáèäâà áàçèñè îðòîíîðìîâàíi, îòæå, L � ìàòðèöÿ äåÿêîãî îðòîãîíàëü-
íîãî îïåðàòîðà çà òåîðåìîþ 3.4. Öå îçíà÷à¹, ùî LT = L−1. Ìàòðèöÿ A ïiä
äi¹þ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïåðåòâîðèòüñÿ â ìàòðèöþ Ã çà ôîðìóëîþ
(3.16) i, âðàõîâóþ÷è, ùî çà òåîðåìîþ 3.15 ìàòðèöÿ â áàçèñi ç âëàñíèõ âå-
êòîðiâ ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, äiñòàíåìî:

Ã = L−1AL = LT AL =


p1 0 · · · 0
0 p2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · pn

 .

Êðiì òîãî, êîîðäèíàòè âåêòîðà x ó íîâîìó áàçèñi íàáåðóòü âèãëÿäó y (äèâ.
(3.14)): [x] = L[y], [y]T = (y1, . . . , yn), îòæå, êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïiä äi¹þ
äàíîãî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà áóäå çâåäåíà äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó:

Q1(y) = Q(y1, . . . , yn) = [x]T A[x]
∣∣
x=L[y]

=

= (L[y])T AL[y] = [y]T LT AL[y] = [y]T Ã[y] =

= p1y
2
1 + . . . + pny2

n.
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Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çâåäåííÿ öèì ìåòîäîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî êàíî-
íi÷íîãî âèãëÿäó òðåáà òiëüêè çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ p1, . . ., pn ìàòðèöi
A.

3.7 Çàñòîñóâàííÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

Òåîðiÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ¹ âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì äëÿ äîñëiäæåííÿ äå-
ÿêèõ êðèâèõ i ïîâåðõîíü ç ìåòîþ ç'ÿñóâàííÿ ¨õíüîãî òèïó, çâåäåííÿ äî êà-
íîíi÷íîãî âèãëÿäó i ïîáóäîâè ó âèõiäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Íåõàé àëãåáðà¨÷íà êðèâà 2-ãî ïîðÿäêó çàäàíà ñâî¨ì çàãàëüíèì ðiâíÿí-
íÿì

a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 + b1x1 + b2x2 + c = 0. (3.38)

Îáèäâà ðîçãëÿíóòi ìåòîäè çâåäåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî ñóìè êâà-
äðàòiâ ãîäÿòüñÿ äëÿ çâåäåííÿ àëãåáðà¨÷íî¨ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó äî êà-
íîíi÷íîãî âèãëÿäó. Ïåðøèé ìåòîä ìîæå çäàòèñÿ áiëüø ëåãêèì, îäíàê âií
íå äà¹ ïðîñòîãî øëÿõó äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà êðèâî¨ ó âèõiäíîìó áàçèñi. Çà
äîïîìîãîþ äðóãîãî ìåòîäó òàêó ïîáóäîâó âèêîíàòè íåâàæêî, àëå â äàíîìó
âèêëàäi âií íå çàâæäè ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé i íå íàñòiëüêè ïðîñòèé, ÿê
ïåðøèé.

Ïðèêëàä 3.15. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà çâåñòè ðiâíÿííÿ êðèâî¨

7x2
1 − 24x1x2︸ ︷︷ ︸−38x1 + 24x2 + 175 = 0 (3.39)

äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó i âèçíà÷èòè òèï êðèâî¨.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôiãóðíîþ äóæêîþ ïîêàçàíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà, ùî âõîäèòü
ó ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ. Âèëó÷èìî äëÿ íå¨ ïîâíèé êâàäðàò òàê, ÿê öå áóëî
âèêîíàíî â ïîïåðåäíüîìó ï.:

1
7
(7x1 − 12x2)2 −

144
7

x2
2 − 38x1 + 24x2 + 175 = 0.

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ: y1 = 7x1−12x2, y2 = x2. Ðiâíÿííÿ íàáåðå âèãëÿäó:

1
7
y2
1 −

144
7

y2
2 − 38

y1 + 12y2

7
+ 24y2 + 175 = 0,

1
7
y2
1 −

38
7

y1︸ ︷︷ ︸−144
7

y2
2 −

288
7

y2︸ ︷︷ ︸+175 = 0.
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Âèëó÷èìî ïîâíi êâàäðàòè äëÿ âèðàçiâ, ïîçíà÷åíèõ ôiãóðíèìè äóæêàìè:

1
7
(y1 − 19)2 − 361

7
− 144

7
(y2 + 1)2 +

144
7

+ 175 = 0,

1
7
(y1 − 19)2 − 144

7
(y2 + 1)2 + 144 = 0.

Ïiñëÿ çàìiíè z1 = y2 + 1, z2 = y1 − 19 äiñòàíåìî

1
7
z2
2 −

144
7

z2
1 + 144 = 0,

z2
1

7
− z2

2

1008
= 1.

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çàäàíà êðèâà � ãiïåðáî-
ëà.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðiâíÿííÿ (3.38). Ïåðøi òðè äîäàíêè â íüîìó óòâîðþþòü
êâàäðàòè÷íó ôîðìó. Ââåäåìî ìàòðèöþ A, âåêòîð x (äëÿ n = 2), ÿê öå áóëî
çðîáëåíî â ïîïåðåäíüîìó ï., i âåêòîð [b]T = (b1, b2). Òîäi ðiâíÿííÿ êðèâî¨
ìîæíà çàïèñàòè â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi:

[x]T A[x] + [b]T [x] + c = 0.

Äëÿ çâåäåííÿ éîãî äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà íåîáõiäíî âèêîíàòè òàêi äi¨.

1. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ p1,p2 ìàòðèöi A. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öi çíà-
÷åííÿ ðiçíi. (ßêùî p1 = p2, òî â äàíîìó âèêëàäàííi ìåòîä íå ïiäõîäèòü).
Çíàéòè âëàñíi âåêòîðè s1, s2 ìàòðèöi A, ùî âiäïîâiäàþòü çíàéäåíèì âëà-
ñíèì çíà÷åííÿì.

2. Íîðìóâàòè âëàñíi âåêòîðè çà ïðàâèëîì: ẽi = si/|si|, i = 1, 2.
3. Ñêëàñòè îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ L = ([ẽ1] [ẽ2]) i çðîáèòè çàìiíó çìií-

íèõ [x] = L[y], y = (y1, y2), ïðè öüîìó êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàáåðå âèãëÿäó
[x]T A[x] = p1y

2
1 + p2y

2
2 .

4. Çíàéòè ðåçóëüòàò ïåðåòâîðåííÿ ëiíiéíî¨ ôîðìè [b]T [x] = [b]T L[y].
5. Ó ïåðåòâîðåíîìó ðiâíÿííi p1y

2
1 + p2y

2
2 + [b]T L[y] + c = 0, ÿêùî íå-

îáõiäíî, âèëó÷èòè ïîâíi êâàäðàòè äëÿ âèðàçiâ, ùî ìiñòÿòü çìiííi y1 i y2, i
îñòàòî÷íî çâåñòè ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Ïðèêëàä 3.16. Çà äîïîìîãîþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà çâåñòè ðiâíÿííÿ
(3.39) äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó i ïîáóäóâàòè êðèâó â áàçèñi e1 = (1, 0), e2 =
= (0, 1).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê óæå áóëî âiäçíà÷åíî, êâàäðàòè÷íà ôîðìà, ùî âõîäèòü ó
ðiâíÿííÿ, ìà¹ âèãëÿä

ϕ(x1, x2) = 7x2
1 − 24x1x2.

Ñêëàäåìî äëÿ ìàòðèöi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

A =

(
7 −12

−12 0

)

õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

|A− pE| =

∣∣∣∣∣ 7− p −12
−12 −p

∣∣∣∣∣ = p2 − 7p− 144 = 0.

Êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ ¹ âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi: p1 = −9, p2 = 16. Ùîá
çíàéòè âëàñíi âåêòîðè, ñêëàäåìî ñèñòåìó{

(7− p)s1 − 12s2 = 0,

−12s1 − ps2 = 0,
(3.40)

äå [s] = (s1, s2)T � øóêàíèé âëàñíèé âåêòîð. Ïiäñòàâèìî â öþ ñèñòåìó
p = p1 = −9: {

16s1 − 12s2 = 0,
−12s1 + 9s2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨¨, çíàõîäèìî, ùî [s1] = (3t, 4t)T , [ẽ1] = [s1]/|s1| =
= (3t, 4t)T /(5|t|) = ±(3/5, 4/5)T . Âèáåðåìî çíàê ¾+¿, òîáòî âåêòîð [ẽ1] =
= (3/5, 4/5)T . Àíàëîãi÷íî, ïiäñòàâëÿþ÷è â ñèñòåìó (3.40) p = p2 = 16,
îäåðæó¹ìî ñèñòåìó {

−9s1 − 12s2 = 0,

−12s1 − 16s2 = 0,

ç ÿêî¨ çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð [s2] = (4t,−3t), [ẽ2] = [s2]/|s2| =
= (4t,−3t)T /(5|t|) = ±(4/5,−3/5)T . Äëÿ çíàêà ¾+¿ îäåðæó¹ìî [ẽ2] =
= (4/5,−3/5)T . Ñêëàäåìî ç öèõ âåêòîðiâ ìàòðèöþ

L = ([ẽ1] [ẽ2]) =

(
3/5 4/5
4/5 −3/5

)
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i çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ [x] = L[y], y = (y1, y2). Â ðåçóëüòàòi ëiíiéíà
ôîðìà −38x1 + 24x2 ïåðåòâîðèòüñÿ òàêèì ÷èíîì ([b] = (−38; 24)T ):

−38x1 + 24x2 = [b]T [x] = [b]T L[y] =

= (−38; 24)

(
3/5 4/5
4/5 −3/5

)(
y1

y2

)
=

=
(
−18
5

;
−224

5

)(
y1

y2

)
= −18

5
y1 −

224
5

y2.

Îòæå, ïiä äi¹þ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà çàäàíå ðiâíÿííÿ íàáåðå âèãëÿäó

−9y2
1 + 16y2

2 −
18
5

y1 −
224
5

y2 + 175 = 0.

Äàëi âèëó÷à¹ìî ïîâíi êâàäðàòè äëÿ y1 i y2 i ïîñëiäîâíî äiñòà¹ìî

−9
(

y1 +
1
5

)2

+ 16
(

y2 −
7
5

)2

= − 9
25

+
784
25

− 175,

−9
(

y1 +
1
5

)2

+ 16
(

y2 −
7
5

)2

= −144,(
y1 + 1

5

)2
16

−
(
y2 − 7

5

)2
9

= 1.

Òàêèì ÷èíîì, çàäàíà êðèâà äiéñíî ÿâëÿ¹ ñîáîþ ãiïåðáîëó ç öåíòðîì ó òî÷öi
(−1/5; 7/5) â ñèñòåìi êîîðäèíàò y1Oy2. Êðåñëåííÿ ãiïåðáîëè ïîêàçàíå íà
ðèñ. 3.4.

Íåõàé òåïåð çàäàíà àëãåáðà¨÷íà ïîâåðõíÿ 2-ãî ïîðÿäêó:

a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3+

+ b1x1 + b2x2 + b3x3 + c = 0.

Çâåäåííÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ÿê çà äîïîìîãîþ ìåòîäó
Ëàãðàíæà, òàê i çà äîïîìîãîþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïðèíöèïîâî íi÷èì
íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðîçãëÿíóòîãî âèùå.

Ïðèêëàä 3.17. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà çâåñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi

5x2
1 + 11x2

2 + 2x2
3 − 16x1x2 + 20x1x3 + 4x2x3︸ ︷︷ ︸+

+ 30x1 − 12x2 + 24x3 + 27 = 0 (3.41)
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O
x1

x2

y1

y2

ẽ1

ẽ2

3

5

M ′

M ′(−1/5; 7/5)

Ðèñ. 3.4: Ãiïåðáîëà
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äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó i âèçíà÷èòè òèï ïîâåðõíi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôiãóðíîþ äóæêîþ ïîêàçàíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà. Âèëó÷èìî
ïîâíèé êâàäðàò äëÿ çìiííî¨ x1:

1
5
(5x1 − 8x2 + 10x3)2 −

64
5

x2
2 − 20x2

3 + 32x2x3 + 11x2
2 + 2x2

3 + 4x2x3+

+ 30x1 − 12x2 + 24x3 + 27 = 0,

1
5
(5x1 − 8x2 + 10x3)2 −

9
5
x2

2 − 18x2
3 + 36x2x3+

+ 30x1 − 12x2 + 24x3 + 27 = 0,

i çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ: y1 = 5x1 − 8x2 + 10x3, y2 = x2, y3 = x3:

1
5
y2
1 −

9
5
y2
2 − 18y2

3 + 36y2y3 + 30
y1 + 8y2 − 10y3

5
− 12y2 + 24y3 + 27 = 0,

1
5
y2
1 −

9
5
y2
2 − 18y2

3 + 36y2y3 + 6y1 + 36y2 − 36y3 + 27 = 0,

y2
1 − 9y2

2 − 90y2
3 + 180y2y3 + 30y1 + 180y2 − 180y3 + 135 = 0.

Òåïåð âèëó÷èìî ïîâíèé êâàäðàò äëÿ çìiííî¨ y2:

y2
1 − 9(y2 − 10y3)2 + 900y2

3 − 90y2
3 + 30y1 + 180y2 − 180y3 + 135 = 0,

y2
1 − 9(y2 − 10y3)2 + 810y2

3 + 30y1 + 180y2 − 180y3 + 135 = 0.

Çíîâó çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ: z1 = y1, z2 = y2 − 10y3, z3 = y3:

z2
1 − 9z2

2 + 810z2
3 + 30z1 + 180(z2 + 10z3)− 180z3 + 135 = 0,

z2
1 − 9z2

2 + 810z2
3 + 30z1 + 180z2 + 1620z3 + 135 = 0.

Âèëó÷èìî ïîâíi êâàäðàòè äëÿ çìiííèõ:

(z1 + 15)2 − 225− 9(z2 − 10)2 + 900 + 810(z3 + 1)2 − 810 + 135 = 0,

(z1 + 15)2 − 9(z2 − 10)2 + 810(z3 + 1)2 = 0.

Íàðåøòi, âèêîíà¹ìî îñòàííþ çàìiíó çìiííèõ: w1 = z1 + 15, w2 = z2 − 10,
w3 = z3 + 1 i îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

w2
1 − 9w2

2 + 810w2
3 = 0,

w2
1

810
− w2

2

90
+ w2

3 = 0,

ç ÿêîãî âèäíî, ùî çàäàíà ïîâåðõíÿ � êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó.
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Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà äî ðiâíÿííÿ àëãåáðà¨-
÷íî¨ ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó àíàëîãi÷íî çàñòîñóâàííþ öüîãî ìåòîäó äî
ðiâíÿííÿ àëãåáðà¨÷íî¨ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó. Äåòàëi çàñòîñóâàííÿ ðîç-
ãëÿíåìî íà ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 3.18. Çà äîïîìîãîþ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà çâåñòè ðiâíÿííÿ
(3.41) äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó i ïîáóäóâàòè ïîâåðõíþ â áàçèñi e1 = (1; 0; 0),
e2 = (0; 1; 0), e3 = (0; 0; 1).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà, ùî âõîäèòü ó ðiâíÿííÿ, ìà¹ âèãëÿä

ϕ(x1, x2, x3) = 5x2
1 + 11x2

2 + 2x2
3 − 16x1x2 + 20x1x3 + 4x2x3.

�é âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ

A =

 5 −8 10
−8 11 2
10 2 2

 .

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

|A− pE| =

∣∣∣∣∣∣∣
5− p −8 10
−8 11− p 2
10 2 2− p

∣∣∣∣∣∣∣ =
= (5− p)(11− p)(2− p)− 160− 160− 100(11− p)−
− 4(5− p)− 64(2− p) = (55− 16p + p2)(2− p)− 320−
− 1100 + 100p− 20 + 4p− 128 + 64p =

= 110− 32p + 2p2 − 55p + 16p2 − p3 − 1568 + 168p =

= −p3 + 18p2 + 81p− 1458 = p2(18− p) + 81(p− 18) =

= (18− p)(p2 − 81) = (18− p)(p− 9)(p + 9) = 0.

Îòæå, âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi äîðiâíþþòü p1 = 9, p2 = 18, p3 = −9. Äëÿ
âiäøóêàííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ñêëàäåìî ñèñòåìó

(5− p)s1 − 8s2 + 10s3 = 0,

−8s1 + (11− p)s2 + 2s3 = 0,
10s1 + 2s2 + (2− p)s3 = 0,

(3.42)
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äå [s] = (s1, s2, s3) � øóêàíèé âëàñíèé âåêòîð. Ïiäñòàâèìî â öþ ñèñòåìó
p = p1 = 9: 

−4s1 − 8s2 + 10s3 = 0,

−8s1 + 2s2 + 2s3 = 0,

10s1 + 2s2 − 7s3 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨¨, çíàõîäèìî [s1] = (t, 2t, 2t)T , [ẽ1] = [s1]/|s1| =
= (t, 2t, 2t)T /(3|t|) = ±(1/3, 2/3, 2/3)T . Âèáåðåìî çíàê ¾+¿ i äiñòàíåìî âå-
êòîð [ẽ1] = (1/3, 2/3, 2/3)T . Àíàëîãi÷íî, ïiäñòàâëÿþ÷è â ñèñòåìó (3.42)
p = p2 = 18, ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè

−13s1 − 8s2 + 10s3 = 0,
−8s1 − 7s2 + 2s3 = 0,
10s1 + 2s2 − 16s3 = 0,

ç ÿêî¨ çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð [s2] = (2t,−2t, t), [ẽ2] = [s2]/|s2| =
= (2t,−2t, t)T /(3|t|) = ±(2/3,−2/3, 1/3)T . Äëÿ çíàêà ¾−¿ äiñòà¹ìî [ẽ2] =
= (−2/3, 2/3,−1/3)T . Íàðåøòi, äëÿ òðåòüîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ p = p2 =
= −9 îäåðæó¹ìî ñèñòåìó

14s1 − 8s2 + 10s3 = 0,

−8s1 + 20s2 + 2s3 = 0,

10s1 + 2s2 + 11s3 = 0,

ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ äà¹ òðåòié âëàñíèé âåêòîð [s3] = (2t, t,−2t), [ẽ2] =
= [s2]/|s2| = (2t, t,−2t)T /(3|t|) = ±(2/3, 1/3,−2/3)T . Äëÿ çíàêà ¾+¿ äi-
ñòà¹ìî [ẽ3] = (2/3, 1/3,−2/3)T . Ïîáóäó¹ìî ç öèõ âåêòîðiâ ìàòðèöþ

L = ([ẽ1] [ẽ2] [ẽ3]) =

 1/3 −2/3 2/3
2/3 2/3 1/3
2/3 −1/3 −2/3


i çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ [x] = L[y], y = (y1, y2, y3). Â ðåçóëüòàòi ëiíiéíà
ôîðìà 30x1−12x2+24x3 ïåðåòâîðèòüñÿ òàêèì ÷èíîì ([b] = (30;−12; 24)T ):

30x1 − 12x2 + 24x3 = [b]T [x] = [b]T L[y] =
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= (30;−12; 24)

 1/3 −2/3 2/3
2/3 2/3 1/3
2/3 −1/3 −2/3


 y1

y2

y3

 =

= (18;−36; 0)

 y1

y2

y3

 = 18y1 − 36y2.

Âèõîäèòü, ïiä äi¹þ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà çàäàíå ðiâíÿííÿ (3.41) íàáå-
ðå âèãëÿäó

9y2
1 + 18y2

2 − 9y2
3 + 18y1 − 36y2 + 27 = 0.

Äàëi âèëó÷à¹ìî ïîâíi êâàäðàòè äëÿ y1 i y2 i ïîñëiäîâíî îäåðæó¹ìî

9 (y1 + 1)2 − 9 + 18 (y2 − 1)2 − 18− 9y2
3 + 27 = 0,

9 (y1 + 1)2 + 18 (y2 − 1)2 − 9y2
3 = 0,

(y1 + 1)2

2
+ (y2 − 1)2 − y2

3

2
= 0.

Òàêèì ÷èíîì, çàäàíà ïîâåðõíÿ äiéñíî ÿâëÿ¹ ñîáîþ êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó
ç âåðøèíîþ â òî÷öi (−1; 1; 0) â ñèñòåìi êîîðäèíàò (y1, y2, y3). Êðåñëåííÿ
êîíóñà ïîêàçàíå íà ðèñ. 3.5.
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O

x1

x2

x3

O′

ẽ1

ẽ2

ẽ3

Ðèñ. 3.5: Êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó
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