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1 Äèñêðåòíi ïåðåòâîðåííÿ

1.1 Çàäà÷i, â ÿêèõ âèíèêàþòü

ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ

Êðiì ïðîöåñiâ, ùî çìiíþþòüñÿ íåïåðåðâíî i îïèñóþòüñÿ çâè÷àéíèìè äèôå-
ðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè àáî ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, iñíó¹
âåëèêà êiëüêiñòü ñèñòåì, ôóíêöiîíóâàííÿ ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ñòðèáêîïîäi-
áíî, òîáòî ñòàí ñèñòåìè çìiíþ¹òüñÿ â îêðåìi, içîëüîâàíi ìîìåíòè ÷àñó. Ïðè-
êëàäàìè ìîæóòü áóòè ðåëåéíi ïðèñòðî¨, àâòîìàòè÷íi ðåãóëÿòîðè, êåðîâàíi
ÅÎÌ òà ií. Òàêi ñèñòåìè íàçèâàþòü äèñêðåòíèìè i çâè÷àéíî ìîäåëþþòü
çà äîïîìîãîþ òàê çâàíèõ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü.

Ïðèêëàä 1.1 (ìàòåìàòè÷íèé). Òðåáà îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó
òàêî¨ òðèäiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi:

s(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 0 0 . . . 0
2 4 2 0 . . . 0
0 2 4 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïî÷àòîê ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî ðîçêëàñòè öåé âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåð-
øîãî ðÿäêà, äiñòàíåìî

s(n) = 4s(n− 1)− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 0 0 . . . 0
0 4 2 0 . . . 0
0 2 4 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4s(n− 1)− 4s(n− 2).

Òàêèì ÷èíîì, ùîá çíàéòè âèçíà÷íèê s(n), òðåáà ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

s(n) + 4s(n− 2)− 4s(n− 1) = 0, (1.1)

4
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ÿêå âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü.

Ïðèêëàä 1.2 (òåõíi÷íèé). Ñèñòåìà ¾iìïóëüñíèé åëåìåíò � àïåðiîäè÷íà

ëàíêà¿.

Ïîñòàíîâà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíå ç'¹äíàííÿ iìïóëüñíîãî åëåìåí-
òó, ùî ãåíåðó¹ iìïóëüñè ïðÿìîêóòíî¨ ôîðìè âèñîòè 1, i àïåðiîäè÷íî¨ ëàíêè
çi ñòàëîþ ÷àñó T i êîåôiöi¹íòîì ïiäñèëåííÿ k (ðèñ. 1.1). Ïåðiîäè÷íà ïîñëi-

Iìïóëüñíèéu(t)

Ìîäóëüîâàíèé
ñèãíàë

Àïåðiîäè÷íà
ëàíêà

x(t)

Ðèñ. 1.1: Ìîäóëÿöiÿ ñèãíàëó

äîâíiñòü iìïóëüñiâ, ùî ãåíåðó¹ iìïóëüñíèé åëåìåíò (ðèñ. 1.2), âèçíà÷à¹òüñÿ
ïàðàìåòðàìè: Ti � òðèâàëiñòþ iìïóëüñó i Tï � òàêòîì äèñêðåòíî¨ ñèñòå-
ìè (ïåðiîäîì ïîâòîðåííÿ iìïóëüñiâ). Àïåðiîäè÷íà ëàíêà çàäà¹òüñÿ òàêèì

Ti

Tï

Ðèñ. 1.2: Iìïóëüñè

äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì:

T ẋ+ x = ku,

äå u(t) � âõiäíèé, x(t) � âèõiäíèé ñèãíàëè ëàíêè, t � ÷àñ. Íàïðèêëàä, íèì
ìîæå áóòè êîëèâàëüíèé êîíòóð (ðèñ. 1.3). Éîãî ðiâíÿííÿ:

di

dt
+
R

L
i = u,

òîìó T = k = L/R. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà ïåâíèõ óìîâ ôóíêöiîíóâàí-
íÿ ñèñòåìè ¾iìïóëüñíèé åëåìåíò � àïåðiîäè÷íà ëàíêà¿ îïèñó¹òüñÿ òàêèì
ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì

1.1. Ïîñòàíîâà çàäà÷
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u

R L
i

Ðèñ. 1.3: Êîëèâàëüíèé êîíòóð

x(n+ 1)− αx(n) = kα(α−γ − 1)u(n), (1.2)

äå α = e−Tï/T , γ = Tè/Tï � âiäíîñíà òðèâàëiñòü èìïóëüñó.

Â êîæíîìó ç îòðèìàíèõ ðiâíÿíü ÿê íåâiäîìi ôiãóðóþòü ôóíêöi¨, çàäàíi
òiëüêè â öiëèõ òî÷êàõ. Òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ ãðàò÷àñòèìè . Ôàêòè-
÷íî öå � ñâî¹ðiäíî ïîçíà÷åíi ïîñëiäîâíîñòi.

Ðiâíÿííÿ (1.1) i (1.2) ¹ ëiíiéíèìè ðiçíèöåâèìè ðiâíÿííÿìè çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè . Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêå ðiâíÿííÿ çàïè-
ñóþòü ó òàêèé ñïîñiá:

a0x(n) + a1x(n+ 1) + . . .+ akx(n+ k) = u(n), (1.3)

äå a0, . . . , ak � äiéñíi ÷èñëà, ÿêi íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòàìè ðiâíÿííÿ ,
x(n) � íåâiäîìà ãðàò÷àñòà ôóíêöiÿ, u(n) � çàäàíà ãðàò÷àñòà ôóíêöiÿ.
Ðiçíèöÿ ìiæ íàéáiëüøèì i íàéìåíøèì çíà÷åííÿìè àðãóìåíòó íåâiäîìî¨
ôóíêöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ. Íàïðèêëàä, ðiâíÿí-
íÿ (1.1) � äðóãîãî ïîðÿäêó, ðiâíÿííÿ (1.2) � ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ðiâíÿííÿ
(1.3) � k-ãî ïîðÿäêó. Ðiâíÿííÿ (1.3) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè
[1, 2]. Îäíèì ç íèõ ¹ îïåðàöiéíèé ìåòîä [1], ùî áàçó¹òüñÿ íà äèñêðåòíîìó
ïåðåòâîðåííi Ëàïëàñà. Òîìó íàñàìïåðåä âèâ÷èìî äèñêðåòíi ïåðåòâîðåííÿ
ãðàò÷àñòèõ ôóíêöié.

1.2 Ïîíÿòòÿ ïðî z- i D-ïåðåòâîðåííÿ

Ãðàò÷àñòà ôóíêöiÿ f(n) íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíèì îðèãiíàëîì , ÿêùî
1) f(n) = 0 äëÿ n < 0,
2) çíàéäóòüñÿ êîíñòàíòè M > 0, µ òàêi, ùî |f(n)| ≤Meµn.

1.2. Ïîíÿòòÿ ïðî Z- i D-ïåðåòâîðåííÿ
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Z-ïåðåòâîðåííÿì äèñêðåòíîãî îðèãiíàëó íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ êîì-
ïëåêñíî¨ çìiííî¨ F (z) òàêîãî âèãëÿäó:

F (z) =
∞∑

n=0

f(n)z−n. (1.4)

Ìîæíî ïîêàçàòè, ùî F (z) àíàëiòè÷íà ççîâíi êðóãà |z| = eα. Ôîðìóëà (1.4)
¹ ðîçêëàäîì ôóíêöi¨ F (z) ó ðÿä Ëîðàíà â îêîëi ïðàâèëüíî¨ íåñêií÷åííî
âiääàëåíî¨ òî÷êè. Öå äîçâîëÿ¹ äëÿ âiäíîâëåííÿ ãðàò÷àñòî¨ ôóíêöi¨ f(n)
çà ¨¨ Z-ïåðåòâîðåííÿì ñêîðèñòàòèñÿ êîåôiöi¹íòàìè ðÿäó Ëîðàíà äëÿ F (z),
îòðèìàíèõ ó áóäü-ÿêèé ñïîñiá. Íàïðèêëàä, ìîæíà çàñòîñóâàòè ôîðìóëó
êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Ëîðàíà

f(n) =
1

2πj

∫
L

F (z)zn−1dz,

ÿêùî âñi îñîáëèâi òî÷êè ôóíêöi¨ F (z) ðîçòàøîâàíi óñåðåäèíi êîíòóðó L.
ßêùî â Z-ïåðåòâîðåííi (1.4) ïîêëàñòè z = eq, òî âèéäå D-ïåðå-

òâîðåííÿ àáî äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äèñêðåòíîãî îðèãi-
íàëó:

F ∗(q) = D[f ] =
∞∑

n=0

f(n)e−nq. (1.5)

Ôóíêöiÿ F ∗(q) íàçèâà¹òüñÿ çîáðàæåííÿì ôóíêöi¨ f(n), à çâ'ÿçîê ìiæ
íèìè ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê:

f(n)←− F ∗(q).
Ç ôîðìóëè (1.5) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ìîæíà ïî çîáðàæåí-
íþ F ∗(q) âiäíîâèòè äèñêðåòíèé îðèãiíàë:

f(n) =
1

2πj

γ+πj∫
γ−πj

F ∗(q)enqdq.

Äóæå ÷àñòî äëÿ îòðèìàííÿ çîáðàæåíü âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëè ñóìè
ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåññi¨:

m∑
i=0

sn =
1− sm+1

1− s
, (1.6)

∞∑
i=0

sn =
1

1− s
, |s| < 1. (1.7)

1.2. Ïîíÿòòÿ ïðî Z- i D-ïåðåòâîðåííÿ
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Ïðèêëàä 1.3. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ eαn.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè çàâæäè çíàéäåòüñÿ òàêå µ > 0, äëÿ ÿêîãî
α < µ, òî eαn < eµn i âëàñòèâiñòü 2) îðèãèíàëà âèêîíó¹òüñÿ ïðè òàêîìó
µ i M = 1. Âèõîäèòü, çîáðàæåííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ iñíó¹. Çíàéäåìî éîãî çà
ôîðìóëàìè (1.5) i (1.7):

D[eαn] =
∞∑

n=0

eαne−nq =
∞∑

n=0

en(α−q) =
1

1− eα−q
=

eq

eq − eα
·

Òàêèì ÷èíîì,

eαn ←− eq

eq − eα
·

Ïðèêëàä 1.4. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ an.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, äiñòà¹ìî

D[an] = D[en ln a] =
eq

eq − eln a
=

eq

eq − a
.

Òîáòî,

an ←− eq

eq − a
. (1.8)

Ïðèêëàä 1.5. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨

σ(n) =

{
1, n = 0
0, n 6= 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

D[σ(n)] =
∞∑

n=0

σ(n)e−nq = 1e0q = 1.

Òîäi
σ(n)←− 1 . (1.9)

1.2. Ïîíÿòòÿ ïðî Z- i D-ïåðåòâîðåííÿ
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Ïðèêëàä 1.6. Çíàéòè çîáðàæåííÿ îäèíè÷íî¨ ñòóïií÷àñòî¨ ôóíêöi¨

I1(n) =

{
1, n ≥ 0
0, n < 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

D[ I1(n)] =
∞∑

n=0

1e−nq =
1

1− e−q
=

eq

eq − 1
.

Öå îçíà÷à¹, ùî

I1(n)←− eq

eq − 1
. (1.10)

Â áiëüø ñêëàäíèõ âèïàäêàõ òðåáà çàñòîñîâóâàòè âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ.

1.3 Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ

Òåîðåìà 1.1 (ëiíiéíîñòi). Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ îðèãiíàëiâ çîáðàæó¹òüñÿ

ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ¨õíiõ çîáðàæåíü:

fi(n)←− F ∗i (q), i = 1,m =⇒
m∑

i=1

Cifi(n)←−
m∑

i=1

CiF
∗
i (q),

äå Ci � äîâiëüíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çáiæíi ðÿäè ìîæíà äîäàâàòè i ìíîæèòè íà ÷èñëî, òî

D

[
m∑

i=1

Cifi(n)

]
=

∞∑
n=0

[
m∑

i=1

Cifi(n)

]
e−qn =

m∑
i=1

Ci

∞∑
n=0

fi(n)e−nq =

=
m∑

i=1

CiD[fi(n)].

Ïðèêëàä 1.7. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ sinβn, âèêîðèñòîâóþ÷è òå-

îðåìó ëiíiéíîñòi.

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
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Ðîçâ'ÿçàííÿ.

D[sinβn] = D

[
1
2j

(ejβn − e−jβn)
]

=
1
2j
(
D[ejβn]−D[e−jβn]

)
=

=
1
2j

(
eq

eq − ejβ
− eq

eq − e−jβ

)
=
eq

2j
· eq − e−jβ − eq + ejβ

e2q − eq(ejβ + e−jβ) + 1
=

=
eq(ejβ − e−jβ)/(2j)

e2q − 2eq(ejβ + e−jβ)/2 + 1
=

eq sinβ
e2q − 2eq cosβ + 1

.

Îòæå,

sinβn←− eq sinβ
e2q − 2eq cosβ + 1

. (1.11)

Ïðèêëàä 1.8. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ cosβn.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

D[cosβn] = D

[
1
2
(ejβn + e−jβn)

]
=

1
2
(
D[ejβn] +D[ejβn]

)
=

=
1
2

(
eq

eq − ejβ
+

eq

eq − e−jβ

)
=
eq

2
· eq − e−jβ + eq − ejβ

e2q − eq(ejβ + e−jβ) + 1
=

=
eq(eq − (ejβ + e−jβ)/2)

e2q − 2eq(ejβ + e−jβ)/2 + 1
=

eq(eq − cosβ)
e2q − 2eq cosβ + 1

.

cosβn←− eq(eq − cosβ)
e2q − 2eq cosβ + 1

. (1.12)

Àíàëîãè÷íî ìîæíà çíàéòè, ùî

shβn←− eq shβ
e2q − 2eq chβ + 1

,

chβn←− eq(eq − chβ)
e2q − 2eq chβ + 1

.

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
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Òåîðåìà 1.2 (çàãàþâàííÿ). Çîáðàæåííÿ çàãàþâàëüíî¨ ôóíêöi¨ ìîæå áó-

òè îòðèìàíå ç çîáðàæåííÿ îðèãiíàëó áåç çàãàþâàííÿ ìíîæåííÿì íà åêñ-

ïîíåíòó. Òî÷íiøå, ÿêùî f(n)←− F ∗(q) i 0 < k < n � öiëå ÷èñëî, òî

f(n− k)←− e−kqF ∗(q).

Äîâåäåííÿ. Ðîáëÿ÷è çàìiíó çìiííî¨ ïiäñóìîâóâàííÿ, äiñòà¹ìî, ùî

D[f(n− k)] =
∞∑

n=0

f(n− k)e−nq =< m = n− k, n = m+ k >=

=
∞∑

m=−k

f(m)e−(m+k)q =
∞∑

m=−k

f(m)e−mqe−kq =

= e−kq
∞∑

m=0

f(m)e−mq = e−kqD[f(n)],

áî f(−s) = 0, s > 0.

Ïðèêëàä 1.9. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ an−1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðàíiøå áóëà îòðèìàíà âiäïîâiäíiñòü an ←− eq/(eq − a). Âè-
êîðèñòîâóþ÷è ¨¨ i òåîðåìó çàãàþâàííÿ äëÿ k = 1, çíàõîäèìî

an−1 ←− e−q eq

eq − a
=

1
eq − a

.

Òåîðåìà 1.3 (âèïåðåäæåííÿ). ßêùî f(n)←− F ∗(q) i k > 0 � öiëå ÷èñëî,

òî

f(n+ k)←− ekq

[
F ∗(q)−

k−1∑
m=0

f(m)e−mq

]
.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó âèêîíóþ÷è çàìiíó çìiííî¨ ïiäñóìîâóâàííÿ, äiñòà¹ìî

D[f(n+ k)] =
∞∑

n=0

f(n+ k)e−nq =< m = n+ k, n = m− k >=

=
∞∑

m=k

f(m)e−(m−k)q = ekq

[ ∞∑
m=0

f(m)e−mq −
k−1∑
m=0

f(m)e−mq

]
=

= ekq

{
D[f(n)]−

k−1∑
m=0

f(m)e−mq

}
.

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
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Ïðèêëàä 1.10. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ an+2.

Ðîç'âÿçàííÿ. Âèõîäÿ÷è ç âiäïîâiäíîñòi an ←− eq/(eq − a) i çàñòîñîâóþ÷è
òåîðåìó âèïåðåäæåííÿ äëÿ k = 2, ìà¹ìî

an+2 ←− e2q

(
eq

eq − a
− a0e0 − a1e−q

)
=

e3q

eq − a
− e2q − aeq =

a2eq

eq − a
.

Òåîðåìà 1.4 (ïðî çñóâ). Çñóâó çîáðàæåííÿ âiäïîâiäà¹ ìíîæåííÿ îðèãi-

íàëó íà åêñïîíåíòó. Òîáòî, ÿêùî f(n)←− F ∗(q), òî

eαnf(n)←− F ∗(q − α).

Äîâåäåííÿ.

D[eαnf(n)] =
∞∑

n=0

eαnf(n)e−nq =
∞∑

n=0

f(n)e−(q−α)n = F ∗(q − α).

Ïðèêëàä 1.11. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ e−αn sinβn.

Ðîç'âÿçàííÿ. Äî îòðèìàíî¨ ðàíiøå âiäïîâiäíîñòi

sinβn←− eq sinβ
e2q − 2eq cosβ + 1

çàñòîñó¹ìî òåîðåìó ïðî çñóâ i, ìíîæà÷è ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äðîáó íà
e−2α, çíàõîäèìî

e−αn sinβn←− eq+α sinβ
e2(q+α) − 2eq+α cosβ + 1

=
eq−α sinβ

e2q − 2eq−α cosβ + e−2α
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíà äiñòàòè, ùî

e−αn cosβn←− eq(eq − e−α cosβ)
e2q − 2eq−α cosβ + e−2α

.

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
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Òåîðåìà 1.5 (ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ çîáðàæåííÿ). Äèôåðåíöi-

þâàííþ çîáðàæåííÿ âiäïîâiäà¹ ìíîæåííÿ îðèãiíàëó íà −n:

F ∗(q) −→ f(n) =⇒ [F ∗(q)]′ −→ −nf(n).

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ïîõiäíó âiä îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi (1.5):

[F ∗(q)]′ =

[ ∞∑
n=0

f(n)e−nq

]′
q

=
∞∑

n=0

[−nf(n)]e−nq −→ −nf(n).

Âèñíîâîê 1.1. [F ∗(q)]′′ −→ n2f(n), . . . , [F ∗(q)](k) −→ (−1)knkf(n).

Ïðèêëàä 1.12. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ f(n) = n.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó ïðèêëàäi 1.6 áóëî çíàéäåíå çîáðàæåííÿ îäèíè÷íî¨ ñõiä÷à-
ñòî¨ ôóíêöi¨:

I1(n)←− eq

eq − 1
.

Îñêiëüêè ìîæíà çàïèñàòè n = −(−n) I1(n), òî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ f(n) = n
ó ñèëó ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè äîðiâíþ¹ ïîõiäíié çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ I1(n),
óçÿòî¨ iç çíàêîì ìiíóñ:

−
(

eq

eq − 1

)′
= −e

2q − eq − e2q

(eq − 1)2
=

eq

(eq − 1)2
.

Òîáòî

n←− eq

(eq − 1)2
.

Ïðèêëàä 1.13. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ f(n) = n2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòîì ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, äëÿ ÷î-
ãî çàäàíó ôóíêöiþ çàïèøåìî òàê: f(n) = −(−n)n. Òîäi ¨¨ çîáðàæåííÿ áóäå
äîðiâíþâàòè ïîõiäíié çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ n, âçÿòié iç çíàêîì ìiíóñ:

−

(
eq

(eq − 1)2

)′
= −e

q(eq − 1)2 − 2(eq − 1)e2q

(eq − 1)4
= −e

2q − eq − 2e2q

(eq − 1)3
=

=
e2q + eq

(eq − 1)3
=
eq(eq + 1)
(eq − 1)3

.

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
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Òàêèì ÷èíîì,

n2 ←− eq(eq + 1)
(eq − 1)3

.

Ïðèêëàä 1.14. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ f(n) = Ck
n.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó ïðèêëàäi 1.12 áóëî îòðèìàíî, ùî n ←− eq/(eq − 1)2, òîäi
çà òåîðåìîþ çàãàþâàííÿ n − 1 ←− 1/(eq − 1)2. Îòæå, çà òåîðåìîþ ïðî
äèôåðåíöiþâàííÿ çîáðàæåííÿ

n(n− 1)←− −
(

1
(eq − 1)2

)′
=

2eq(eq − 1)
(eq − 1)4

= 2!
eq

(eq − 1)3
, (1.13)

òîìó çà òåîðåìîþ ëiíiéíîñòi

C2
n =

n(n− 1)
2!

←− eq

(eq − 1)3
.

Ç âiäïîâiäíîñòi (1.13) çà òåîðåìîþ çàãàþâàííÿ çíàõîäèìî, ùî
(n − 1)(n − 2) ←− 2!/(eq − 1)3 i çíîâó çà òåîðåìîþ ïðî äèôåðåíöiþâàí-
íÿ çîáðàæåííÿ äiñòà¹ìî:

n(n− 1)(n− 2)←− −2!

(
1

(eq − 1)3

)′
= 2!

3eq(eq − 1)2

(eq − 1)6
= 3!

eq

(eq − 1)4
,

âèõîäèòü, ùî

C3
n =

n(n− 1)(n− 2)
3!

←− eq

(eq − 1)4
.

Äàëi íåâàæêî çäîãàäàòèñü, ùî

Ck
n ←−

eq

(eq − 1)k+1
.

Ïðèêëàä 1.15. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Ck
ne

αn.

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïðèêëàäó 1.14 i òåîðåìó ïðî çñóâ,
îòðèìó¹ìî, ùî

Ck
ne

αn ←− eq−α

(eq−α − 1)k+1
.

Ìíîæà÷è îáèäâi ÷àñòèíè äðîáó íà eα(k+1), çíàõîäèìî

Ck
ne

αn ←− eq+αk

(eq − eα)k+1
.

Ïðèêëàä 1.16. Çíàéòè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Ck
na

n.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâó¹ìî ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò:

Ck
na

n = Ck
ne

n ln a ←− eq+k ln a

(eq − eln a)k+1
=

akeq

(eq − a)k+1
·

Îòæå,

Ck
na

n ←− akeq

(eq − a)k+1
· (1.14)

Âåëè÷èíà
∑n−1

i=0 f(i) íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ ãðàò÷àñòî¨ ôóíêöi¨ .

Òåîðåìà 1.6 (çîáðàæåííÿ ñóìè). ßêùî ãðàò÷àñòà ôóíêöiÿ f(n) ìà¹ çî-
áðàæåííÿ F ∗(q), òî

n−1∑
i=0

f(i)←− F ∗(q)
eq − 1

.

Äîâåäåííÿ. Äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ñóìè ãðàò÷àñòî¨ ôóíêöi¨ ìà¹
âèãëÿä:

D

[
n−1∑
i=0

f(i)

]
=

∞∑
n=0

n−1∑
i=0

f(i)e−nq. (1.15)

Ïàðè iíäåêñiâ (n, i), ùî áåðóòü ó÷àñòü ó ïiäñóìîâóâàííi, óòâîðþþòü êî-
îðäèíàòè òî÷îê iç öiëèìè êîîðäèíàòàìè, ïîêàçàíèõ íà ðèñ. 1.4. ßêùî ó

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
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i = n− 1

O
n

i

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

Ðèñ. 1.4: Òî÷êè ïiäñóìîâóâàííÿ

ôîðìóëi (1.15) ïîìiíÿòè ìiñöÿìè çíàêè ïiäñóìîâóâàííÿ, òî âiäïîâiäíî äî
öüîãî ðèñ. âèéäå âèðàç:

D

[
n−1∑
i=0

f(i)

]
=

∞∑
i=0

∞∑
n=i+1

f(i)e−nq =
∞∑

i=0

f(i)
∞∑

n=i+1

e−nq.

Àëå âíóòðiøíÿ ñóìà ¹ íåñêií÷åííîþ ãåîìåòðè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ, òîìó, çà-
ñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó ¨¨ ñóìè (1.7), çíàõîäèìî

D

[
n−1∑
i=0

f(i)

]
=

∞∑
i=0

f(i)
e−(i+1)q

1− e−q
=

e−q

1− e−q

∞∑
i=0

f(i)e−iq =
F ∗(q)
eq − 1

.

Ïðèêëàä 1.17. Çíàéòè ñóìó
∑n−1

i=0 i
2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó ïðèêëàäi 1.13 áóëî çíàéäåíî, ùî

n2 ←− eq(eq + 1)/(eq − 1)3.

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
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Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåíó òåîðåìó i ðåçóëüòàò ïðèêëàäó 1.14, äiñòà¹ìî

n−1∑
i=0

i2 ←− eq(eq + 1)
(eq − 1)4

=
eq

(eq − 1)3
+ 2

eq

(eq − 1)4
−→

−→ C2
n + 2C3

n =
n(n− 1)

2
+

2n(n− 1)(n− 2)
6

=

= n(n− 1)
(

1
2

+
n− 2

3

)
=
n(n− 1)(2n− 1)

6
,

òîáòî
n−1∑
i=0

i2 =
n(n− 1)(2n− 1)

6
.

Çãîðòêîþ äâîõ ãðàò÷àñòèõ ôóíêöié f1(n) i f2(n) íàçèâà¹òüñÿ ñóìà,
ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê:

f1 ∗ f2(n) =
n∑

k=0

f1(k)f2(n− k).

Òåîðåìà 1.7 (ïðî çîáðàæåííÿ çãîðòêè). Çãîðòêà äâîõ ãðàò÷àñòèõ îðè-

ãiíàëiâ çîáðàæó¹òüñÿ äîáóòêîì ¨õíiõ çîáðàæåíü:

f1(n)←− F ∗1 (q), f2(n)←− F ∗2 (q) =⇒ f1 ∗ f2(n)←− F ∗1 (q)F ∗2 (q).

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì D-ïåðåòâîðåííÿ ôóíêöi¨ f1(n) ìà¹ìî

F ∗1 (q)F ∗2 (q) = F ∗2 (q)
∞∑

k=0

e−kqf1(k) =
∞∑

k=0

[e−kqF ∗2 (q)]f1(k).

Çà òåîðåìîþ çàãàþâàííÿ e−kqF ∗2 (q) −→ f2(n − k), òîäi çà òåîðåìîþ ëiíié-
íîñòi, ç îãëÿäó íà òå, ùî f2(n− k) = 0 äëÿ k > n, îòðèìó¹ìî

F ∗1 (q)F ∗2 (q) −→
∞∑

k=0

f2(n− k)f1(k) =
n∑

k=0

f2(n− k)f1(k) = f1 ∗ f2(n),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ



1. Äèñêðåòíi ïåðåòâîðåííÿ 18

Ïðèêëàä 1.18. Çíàéòè îðèãiíàë, ùî âiäïîâiäà¹ çîáðàæåííþ

F ∗(q) =
e2q

(eq − a)(eq − eα)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàäàíå çîáðàæåííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

F ∗(q) =
eq

(eq − a)
· eq

(eq − eα)
= F ∗1 (q)F ∗2 (q),

äå F ∗1 (q) = eq/(eq − a), F ∗2 (q) = eq/(eq − eα). Ó ïðèêëàäi 1.4 áóëî ïîêàçàíî,
ùî F ∗1 (q) −→ an, à â ïðèêëàäi 1.3 � ùî F ∗2 (q) −→ eαn. Òîìó, âèêîðèñòîâóþ-
÷è òåîðåìó ïðî çãîðòêó i ôîðìóëó ñóìè ñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨
(1.6), çíàõîäèìî

F ∗(q) −→
n∑

k=0

akeα(n−k) = eαn
n∑

k=0

(ae−α)k = eαn 1− (ae−α)n+1

1− ae−α
=

=
eαn − an+1e−α

1− ae−α
=
eα(n+1) − an+1

eα − a
·

Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ çiáðàíi â äîäàòêó â òàáë. A.1, à îñíîâíi
âiäïîâiäíîñòi ¾îðèãiíàë-çîáðàæåííÿ¿ � â òàáë. A.2. Áiëüø ïîâíi òàáëèöi
äèâ. â [1].

1.3. Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ



2 Ñêií÷åííi ðiçíèöi

2.1 Îçíà÷åííÿ

×àñòî ñêií÷åííî-ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ çàïèñóþòü çà äîïîìîãîþ òàê çâàíèõ
ñêií÷åííèõ ðiçíèöü, íàäàþ÷è ¨ì âèãëÿäó, ùî íàãàäó¹ çàïèñ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëiâ. Ðiçíèöåþ ïåðøîãî ïîðÿäêó
ãðàò÷àñòî¨ ôóíêöi¨ f(n) íàçèâàþòü âåëè÷èíó

∆f(n) = f(n+ 1)− f(n). (2.1)

Ðiçíèöåþ äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâàþòü ðiçíèöþ, âçÿòó âiä ïåðøî¨ ðiçíè-
öi: ∆2f(n) = ∆[∆f(n)] = ∆f(n + 1) − ∆f(n) = f(n + 2) −
−f(n+1)−[f(n+1)−f(n)] = f(n+2)−2f(n+1)+f(n). Îñòàííÿ ôîðìóëà íà-
ãàäó¹ ôîðìóëó êâàäðàòà ðiçíèöi äâîõ âåëè÷èí. Ðiçíèöÿ k-ãî ïîðÿäêó �
öå ðiçíèöÿ, âçÿòà âiä ðiçíèöi k− 1-ãî ïîðÿäêó: ∆kf(n) = ∆[∆k−1f(n)]. Ìî-
æíà ïîêàçàòè, ùî i äëÿ íå¨ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà, ùî íàãàäó¹ ôîðìóëó k-ãî
ñòåïåíÿ ðiçíèöi äâîõ âåëè÷èí:

∆kf(n) =
k∑

i=0

(−1)kCi
kf(n+ k − i). (2.2)

Íàâïàêè, çíà÷åííÿ ãðàò÷àñòî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ñêií÷åííi
ðiçíèöi, ââàæàþ÷è, ùî f(n) = ∆0f(n): f(n + 1) = f(n) +
+[f(n+ 1)− f(n)], àáî

f(n+ 1) = f(n) + ∆f(n).

Äàëi, f(n + 2) = f(n + 1) + ∆f(n + 1) = f(n) + ∆f(n) + ∆f(n) + ∆2f(n),
îòæå,

f(n+ 2) = f(n) + 2∆f(n) + ∆2f(n).
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Ïðîäîâæóþ÷è â òîìó æ äóñi, ïðèõîäèìî äî çàãàëüíî¨ ôîðìóëè:

f(n+ k) =
k∑

i=0

Ci
k∆if(n). (2.3)

Ðiçíèöi ìàþòü âëàñòèâîñòi, ñõîæi íà âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëiâ (C, a,
b � êîíñòàíòè):

∆C = 0,
∆n = 1,

∆[af(n) + bg(n)] = a∆f(n) + b∆g(n),
∆[f(n)g(n)] = f(n)∆g(n) + g(n+ 1)∆f(n).

Ïåðøi òðè ç íèõ î÷åâèäíi, à ÷åòâåðòà äîâîäèòüñÿ òàê:

∆[f(n)g(n)] = f(n+ 1)g(n+ 1)− f(n)g(n) =
= f(n+ 1)g(n+ 1)− f(n)g(n+ 1) + f(n)g(n+ 1)−
− f(n)g(n) = g(n+ 1)∆f(n) + f(n)∆g(n).

2.2 Çîáðàæåííÿ

Òåîðåìà 2.1. ßêùî ãðàò÷àñòà ôóíêöiÿ f(n) ìà¹ çîáðàæåííÿ F ∗(q), òî
¨¨ ðiçíèöÿ k-ãî ïîðÿäêó çîáðàæó¹òüñÿ òàê:

∆kf(n)←− (eq − 1)kF ∗(q)− ep
k−1∑
i=0

(eq − 1)k−1−i∆if(0). (2.4)

Äîâåäåííÿ. Ç ôîðìóëè (2.1) i òåîðåì ëiíiéíîñòi i âèïåðåäæåííÿ äiñòà¹ìî

∆f(n) = f(n+ 1)− f(n)←− eq[F ∗(q)− f(0)]− F ∗(q),

àáî
∆f(n)←− (eq − 1)F ∗(q)− eqf(0), (2.5)

ù�î âiäïîâiäà¹ ôîðìóëi (2.4) äëÿ k = 1.
Çíàéäåìî çîáðàæåííÿ ðiçíèöi äðóãîãî ïîðÿäêó. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çà-

óâàæèìî, ùî ôîðìóëà (2.5) i òåîðåìà âèïåðåäæåííÿ äàþòü âiäïîâiäíiñòü

∆f(n+ 1)←− eq[(eq − 1)F ∗(q)− eqf(0)−∆f(0)].

2.2. Çîáðàæåííÿ
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ¨¨ i ôîðìóëó (2.5), îòðèìó¹ìî

∆2f(n) = ∆f(n+ 1)−∆f(n)←−
←− eq[(eq − 1)F ∗(q)− eqf(0)−∆f(0)]−
− (eq − 1)F ∗(q) + eqf(0),

àáî
∆2f(n)←− (eq − 1)2F ∗(q)− eq(eq − 1)f(0)− eq∆f(0). (2.6)

Öå âiäïîâiäà¹ ôîðìóëi (2.4) äëÿ k = 2. Ïðîäîâæóþ÷è i òàê äàëi, ìîæíà
ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêîãî k.

2.3 Âèêîðèñòàííÿ â ðiâíÿííÿõ

Ñêií÷åííî-ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ (1.3)

a0x(n) + a1x(n+ 1) + . . .+ akx(n+ k) = u(n) (2.7)

çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (2.3), çàñòîñîâàíî¨ äî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨, ìîæå áóòè
ïåðåòâîðåíå äî âèãëÿäó

b0∆kx(n) + b1∆k−1x(n) + . . .+ bkx(n) = u(n), (2.8)

â ÿêîìó âîíî áiëüøå, íiæ ðiâíÿííÿ (1.3), íàãàäó¹ ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ k-ãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ðîëü k-¨ ïîõiäíî¨ âiäiãðà¹
ðiçíèöÿ k-ãî ïîðÿäêó. Òðåáà, îäíàê, çàóâàæèòè, ùî ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ (2.8)
íå ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ïîðÿäîê ñòàðøî¨ ðiçíèöi íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨, ùî
âõîäèòü ó ðiâíÿííÿ. Äiéñíî, ó ðiâíÿííi

∆2f(n) + 4∆f(n) + 3f(n) = 0

ïîðÿäîê ñòàðøî¨ ðiçíèöi íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 2. Ïåðåòâîðèìî öå
ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (2.2):

f(n+ 2)− 2f(n+ 1) + f(n) + 4f(n+ 1)− 4f(n) + 3f(n) = 0,
f(n+ 2) + 2f(n+ 1) = 0,

àáî
f(n+ 1) + 2f(n) = 0.

ßê áà÷èìî, ðiâíÿííÿ ìà¹ ïåðøèé ïîðÿäîê.
Òîìó, à òàêîæ òîìó, ùî âiäøóêóâàòè çîáðàæåííÿ ðiçíèöü íåâiäîìî¨

ôóíêöi¨ çà ôîðìóëîþ (2.4) äîñèòü ñêëàäíî, íàìàãàþòüñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè ñêií÷åííî-
ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi (1.3). ßêùî æ âîíî çàäàíå ó âèãëÿäi (2.8),
éîãî ïåðåòâîðþþòü ó ôîðìó (2.7), âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.2).

2.3. Âèêîðèñòàííÿ â ðiâíÿííÿõ



3 Ñêií÷åííî-ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçàííÿ ñêií÷åííî-ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (1.3):

a0x(n) + a1x(n+ 1) + . . .+ akx(n+ k) = u(n) (3.1)

îïåðàöiéíèì ìåòîäîì. Çâè÷àéíî éîãî òðåáà ðîçâ'ÿçóâàòè äëÿ çàäàíèõ ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ âèãëÿäó

x(0) = x0, x(1) = x1, . . . , x(k − 1) = xk−1. (3.2)

Ðîçâ'ÿçêîì ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (3.1) íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ãðàò÷àñòà
ôóíêöiÿ f(n), ùî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â ðiâíÿííÿ çàìiñòü íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨
x(n) ïåðåòâîðþ¹ éîãî â òîòîæíiñòü i çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè (3.2).

Çàñòîñóâàííÿ îïåðàöiéíîãî ìåòîäó äî ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (3.1) ïîëÿ-
ãà¹ â òîìó, ùî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ïiääàþòü äèñêðåòíîìó ïåðåòâî-
ðåííþ Ëàïëàñà, â ðåçóëüòàòi ÷îãî äiñòàþòü òàê çâàíå îïåðàòîðíå ðiâ-
íÿííÿ (àáî ðiâíÿííÿ â çîáðàæåííÿõ ), ó ÿêîìó íåâiäîìîþ ¹ ôóíêöiÿ
X∗(q) −→ x(n). Îñêiëüêè îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ çâè÷àéíî � àëãåáðà¨÷íå, òî
çíàéòè ç íüîãî X∗(q) íåâàæêî. Ùîá ïî íüîìó âèçíà÷èòè øóêàíèé îðèãi-
íàë x(n), âèêîðèñòîâóþòü ñïåöiàëüíi ìåòîäè, âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ
i òàáëèöi ¾îðèãiíàë-çîáðàæåííÿ¿. Àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì ðîçâ'ÿçóþòü i ñè-
ñòåìè ñêií÷åííî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü.

Ïðèêëàä 3.1 (ïðîäîâæåííÿ ïðèêëàäó 1.1). Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (1.1).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåïèøåìî çàçíà÷åíå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

s(n+ 2) + 4s(n)− 4s(n+ 1) = 0. (3.3)

Çíàéäåìî s(1) = |4| = 4 i ïîêëàäåìî s(0) = 1. Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî äëÿ
s(0) = 1 i s(1) = 4 ç ðiâíÿííÿ (1.1) âèïëèâà¹, ùî s(2) = 12. Áåçïîñåðåäíüî
îá÷èñëþþ÷è âèçíà÷íèê s(2), ìîæíà ïåðåâiðèòè ñëóøíiñòü öüîãî ðåçóëüòà-
òó. Òàêèì ÷èíîì, s(0) = 1 i s(1) = 4 ¹ ïðèäàòíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
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äëÿ ðiâíÿííÿ (1.1). Ââåäåìî çîáðàæåííÿ s(n) ←−
←− S∗(q) i çà òåîðåìîþ âèïåðåäæåííÿ äiñòàíåìî s(n + 1) ←− eq[S∗(q) −
−s(0)] = eq[S∗(q) − 1], s(n + 2) ←− e2q[S∗(q) − s(0) − s(1)e−q] =
= e2qS∗(q) − e2q − 4eq. Çàñòîñîâóþ÷è äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî
ðiâíÿííÿ (3.3), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ â çîáðàæåííÿõ:

e2qS∗(q)− e2q − 4eq + 4S∗(q)− 4eqS∗(q) + 4eq = 0,

ç ÿêîãî çíàõîäèìî

S∗(q) =
e2q

e2q − 4eq + 4
=

e2q

(eq − 2)2
=

1
2
eq 2eq

(eq − 2)2
.

Ôîðìóëà (1.14) ïîêàçó¹, ùî

C1
n2n ←− 2eq

(eq − 2)2
;

âèêîðèñòîâóþ÷è äàëi òåîðåìó çàãàþâàííÿ, çíàõîäèìî øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (3.3):

s(n) =
1
2
C1

n+12
n+1 = (n+ 1)2n.

Ïðèêëàä 3.2 (ïðîäîâæåííÿ ïðèêëàäó 1.2). Ðîçâ'ÿçàòè ñêií÷åííî-ðiçíèöåâå
ðiâíÿííÿ (1.2).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ó çàçíà÷åíîìó ðiâíÿííi β = kα(α−γ − 1) i ïîäàìî
éîãî ó âèãëÿäi

x(n+ 1)− αx(n) = βu(n). (3.4)

Ââåäåìî çîáðàæåííÿ: x(n) ←− X∗(q), u(n) ←− U∗(q). Çà ôîðìóëîþ
âèïåðåäæåííÿ x(n + 1) ←− eq[X∗(q) − x(0)]. Ïðèïóñòèìî, ùî x(0) = 0, i
çàñòîñó¹ìî äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî ðiâíÿííÿ (3.4):

eqX∗(q)− αX∗(q) = βU∗(q).

Çíàõîäèìî çîáðàæåííÿ âèõiäíîãî ñèãíàëó:

X∗(q) =
βU∗(q)
eq − α

. (3.5)

Äiñòàíåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.4) äëÿ äâîõ ðiçíèõ âõiäíèõ ñèãíàëiâ.
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à) Íåõàé u(n) = dσ(n)←− d (äèâ. (1.9)).
Ïîäàìî çîáðàæåííÿ âèõiäíîãî ñèãíàëó â òàêîìó âèãëÿäi:

X∗(q) =
βd

eq − α
= βde−q eq

eq − α

i çàóâàæèìî, ùî âiäïîâiäíî äî ôîðìóëè (1.8)

αn ←− eq

eq − α
;

òîäi çà òåîðåìîþ çàãàþâàííÿ x(n) = βdαn−1, n ≥ 1.

á) Íåõàé u(n) = I1(n)←− eq

eq − 1
(äèâ. (1.10)).

Çàïèøåìî çîáðàæåííÿ âèõiäíîãî ñèãíàëó òàê:

X∗(q) =
βeq

(eq − 1)(eq − α)
=

β

1− α

(
e−q eq

eq − 1
− αe−q eq

eq − α

)
.

Îòæå,

x(n) =
β

1− α
[ I1(n− 1)− αn].

Ïðèêëàä 3.3. Ðîçâ'ÿçàòè ñêií÷åííî-ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ:

x(n+ 2)− x(n+ 1) + x(n) = 0

äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ x(0) = x(1) = 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî x(n)←− X∗(q) çîáðàæåííÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ i çà
òåîðåìîþ âèïåðåäæåííÿ çíàéäåìî

x(n+ 1)←− eq[X∗(q)− 1], x(n+ 2)←− e2q[X∗(q)− 1− e−q]. (3.6)

Òîìó âèêîðèñòîâóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ i çàñòîñîâóþ÷è äî çàäàíîãî ðiâíÿ-
ííÿ äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, äiñòàíåìî òàêå îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ:

e2q[X∗(q)− 1− e−q]− eq[X∗(q)− 1] +X∗(q) = 0,

àáî
X∗(q)(e2q − eq + 1) = e2q + eq − eq,
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ç ÿêîãî çíàéäåìî çîáðàæåííÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨:

X∗(q) =
e2q

e2q − eq + 1
.

Ïåðåïèøåìî éîãî òàêèì ÷èíîì:

X∗(q) =
eq
(
eq − cos π

3

)
e2q − 2eq cos π

3 + 1
+

1√
3
·

eq sin π
3

e2q − 2eq cos π
3 + 1

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíîñòi (1.11) i (1.12), ìîæåìî çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê
çàäàíîãî ñêií÷åííî-ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi:

x(n) = cos
π

3
n+

1√
3

sin
π

3
n =

2√
3

(
1
2

sin
π

3
n+
√

3
2

cos
π

3
n

)
=

=
2√
3

(
sin

π

3
n cos

π

3
+ sin

π

3
cos

π

3
n
)
,

àáî

x(n) =
2√
3

sin
(n+ 1)π

3
.

Ïðèêëàä 3.4. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ñêií÷åííî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü{
x(n+ 1)− 2x(n)− 2y(n) = 3n,

y(n+ 1)− x(n)− 3y(n) = 2n.

äëÿ íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ââåäåìî çîáðàæåííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié X∗(q), Y ∗(q) i, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè i òåîðåìó âèïåðåäæåííÿ, îòðèìà¹ìî, ùî
x(n+1)←− eqX∗(q), y(n+1)←− eqY ∗(q). Çîáðàçèìî òàêîæ ïðàâi ÷àñòèíè
ðiâíÿíü: 3n ←− eq/(eq−3), 2n ←− eq/(eq−2). Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è äèñêðåòíå
ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî êîæíîãî ðiâíÿííÿ çàäàíî¨ ñèñòåìè, ïðèéäåìî äî
òàêî¨ ñèñòåìè îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü:

eqX∗(q)− 2X∗(q)− 2Y ∗(q) =
eq

eq − 3
,

eqY ∗(q)−X∗(q)− 3Y ∗(q) =
eq

eq − 2
,
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àáî 
X∗(q)(eq − 2)− 2Y ∗(q) =

eq

eq − 3
,

−X∗(q) + Y ∗(q)(eq − 3) =
eq

eq − 2
.

Ðîçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó ìåòîäîì âèçíà÷íèêiâ:

∆ =
∣∣∣∣eq − 2 −2
−1 eq − 3

∣∣∣∣ = (eq − 2)(eq − 3)− 2 = e2q − 5eq + 4 =

= (eq − 1)(eq − 4),

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
eq

eq − 3
−2

eq

eq − 2
eq − 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = eq +
2eq

eq − 2
=

e2q

eq − 2
,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
eq − 2

eq

eq − 3

−1
eq

eq − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = eq +
eq

eq − 3
=
eq(eq − 2)
eq − 3

;

X∗(q) =
e2q

(eq − 2)(eq − 1)(eq − 4)
, Y ∗(q) =

eq(eq − 2)
(eq − 3)(eq − 1)(eq − 4)

.

Âèêîíà¹ìî ðîçêëàäàííÿ îòðèìàíèõ âèðàçiâ íà åëåìåíòàðíi äðîáè:

X∗(q) = eq eq

(eq − 2)(eq − 1)(eq − 4)
=

1
3
· eq

eq − 1
+

2
3
· eq

eq − 4
− eq

eq − 2
,

Y ∗(q) = eq eq − 2
(eq − 3)(eq − 1)(eq − 4)

=

= −3
2
· eq

eq − 3
− 1

6
· eq

eq − 1
+

8
3
· eq

eq − 4
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1.8), çíàõîäèìî îðèãiíàëè öèõ ôóíêöié, ÿêi ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

x(n) =
1
3

+
2
3
4n − 2n =

1
3
(1 + 22n+1 − 3 · 2n),

y(n) = −3
2
3n − 1

6
+

8
3
4n =

1
6
(22n+4 − 3n+2 − 1).
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Äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ðåêîìåíäó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè
çáiðíèêè çàäà÷ [3] i [4].



4 Ëiíiéíi äèñêðåòíi ñèñòåìè

4.1 Ïåðåõiäíà ôóíêöiÿ

Â ïðèðîäi, òåõíiöi, ñóñïiëüñòâi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè îá'¹êòè, ùî ÿâëÿþòü
ñîáîþ ñóêóïíîñòi äåÿêî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèí, ÿêi âçà¹ìîäiþòü îäíà ç îäíîþ i
çìiíþþòü ñâié ñòàí iç ÷àñîì. Òàêi îá'¹êòè â òåîði¨ ðåãóëþâàííÿ i êåðóâàííÿ
íàçèâàþòü äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè(ÄÑ)[5]. Çâè÷àéíî çà ïîâåäiíêîþ
ÄÑ ìîæíà ñïîñòåðiãàòè, âèâ÷àþ÷è àáî ¨¨ âèõiäíèé ñèãíàë, àáî, ÿêùî öå
ìîæëèâî, áåçïîñåðåäíüî ¨¨ ñòàí. Êðiì òîãî, çàâäÿêè òîìó, ùî çâè÷àéíî
ÄÑ ðåàãó¹ íà çìiíó çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà, íà íå¨ ìîæíà ïîäàòè âõiäíèé
ñèãíàë i ïðîàíàëiçóâàòè ¨¨ ðåàêöiþ. Ñïðîùåíî ÄÑ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi,
ïîêàçàíîìó íà ðèñ. 4.1.

A Âèìiðíèê
u(n) x(n) y(n)

Ðèñ. 4.1: Äèíàìi÷íà ñèñòåìà

Íà íüîìó u(n) îçíà÷à¹ âõiäíèé ñèãíàë, x(n) � ñòàí ÄÑ, y(n) � âèõi-
äíèé ñèãíàë ó ìîìåíò äèñêðåòíîãî ÷àñó n, à A � òàê çâàíèé îïåðàòîð ÄÑ.
Îïåðàòîð ÿâëÿ¹ ñîáîþ çàêîí, çà ÿêèì ôóíêöiîíó¹ ñèñòåìà; âií ïåðåòâîðþ¹
âõiäíèé ñèãíàë u(n) ó ôóíêöiþ ñòàíó ñèñòåìè:

x(n) = Au(n). (4.1)

Íàäàëi ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî u(n), x(n) � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨ i ñòàí x(n)
äîñòóïíèé äëÿ ñïîñòåðåæåííÿ, òîáòî âèìiðíèê íàì íå ïîòðiáíèé (äèâ. ðèñ.
4.2).

28
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A
u(n) x(n)

Ðèñ. 4.2: Ñïðîùåíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà

Íàéïðîñòiøèìè ñåðåä ÄÑ ¹ ëiíiéíi ñèñòåìè (ËÑ), ¨õ îïåðàòîð ìà¹
âëàñòèâiñòü ëiíiéíîñòi (c1, c2 � êîíñòàíòè):

A(c1u1(n) + c2u2(n)) = c1 Au1(n) + c2 Au2(n), (4.2)

ÿêà äîçâîëÿ¹, çíàþ÷è ðåàêöiþ ÄÑ íà âõiäíi ñèãíàëè u1 i u2, äiñòàòè ¨¨
ðåàêöiþ çà ôîðìóëîþ (4.2) íà áóäü-ÿêó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ öèõ ñèãíàëiâ.

Îñêiëüêè ðÿä ÿâëÿ¹ ñîáîþ ãðàíèöþ ñêií÷åííî¨ ñóìè, òî âëàñòèâiñòü ëi-
íiéíîñòi âèêîíó¹òüñÿ i â òàêié ôîðìi:

A
∞∑

m=−∞
c(m)u(n,m) =

∞∑
m=−∞

c(m) Au(n,m), (4.3)

äå u(n,m) � âõiäíèé ñèãíàë, ùî çàëåæèòü âiä äåÿêîãî ïàðàìåòðà m, à
îïåðàòîð A ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi äi¹ íà u(n,m) òiëüêè ÿê íà ôóíêöiþ
n (äëÿ ôiêñîâàíîãî m).

Äóæå ÷àñòî äèñêðåòíi ëiíiéíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè îïèñóþòüñÿ ðiçíèöåâèì
ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè:

a0x(n) + . . .+ akx(n+ k) = b0u(m) + . . .+ blu(m+ l).

Íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíå ç'¹äíàííÿ iìïóëüñíîãî åëåìåíòà ç àïåðiîäè÷íîþ
ëàíêîþ (ïðèêëàä 1.2) ÿâëÿ¹ ñîáîþ äèñêðåòíó ËÑ.

Îñíîâíèìè çàäà÷àìè, ùî âèíèêàþòü ó òåîði¨ êåðóâàííÿ ËÑ, ¹ òàêi: ïî
âõiäíîìó ñèãíàëó u(n) i ðåàêöi¨ ËÑ x(n) âiäøóêàòè îïåðàòîð A; äîñëiäèòè
ÿêiñòü ïåðåõîäó ñèñòåìè â ñòiéêèé ñòàí; çíàéòè ¨¨ ÷àñòîòíi õàðàêòåðèñòèêè.
Ðîçâ'ÿçàòè öi çàäà÷i ìîæíà, ÿêùî ïîäàòè íà âõiä ËÑ ñïåöiàëüíi ñèãíàëè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ËÑ âèâåäåíà çi ñâîãî ñòiéêîãî ñòàíó. ßêùî ñèñòåìà
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, âîíà ÷åðåç ÿêèéñü ÷àñ ïðàêòè÷íî ïîâåðíåòüñÿ â íüî-
ãî. Öåé ïåðåõiä iç íåñòiéêîãî ñòàíó â ñòiéêèé íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõiäíèì
ïðîöåñîì . Ïåðåõiäíèé ïðîöåñ ìîæå âiäáóâàòèñü ïî-ðiçíîìó. ßêùî âií òðè-
âà¹ äîâãî i ñèñòåìà ðîáèòü âåëèêi êîëèâàííÿ, òî òàêà ñèñòåìà, íàâiòü i
ñòiéêà, íå ìîæå ââàæàòèñÿ çàäîâiëüíîþ.

4.1. Ïåðåõiäíà ôóíêöiÿ
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Ùîá îöiíèòè ÿêiñòü ïåðåõiäíîãî ïðîöåñó, íà ¨¨ âõiä ïîäàþòü îäèíè÷íó
ñõiä÷àñòó ôóíêöiþ Õåâiñàéäà I1(n), îçíà÷åíó â ïðèêëàäi 1.6, i âèâ÷àþòü
âiäãóê ñèñòåìè, ùî íàçèâàþòü ïåðåõiäíîþ ôóíêöi¹þ ñèñòåìè i ïîçíà-
÷àþòü h(n,m), äå m � ìîìåíò ïî÷àòêó ïîäà÷i ôóíêöi¨ Õåâiñàéäà. Òðè-
âàëiñòü ÷àñó MÏ âiä ïî÷àòêó ïåðåõiäíîãî ïðîöåñó äî ìîìåíòó n, êîëè
|h(n,m) − h(∞,m)| < 0, 05|h(∞,m)| íàçèâà¹òüñÿ òðèâàëiñòþ ïåðåõi-
äíîãî ïðîöåñó . ßêùî ïðîòÿãîì ÷àñó MÏ ôóíêöiÿ h(n,m)− h(∞,m) çìi-
íþ¹ çíàê, òî êîæíèé åêñòðåìóì íàçèâà¹òüñÿ ïåðåðåãóëþâàííÿì , à ÷è-
ñëî òàêèõ åêñòðåìóìiâ çà ÷àñ ïåðåõiäíîãî ïðîöåñóMÏ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîì
ïåðåðåãóëþâàíü.

Ïåðåõiäíèé ïðîöåñ ââàæàþòü çàäîâiëüíèì, ÿêùî ÷èñëî ïåðåðåãóëþâàíü
íå ïåðåâèùó¹ äâîõ. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ïåðåðåãóëþâàííÿ âçàãàëi íå äîïó-
ñêà¹òüñÿ.

Ïðèêëàä 4.1. Çíàéòè ïåðåõiäíó ôóíêöiþ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ¾iìïóëü-

ñíèé åëåìåíò � àïåðiîäè÷íà ëàíêà¿.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ (3.4) çà óìîâè, ùî âõiäíèé ñèãíàë ¹ îäè-
íè÷íîþ ñõiä÷àñòîþ ôóíêöi¹þ, u(n) = I1(n− k):

x(n+ 1)− αx(n) = β I1(n− k), x(0) = 0,

äëÿ ÷îãî ââåäåìî çîáðàæåííÿ

x(n)←− X∗(q), x(n+ 1)←− eqX∗(q),

I1(n− k)←− e−kq eq

eq − 1

i ñêëàäåìî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

eqX∗(q)− αX∗(q) = βe−kq eq

eq − 1
.

Äiñòàíåìî

X∗(q) = βe−kq 1
eq − 1

· 1
eq − α

eq.

Îðèãiíàë äëÿ çîáðàæåííÿ

βeq

(eq − 1)(eq − α)

áóâ çíàéäåíèé ó ïðèêëàäi 3.2; âèÿâèëîñü, ùî âií äîðiâíþ¹

β

1− α
[ I1(n− 1)− αn] .

4.1. Ïåðåõiäíà ôóíêöiÿ
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Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè çàãàþâàííÿ îòðèìó¹ìî

x(n) =
β

1− α
[
I1(n− k − 1)− αn−k

]
;

îòæå, ïåðåõiäíà ôóíêöiÿ äàíî¨ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

h(n, k) =


β

1− α
[
1− αn−k

]
, n > k;

0, n ≤ k.

4.2 Âàãîâà ôóíêöiÿ

ßêùî ïîäàâàòè íà âõiä ËÑ âñå áiëüø êîðîòêèé i âñå áiëüø ïîòóæíèé iì-
ïóëüñ (¾óäàð¿), òî, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ìîæíà îòðèìóâàòè âñå áiëüø ïîâíó iíôîð-
ìàöiþ ïðî ¨¨ îïåðàòîð A. Â òåîði¨ äèñêðåòíèõ ñèñòåì ðîëü òàêîãî âõiäíîãî
ñèãíàëó âiäiãðà¹ ôóíêöiÿ σ(n), ðîçãëÿíóòà â ïðèêëàäi 1.5. Çà ¨¨ äîïîìîãîþ
äîâiëüíèé âõiäíèé ñèãíàë ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

u(n) =
∞∑

m=−∞
u(m)σ(n−m). (4.4)

Ðåàêöiÿ ËÑ íà ôóíêöiþ σ(n), ïîäàíó â ìîìåíò ÷àñó k, íàçèâà¹òüñÿ
âàãîâîþ, àáî iìïóëüñíîþ ïåðåõiäíîþ ôóíêöi¹þ ËÑ i ïîçíà÷à¹òüñÿ
g(n, k) = Aσ(n − k), ïðè÷îìó, äëÿ ôiçè÷íî çäiéñíåííî¨ ñèñòåìè ñëiä ââà-
æàòè, ùî g(n, k) = 0, êîëè k ≥ n.

Çàñòîñó¹ìî äî ðiâíîñòi (4.4) îïåðàòîð A ëiíiéíî¨ ñèñòåìè, âðàõîâóþ÷è
éîãî âëàñòèâiñòü (4.3):

x(n) = Au(n) =
∞∑

m=−∞
u(m) Aσ(n−m) =

∞∑
m=−∞

g(n,m)u(m),

äå g(n,m) = Aσ(n−m). Äëÿ ôiçè÷íî çäiéñíåííî¨ ñèñòåìè çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî

x(n) =
n−1∑
m=k

g(n,m)u(m) (4.5)

4.2. Âàãîâà ôóíêöiÿ
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çà óìîâè, ùî âõiäíèé ñèãíàë ïîäàâàâñÿ, ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó ÷àñó
n = k. ßêùî â îñòàííþ ôîðìóëó çàìiñòü u(m) ïiäñòàâèòè îäèíè÷íó ñõiä-
÷àñòó ôóíêöiþ, âèéäå âèðàç

h(n, k) =
n−1∑
m=k

g(n,m) I1(m− k) =
n−1∑
m=k

g(n,m), k < n, (4.6)

ÿêèé ïîâ'ÿçó¹ âàãîâó ôóíêöiþ ñèñòåìè ç ¨¨ ïåðåõiäíîþ ôóíêöi¹þ.
Ìîæíà çíàéòè i âèðàç, ùî ðåàëiçó¹ ïðîòèëåæíèé çâ'ÿçîê. Äiéñíî, ôîð-

ìóëó (4.6) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

h(n, k) = g(n, k) +
n−1∑

m=k+1

g(n,m) = g(n, k) + h(n, k + 1),

à òîäi
g(n, k) = h(n, k)− h(n, k + 1), k < n. (4.7)

Ïðèêëàä 4.2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïðèêëàäó 4.1 i ðiâíiñòü (4.7),
çíàéòè âàãîâó ôóíêöiþ ñèñòåìè ¾iìïóëüñíèé åëåìåíò � àïåðiîäè÷íà ëàí-

êà¿.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è çàçíà÷åíi ðåçóëüòàòè, çíàõîäèìî

g(n, k) = h(n, k)− h(n, k + 1) =

=
β

1− α
[
1− αn−k

]
− β

1− α
[
1− αn−k−1

]
=

=
β

1− α
(αn−k−1 − αn−k) =

β

1− α
αn−k−1(1− α),

àáî
g(n, k) = βαn−k−1, k < n.

Òåïåð âiäãóê öi¹¨ ñèñòåìè íà áóäü-ÿêèé âõiäíèé ñèãíàë âiäïîâiäíî äî ôîð-
ìóëè (4.5) ìîæíà ïîäàòè â òàêèé ñïîñiá:

x(n) = β

n−1∑
m=k

αn−m−1u(m).

4.2. Âàãîâà ôóíêöiÿ
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4.3 Ïåðåäàâàëüíà ôóíêöiÿ

Â óñiõ ðîçãëÿíóòèõ âèùå ïðèêëàäàõ, âàãîâà i ïåðåõiäíà ôóíêöi¨ ËÑ çàëå-
æàëè ëèøå âiä ðiçíèöi àðãóìåíòiâ:

h(n,m) = h(n−m), g(n,m) = g(n−m).

ËÑ, ùî ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü, íàçèâàþòüñÿ ñòàöiîíàðíèìè . Äëÿ ñòà-
öiîíàðíî¨ ñèñòåìè âiäãóê íà âõiäíèé ñèãíàë çà äîïîìîãîþ âàãîâî¨ ôóíêöi¨
çðó÷íî çàïèñàòè òàêèì ÷èíîì:

x(n) =
∞∑

m=−∞
g(n,m)u(m) =

∞∑
m=−∞

g(n−m)u(m) =

=< s = n−m >=
∞∑

s=−∞
g(s)u(n− s),

(4.8)

ïðè÷îìó, äëÿ ôiçè÷íî çäiéñíåííî¨ ËÑ öÿ ôîðìóëà íàáóâà¹ âèãëÿäó:

x(n) =
∞∑

s=0

g(s)u(n− s), s ≥ 0.

Ïîäàìî íà âõiä ñòàöiîíàðíî¨ ôiçè÷íî çäiéñíåííî¨ ËÑ ïîêàçíèêîâó ôóíêöiþ
u(m) = eqm:

x(n) =
∞∑

s=0

g(s)eq(n−s) = eqn
∞∑

s=0

g(s)e−qs.

Êîðîòêî öå ìîæíà çàïèñàòè òàê:

x(n) = eqnG∗(q),

äå

G∗q) =
∞∑

s=0

g(s)e−sq

� äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âàãîâî¨ ôóíêöi¨, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïåðå-
äàâàëüíîþ ôóíêöi¹þ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì, ïåðåäàâàëüíà
ôóíêöèÿ � ðåàêöiÿ ñòàöiîíàðíî¨ ËÑ íà ãðàò÷àñòó ïîêàçíèêîâó ôóíêöiþ
u(m) = eqm. ßêùî ïîçíà÷èòè x(n) ←− X∗(q), u(n) ←− U∗(q) i âðàõóâà-
òè, ùî g(n + k) = 0, k ≥ 0, òî çà òåîðåìîþ ïðî çãîðòêó ç ðiâíîñòi (4.8)
äiñòàíåìî

X∗(q) = G∗(q)U∗(q). (4.9)

4.3. Ïåðåäàâàëüíà ôóíêöiÿ
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Ïðèïóñòèìî, ùî ËÑ çàäàíà ñêií÷åííî-ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì

k∑
r=0

arx(n+ r) =
l∑

m=0

bmu(n+m).

Çàñòîñó¹ìî äî íüîãî äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà:

k∑
r=0

are
rqX∗(q) =

l∑
m=0

bme
mqU∗(q),

àáî

X∗(q) =
ϕ∗(q)
ψ∗(q)

U∗(q), (4.10)

äå ϕ∗(q) =
l∑

m=0
bme

mq, ψ∗(q) =
k∑

r=0
are

rq. Ïîðiâíþþ÷è âèðàçè (4.9) i (4.10),

äîõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

G∗(q) =
ϕ∗(q)
ψ∗(q)

.

Îòðèìàíèé âèðàç ïîêàçó¹, ùî äëÿ äàíî¨ ËÑ ïåðåäàâàëüíà ôóíêöiÿ ¹ äðiáíî-
ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ. ßêùî çîáðàæåííÿ âõiäíîãî ñèãíàëó òàêîæ çàäàíå
äðiáíî-ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ, òî ç ðiâíîñòi (4.9) âèïëèâà¹, ùî i çîáðàæå-
ííÿ âèõiäíîãî ñèãíàëó â öüîìó âèïàäêó ¹ äðiáíî-ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ.
Òàêèì ÷èíîì, âèõiäíèé ñèãíàë-îðèãiíàë çàâæäè ìîæå áóòè çíàéäåíèé àíà-
ëiòè÷íî ïðè âèêîðèñòàííi âiäïîâiäíèõ òåîðåì îïåðàöiéíîãî ÷èñëåííÿ i òà-
áëèöi ¾îðèãiíàë-çîáðàæåííÿ¿.

Ïðèêëàä 4.3. Çíàéòè ïåðåäàâàëüíó ôóíêöiþ äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ¾iì-

ïóëüñíèé åëåìåíò � àïåðiîäè÷íà ëàíêà¿, ùî ìîäåëþ¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x(n+ 1)− αx(n) = βu(n).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäó 3.2 äàëî ôîðìóëó (3.5), ÿêà ïðè ïî-
ðiâíÿííi ç ðiâíiñòþ (4.10) ïîêàçó¹, ùî ïåðåäàâàëüíà ôóíêöiÿ äèñêðåòíî¨
ñèñòåìè ¾iìïóëüñíèé åëåìåíò � àïåðiîäè÷íà ëàíêà¿ âèðàæà¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ

G∗(q) =
β

eq − α
.

4.3. Ïåðåäàâàëüíà ôóíêöiÿ



Äîäàòîê A Òàáëèöi

A.1 Âëàñòèâîñòi D-ïåðåòâîðåííÿ

Ââàæà¹òüñÿ, ùî f(n)←− F ∗(q), fj(n)←− F ∗j (q)

1. Ëiíiéíiñòü
m∑

i=1

Cifi(n)←−
m∑

i=1

CiF
∗
i (q)

2. Çñóâ eαnf(n)←− F ∗(q − α).

3. Çàãàþâàííÿ f(n− k)←− e−kqF ∗(q)

4. Âèïåðåäæåííÿ f(n+ k)←− ekq

[
F ∗(q)−

k−1∑
i=0

f(i)e−iq

]

5. Ïîõiäíà (−1)knkf(n)←− [F ∗(q)](k)

6. Çãîðòêà f1(n) ∗ f2(n) =
n∑

i=0

f1(i)f2(n− i)←− F ∗1 (q)F ∗2 (q)

7. Ñóìà
n−1∑
i=0

f(i)←− F ∗(q)
eq − 1

35
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A.2 Òàáëèöÿ ¾îðèãiíàë-çîáðàæåííÿ¿

Îðèãiíàë f(n) Çîáðàæåííÿ F ∗(q)

σ(n) =

(
1, n = 0;

0, n 6= 0.
1

I1(n) =

(
1, n ≥ 0;

0, n < 0.

eq

eq − 1

an eq

eq − a

eαn eq

eq − eα

n
eq

(eq − 1)2

n2 eq(eq + 1)

(eq − 1)3

sin βn
eq sin β

e2q − 2eq cos β + 1

cos βn
eq(eq − cos β)

e2q − 2eq cos β + 1

sh βn
eq sh β

e2q − 2eq ch β + 1

ch βn
eq(eq − ch β)

e2q − 2eq ch β + 1

Ck
n

eq

(eq − 1)k+1

Ck
neαn eq+kα

(eq − eα)k+1

Ck
nan akeq

(eq − a)k+1

A.2. Òàáëèöÿ ¾îðèãiíàë-çîáðàæåííÿ¿
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